UFMG/ICEx/DCC PROJETO E ANALISE DE ALGORITMOS

LISTA DE EXERCIcIOS 1

PPGCC 12 SEMESTRE DE 2009

As questoes, a seguir, tratam do projeto de algoritmos. CLSR é a referéncia do exercicio no livro-texto.

Questao 1 [CLSR, Ex 2.2-4, pg 27|

Como podemos modificar quase que qualquer algoritmo para ter um bom tempo de execucao para o melhor caso?

Questao 2 [CLSR, Ex 2.3-4, pg 37]

O algoritmo de Ordenacao por Insercao pode ser expresso como um procedimento recursivo da seguinte forma:
para ordenar A[l..n], ordena-se recursivamente A[l..n —1] e entdo insere-se A[n] no vetor ordenado A[l..n—1].
Escreva uma equagao de recorréncia para o tempo de execucao dessa versao recursiva, resolva essa equagao e
indique o crescimento da pilha de recursao.

Questao 3 [CLSR, Ex 2.3-6, pg 37]

Observe que o lago while das linhas 57 do procedimento INSERTION-SORT (apresentado na segao 2.1 do livro
CLSR, pg 24 e mostrado abaixo) usa uma pesquisa linear para percorrer de tras para frente o vetor ordenado
A[l..j—1]. Pode-se usar a pesquisa binéria para melhorar o tempo de execugao no pior caso do INSERTION-SORT
para O(nlogn)?

INSERTION-SORT(A)
1 for j « 2 to length[A]

2 do key — A[j]

3 > Insert A[j] into the sorted sequence A[l..j — 1].
4 1—j—1

5 while i > 0 and A[i] > key

6 do Afi + 1] « A[i]

7 i—1i—1

8 Ali + 1] «— key

Questao 4 [CLSR, Ex 2.3-6, pg 37]

Descreva um algoritmo com complexidade de tempo O(nlogn) que, dado um conjunto S de n inteiros e um outro
inteiro x, determina se existe ou nao dois elementos de S cuja soma é exatamente x.

Questao 5 [CLSR, Problema 2-1, pg 37]

(Ordenagao por Inser¢do em pequenos vetores no Mergesort.) Sabe-se que o algoritmo Mergesort executa no pior
caso em tempo O(nlogn) e o algoritmo de Ordenacio por Inser¢ao no pior caso em tempo ©(n?). No entanto,
os fatores constantes do Insercdo o tornam mais rapido para um pequeno valor de n. Assim, faz sentido usar o
algoritmo de Ordenagao por Insergéo quando os sub-problemas tornam-se suficientemente pequenos. Considere a
seguinte modificagao no Mergesort: 7 sub-listas de comprimento k sdo ordenadas usando o algoritmo de Ordenacao
por Insergao e entdo combinadas (merged) usando o mecanismo do Mergesort, sendo k o valor a ser determinado.

Mostre que as 7 sub hstas cada uma de comprlmento k podem ser ordenadas pelo algoritmo de Ordena(;ao
g
por II’ISGI’Q&O IlO plOI‘ caso em tempo @(nk)
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(b) Mostre que as sub-listas podem ser combinadas (merged) no pior caso em tempo ©(nlog 7).

(c) Dado que o algoritmo modificado executa no pior caso em tempo ©(nk + nlog ), qual é o maior valor
assintético (usando notacdo ©) de k como uma fungdo de n para o qual o algoritmo modificado tem o
mesmo tempo de execugao assintético do Mergesort padrao?

(d) Na prética, como o valor de k seria escolhido?

Questao 6 [CLSR, Problema 2-4, pg 39]

(Inversoes.) Seja [A..n] um vetor com n nimeros distintos. Se i < j e A[i] > A[j], entdo o par (i,j) é chamado
uma inversdo de A.

(a) Liste as cinco inversoes do vetor (2,3,8,6,1).

(b) Que vetor com elementos do conjunto {1,2,...,n} tem o maior nimero de inversdes? Quantas inversoes
existem?

(¢) Qual é a relagao entre o tempo de execucao do algoritmo de Ordenacao por Insercéo e o nimero de inversoes
do vetor de entrada? Justifique sua resposta.

(d) Apresente um algoritmo que determina o nimero de inversoes em qualquer permutagao de n elementos no
pior caso em tempo O(nlogn). (Dica: modifique o Mergesort.)

Questao 7 [CLSR, Ex 3.1-1, pg 50]

Sejam f(n) e g(n) fungbes assintoticamente nao-negativas. Usando a definigao bésica da notagdo ©, prove que
max(f(n),g(n)) = O(f(n) +g(n)).

Questao 8 [CLSR, Ex 3.1-2, pg 50]

Mostre que para quaisquer constantes reais a e b, tal que b > 0,

(n+a)® = 0(n).

Questao 9 [CLSR, Ex 3.1-4, pg 50]

Mostre se:
(a) 271 Z O(2m).
(b) 220 £ O(2m).

Questao 10 [CLSR, Ex 3.1-8, pg 50]

Pode-se estender a notacgao assintética para o caso de dois parametros n e m que vao para infinito independente-
mente com taxas diferentes. Para uma dada funcdo g(n, m), denota-se O(g(n, m)) o conjunto de fungoes

f(n,m): existem constantes positivas ¢, ng, e myp tais que
O(g(n,m)) = 0 < f(n,m) < cg(n,m)
Vn > ngem > mg.
Apresente as definigbes correspondentes para:
(a) Q(g(n,m))
(b) ©(g(n,m))
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Questao 11 [CLSR, Ex 3.2-4, pg 57|
Mostre se:
(a) A fungdo [logn]! é limitada polinomialmente.

(b) A funcao [loglogn]! é limitada polinomialmente.

Questao 12 [CLSR, Problema 3-2, pg 58|

(Crescimento assintdtico relativo.) Indique, para cada par de expressoes (A, B) na tabela abaixo, se A é O, o, {,
w, ou © de B. Assuma que k > 1, € > 0, e ¢ > 1 sdao constantes. Sua resposta deve ser na forma SIM ou NAO

acompanhada da justificativa.

A B 0 0 Q w
(a) | logkn ne
(b) n¥ "
(©) NG psinn
(@ 2» 2n/2
(¢) | mlogm  jplogn
(f) | log(n!) log(n™)

Questao 13 [CLSR, Problema 3-3, pg 58|

(Ordenagao por taxza de crescimento assintdtico.)

(a) Classifique as fungdes abaixo pela ordem de crescimento, ou seja, ache uma permutacao das fungoes
1,92, --,930 que satisfaga a relagdo g1 = Q(g2),92 = Q2(g3),...,920 = Q(gs30). Particione a lista em
classes de equivaléncia tais que f(n) e g(n) estdo na mesma classe se, e somente se, f(n) = 0(g(n)).

log(log™ n) log™ n (V/2)logn n2
(%)n n3 log2 n log(n!)
Inlnn log* n n-2m nloglogn
glogn (logn)los™ en gosn (n 4 1)
log™ (logn) gV2logn n 2m nlogn

(logn)!

1

nlogn
1

Vdlogn

22n+1

A notacao log* n representa a funcdo logaritmica “iterada” como definida na pdgina 55 de CLRS.

(b) Apresente um exemplo de uma funcao f(n) ndo-negativa tal que para todas as fungoes g;(n) da letra anterior,

f(n) ndo é O(g;(n)) nem Q(g;(n)).

Questao 14 [CLSR, Ex 4.2-5, pg 72]

Use uma arvore de recursao para apresentar uma solugao assintoticamente firme para a recorréncia

T(n) =T(an)+T((1 —a)n) + cn,

onde « é uma constante na faixa 0 < a < 1 e ¢ > 0 é também uma constante.
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Questao 15 [CLSR, Ex 4.3-1, pg 75|

Use o Teorema Mestre, se for possivel, para apresentar limites assintéticos firmes para as seguintes recorréncias:
(a) T(n) =4T(%3)+n
(b) T(n) =4T(%) +n?
(¢) T(n) =4T(%) +n?

Questao 16 [CLSR, Ex 4.3-2, pg 75]

A recorréncia T'(n) = 7T(%5) + n? descreve o tempo de execugao de um algoritmo A. Um algoritmo alternativo
A" tem um tempo de execugao 7"(n) = aT”(%) + n®. Qual é o maior nimero inteiro a que faz com A’ seja
assintoticamente mais rdpido que A?

Questao 17 [CLSR, Ex 4.3-4, pg 75]

O Teorema Mestre pode ser aplicado & recorréncia T'(n) = 47(%) +n2logn? Justifique a sua resposta. Apresente
um limite superior assintético para essa recorréncia.

Questao 18 [CLSR, Problema 4-1, pg 85]

(Ezemplos de recorréncia.) Apresente os limites assintéticos superior e inferior para T'(n) em cada uma das
recorréncias abaixo. Assuma que 7'(n) é constante para n < 2. Tente achar cada limite t&o firme quanto possivel
e justifique a sua resposta.

(a) T(n) = 2T(%) + n?
(b) T(n) = T(T5) +n
(¢) T(n) = 16T(%) + n?
(d) T(n) = TT(2) +n?
(e) T(n) =T7T(%) + n?
(f) T(n) =2T(%) +vn
(g) T(n)=T(n—1)+n
(b) T(n) =T(Vn) +1

Para cada um dos problemas abaixo, escreva o algoritmo, faga a implementacdo, testes e apresente o custo de
complexidade identificando a operagao considerada relevante. Lembre-se que a linguagem de programagao é C.
No caso de apresentar uma solugao recursiva, discuta também e apresente a complexidade para o crescimento da
pilha.

Questao 19 Fatorial de Niimeros Grandes

Faca um programa que permita calcular o fatorial de nimeros relativamente grandes como o fatorial de 10000.
Vocé nao deve usar qualquer biblioteca de suporte da linguagem C. O problema deve ser resolvido usando apenas a
memoria principal com a menor quantidade possivel de espago. O objetivo deste trabalho é estudar a complexidade
de espago. Procure implementar também a operagao de multiplicacao da forma mais eficiente possivel. Procure
na literatura algoritmos eficientes para multiplicacdo de nimeros inteiros.

Sugestao: use um nibble (metade de um octeto ou byte) para armazenar um algarismo decimal ou, melhor
ainda, algarismo hexadecimal.
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Questao 20 Decomposi¢ao de Niimeros

Faga um programa recursivo para gerar a decomposi¢ao de um numero inteiro positivo na soma de todos os
possiveis fatores como mostrado a seguir. Por exemplo, para n = 5, temos:

+ + + + + +
P =, NP N -
+ + + +
et i

SN W WS o
+ +

Questao 21 Espiral Quadrada

Seja a espiral quadrada como apresentada abaixo. Faca um programa que apresente as coordenadas (x,y) de um
dado ponto n fornecido na entrada. Apresente trés algoritmos distintos que executam no pior caso em:

) 0(1)

) O(v/n)
(c) O(n)
(d) Voceé conhece algum problema “nao usual” que tenha algoritmos com complexidades tao diferentes com o da
Espiral Quadrada? Se sim, enuncie esse problema e indique os algoritmos e/ou referéncias para sua solugéo.

(a
(b

y

12 11 10 9
13 2 1 8
® 4 [ ]
14 3 I 0 7
® ® ]
X
15 4 5 6
[ ] L4
16 17 18 19 20
<

Questao 22 Méaxima Soma

Dado um vetor com n nimeros inteiros, determine a méxima soma encontrada em um sub-vetor contiguo desse
vetor. Se todos nimeros forem negativos assumir que a soma vale 0. A figura abaixo & esquerda mostra um vetor
com 10 elementos. Nesse caso, a maxima soma é 187, dada pela soma dos elementos contiguos do sub-vetor de
indices de 3 a 7, como mostrado na figura a direita.

Tente apresentar um algoritmo com custo de execucao menor que O(n2).

[ 31 [-41[59 ] 26 [-53] 58 [ 97 [-93[-23] 84 | [31 [-41[ 59 [ 26 [-53]58 [ 97 [-93]-23] 84 ]
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Questao 23 Quadrado Magico

Quadrado Magico é um quadrado de lado n, onde a soma dos ntimeros das linhas, das colunas e das diagonais
é constante. Em cada posicao do quadrado pode-se colocar um nimero entre 1 e n?, sendo que cada niimero sé
pode aparecer uma tnica vez.

A figura abaixo mostra uma possivel solugdo para o quadrado magico de lado n = 3.

21716115

9 15

Lo» ) D 15

15 i 15
15 15 15

Gere o quadrado mégico para 3 <n < 10.

Quadrado Mégico e Arte. Um quadrado mégico de lado n = 4 aparece na obra “Melancolia I” (1514) de
Albrecht Diirer, um dos maiores artistas aleméaes do Renascimento. Veja essa obra com o detalhe do quadrado
magico no lado direito.

.

= ]

“Melancolia I, como Diirer denomina a gravura que mostra um céu noturno iluminado apenas por um cometa, é o
trabalho de maior contetdo simbdlico dentre todos os trabalhos deste artista. A mulher robusta refletindo sobre
a férmula que faz o mundo 6bvio é ndo somente uma versao feminina de Fausto, comparével ao Jeremiah pintado
por Michelangelo dois anos antes no teto da Capela Sistina, como também o oposto de Jerome em seu estudo. O
santo dominou o caos que envolve Melancolia e colhe os frutos de seus esforgos incanséveis, alcangando o dpice
da vida. Melancolia ainda procura, em partes, pelo todo; ela ainda nao atingiu a despreocupagao de um estudo.
Abandonado & incleméncia da natureza durante a noite, o arco-iris anuncia sucesso. Acima da mulher, na parede
sélida da casa, h4 uma balanca, uma ampulheta, um sino e um quadro magico, em que a soma dos nimeros em
qualquer diregao é 34. A base do trabalho de Diirer era a adi¢ao e a mensuracao exatas e, em Melancolia, sao uma
base segura para organizar uma nova estrutura para o mundo, a partir de utensilios de arquitetura e carpintaria.
O bloco multifacetado, colossal, contrasta com a harmonia perfeita da esfera iluminada no primeiro plano. A
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época, muito se teorizava sobre os quatro humores humanos: sangiiineo, fleumatico, colérico e melancélico. Esta
gravura em metal é um trabalho de arte de significancia filoséfica atemporal.” (Horst Michael, Albrecht Diirer —
The Complete Engravings, Artline Editions, 1987.)

Questao 24 Caminhamentos em Arvore Binaria de Pesquisa

F1 @ @ F6 @ @ r11]  [F12

F2 F3 F4 F5 F7 F8 F9 F10

Exemplo de uma arvore bindria de pesquisa.

(a) Escreva um procedimento recursivo baseado em um dos caminhamentos em arvore bindria para calcular a
altura dessa arvore.

(b) Em cada entrada da tabela abaixo, diga SIM se a combinagao linha/coluna é sempre verdadeira e NAO, caso
contrario.

pré-ordem(n) < | in-ordem(n) =< | pds-ordem(n) <
pré-ordem(m) in-ordem(m) pés-ordem(m)

n estd a esquerda de m

n estd a direita de m

n é um ancestral de m

n é um descendente de m

A expressao x < y significa que = precede y no caminhamento em questao. Um no esta a esquerda ou a
direita de outro se e somente se eles tém um ancestral em comum.

(¢) O caminhamento por nfvel de uma drvore primeiro lista a raiz, depois todos os nés que estao no nivel 1,
depois todos os nés no nivel 2, etc. Escreva um programa O(n) (onde n é o nimero de nds na arvore) para
listar todos os nés de uma drvore por nivel (em cada nivel, do n6é mais a esquerda para o mais a direita).

(d) Escreva um procedimento para listar todos os caminhos da raiz até os nés folhas.

Questao 25 Desafio: Conjectura de Goldbach

Em 1742, o matematico Prussiano Christian Goldbach escreveu uma carta para Leonhard Euler no qual ele propos
a seguinte conjectura: Cada numero par maior que 5 pode ser escrito como a soma de trés primos. Euler ficou
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interessado no problema e respondeu com uma versao mais forte da conjectura: Cada nimero par maior que 2
pode ser escrito como a soma de dois primos.

A primeira conjectura é conhecida atualmente como conjectura “fraca” de Goldbach e a segunda como con-
jectura “forte” de Goldbach. Em geral, sem uma qualificacao faz-se referéncia a versao forte. As duas questoes
continuam em aberto desde entao.

A conjectura de Goldbach tem sido pesquisada por muitos matematicos da area de teoria dos niimeros. A
maioria dos matematicos acredita que a conjectura forte seja verdadeira, principalmente baseada em consideragoes
estatisticas que tratam da distribuicao de nimeros primos: quanto maior o niimero par, mais provavel é que possa
ser escrito como a soma de dois primos.

Até 14/7/2008, um grupo de pesquisa liderado por Tomds Oliveira e Silva (http://wuw.ieeta.pt/~tos/
goldbach.html), da Universidade de Aveiro em Portugal, ji havia verificado a conjectura até 12 x 10'7, usando
um programa de computador. Observe que aparentemente isto pode parecer uma “bobagem” mas existem varios
problemas computacionais interessantes que devem ser resolvidos para poder testar a conjectura para ntimeros
desta ordem de grandeza.

O Desafio. Achar o maior p tal que S(p) > 10*® (partigoes de Goldbach). Para mais detalhes veja a referéncia
acima. Como isso pode ser feito de forma isolada e cooperativa?

Questao 26 Trabalho Pratico: Operacoes Aritméticas com “Niumeros Grandes”

Objetivo. Projetar algoritmos eficientes, em termos de tempo e espago, para executar as quatro operacoes

aritméticas bdsicas (4, x, —, /) de ntimeros inteiros que possuem entre 50000 e 100000 algarismos.

Entrada dos dados. Cada operacao a ser executada deve ser fornecida em um arquivo texto contendo trés
linhas: a primeira deve conter o operador aritmético e as duas seguintes os operandos, ou seja, a entrada de dados
segue a notagao pré-fixada. Assim, a operacao aritmética

A X B

deve ser fornecida como

1? linha: X
22 linha: A
32 linha: B

Linguagem de programacao. Este trabalho deve ser feito obrigatoriamente na linguagem C padrao.

Documentagao. Os seguintes documentos devem ser preparados:
1. Uma breve descri¢ao sobre o projeto da solugao proposta (duas a trés paginas);

2. Discussao da complexidade de tempo e espaco da solugao proposta.

Observagao. Outras informagoes sobre o processo de submissao do trabalho, lista completa do que deve ser
entregue, data de entrega, etc, serao disponibilizadas na pégina da disciplina.
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