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1. 4 PONTOS Seja X uma v.a. continua com densidade de probabilidade

cx?,  sex € (0,1)
) = { 0, caso contririo
e Ache o valor da constante de integracao c.
e Obtenha a probabilidade P(X € (0.2,0.3))
Obtenha a fungao distribui¢do acumulada F(z) = P(X < z)

Calcule a esperanca p = E(X).

Solugao: Devemos ter uma &rea total igual a 1 sob a curva densidade. Portanto, devemos ter

1 3
1= / cxldr = cm—
0 3

e portanto ¢ = 3. Para calcular probabilidades, obtemos a area sob a curva:

1
=c/3
0

0.3
P(X € (0.2,0.3)) = / 3z%dr = (0.3)® — (0.2)®

).2

A funcao distribui¢ao acumulada é

0 sex <0
Flz) =P(X <a)=( [;3t%dt=2° se0<z<1
1 sex >1

Finalmente, a esperanca é

1
u:IE(X):/ x3xdr = 3/4
0

2. 4 PONTOS Uma moeda desonesta tem probabilidade de sair cara igual a 6. Os langamentos sucessivos sdo indepen-
dentes. A moeda é lancada sucessivamente até que a sequnda cara apareca. Seja X a v.a. que conta o nimero de
langamentos que foram necessarios.

e Qual a lista de valores possiveis para a v.a. X7
e Obtenha a probabilidade P(X = 2), P(X =3), P(X =4) e P(X =5).

e Generalize agora obtendo P(X = k) para todos os valores k que sdo possiveis.

Solucgao: A lista de valores possiveis é: 2,3,4,.... Temos
P(X =2) = P(CC)=00=06* (1)
P(X =3) = P(CCC)+P(CCC)=2(1-6)§? (2)
P(X =4) = P(CCCC)+P(CCCC)+P(CCCC) =3(1—0)%6? (3)
P(X =5) = P(CCCOC)+P(CCCCC)+P(CCOCC)+P(CCCCC) = 4(1 — 0)%6> (4)
P(X =5 = (k—1)(1—-6)""20% para k > 2 (5)




3. 4 PONTOS Paulo visita seu médico e descobre que ele tem hematiria microscopica - sangue em sua urina que s6 é
visivel sob um microscépio. O médico informa a Paulo que esse sintoma ocorre em cerca de 95 por cento das pessoas com
cancer nos rins e em 10 por cento das demais pessoas (sem cancer nos rins). Cancer nos rins ocorre aproximadamente
em 14 de cada 100 mil pessoas. Dado que ele tem hematuria microscopica, qual a probabilidade de que Paulo tenha
cancer renal?

Solugao: Uso direto da regra de Bayes. Seja A o evento Paulo tem cdncer renal e B o evento hematiria microscopica.
Entao

P(B|A)P(A) (0.95)(14,/100000)

P(A|B) = P(B|A)P(A) + P(BJA°)P(A°) _ (0.95)(14/100000) + (0.10)(1 — 14/100000) 0.000133/0.100119 ~ 0.0013

4. 4 PONTOS Um canal transmite 0’s e 1’s. Ele pode distorcer o sinal de modo que com probabilidade 0.01 cada bit
pode ser trocado de valor. Assuma que os bits sucessivos podem ser distorcidos de forma independente uns dos outros.
Para reduzir a probabilidade de erro, o receptor particiona o stream de bits em blocos disjuntos de 10 bits cada e aplica
um algoritmo corretor de cédigo em cada bloco. Se no maximo um bit estiver sendo transmitido com erro num bloco,
o receptor deduz sem erro o cédigo correto. Se mais de um bit estiver errado, o algoritmo ocasionalmente consegue
corrigir o cédigo. Obtenha um limite superior para a probabilidade de que um bloco seja decodificado incorretamente.

Solugao: Para um bloco de 10 bits, seja A o evento existe no mdximo 1 erro e B o evento sinal decodificado com erro.
Vamos resolver de duas maneiras diferentes. A mais curta usa o fato de que o evento A estd contido no evento B€: se
o bloco possui no maximo 1 erro, ele serd decodificado sem erro e portanto ele estd em B¢. Assim, P(B¢) > P(A) e

P(B)=1-P(B°) <1—-P(A) =1-(0.99)'° —10(0.99)%(0.01) = 0.0043 .

A segunda maneira faz uso da decomposicao da probabilidade total condicionando em cada numero X de erros no
bloco:

10
P(B) = Y P(BIX =k)P(X =k) (6)
k=0
10
= 0+0+ ) o P(X =k) (7)
k=2
10
< > IPX =k) (8)
k=2
= P(X>2)=1-P(X=0)-P(X =1) (9)
= 1-(0.99)" —10(0.99)°(0.01) = 0.0043 (10)

5. 4 PONTOS Um certo programa tem duas instrucoes condicionais I F"

If (1st boolean condition) Then
(consequent A)

End If

If (2nd boolean condition) Then
(consequent B)

End If

Rodou-se o programa em 1000 inputs distintos representativos do uso futuro que se quer dar ao programa. Em 87 destas
1000 instancias, apenas a instrugdo A do primeiro IF foi executada. Em 90 das 1000 instancias, apenas a instrucao
B foi executada e em 12 das 1000 execugoes ambas, A e B, foram executadas. Sera razodvel supor que a execugao do
primeiro IF' é um evento independente da execucao do segundo I F'?

Solucgao: Usando a frequéncia relativa da ocorréncia de eventos como uma aproximagao para as probabilidades temos

]
__ # vezes A ocorreu 87+ 12

P(A) ~ = ~ 0.01
(4) 1000 1000
90 + 12
~ ~ 0.01
(4) 1000



12
P(ANB) = 000~ 0.001 = P(A) x P(B) .

Assim, é razoavel supor que as execucoes dos IF’s sao eventos aleatérios independentes.

6. 2 PONTOS EXTRA Se uma varidvel aleatéria X possui distibuigdo exponencial com pardmetro A, obtenha E(X)
(DICA: integral por partes com u = x e dv = exp(—Az)dx)

Solugao: Se dv = e *dx entdo v = e 2 /(=\) e

— Az

E(X):/ x Ae™Mdy =\ 2S
0 N ==~

dv

Férmulas:
Binomial: P(X = k) = (})6%(1 — )"~
Poisson: P(X = k) = A¥ exp(—\)/k!
Exponencial: f(z) = Aexp(—Ax)

1

Gaussiana (normal): f(z) = oL exp(—(x — p)?/(20?))



