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1. Esboce aproximadamente o vetor-direcao do primeiro componente principal no grafico a esquerda
na Figura 1 ignorando os dois tipos de simbolo para os pontos. No grafico da direita, esboce
aproximadamente o vetor dire¢do do (primeiro) discriminante linear de Fisher considerando as
duas classes para os pontos.

Figura da prova reproduzida abaixo com a solucao.

Solugao: Solugao na figura 1.
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Figura 1: lo. componente principal (esquerda) e lo. discriminante linear (direita).

2. Todo objeto pertence a uma de duas classes ou populagoes, m; ou 7. Suponha que a classe m; é
extremamente rara (isto é, P(e m) ~ 0).

e Isto significa que se classificarmos todo novo objeto na populagdo 2 teremos um pequeno
nimero de erros, supondo que os custos dos dois erros sejam iguais. Mostre que, com esta
regra de classificagdo radical temos P(erro) ~ 0.

e Podemos tentar colocar as duas classes em pé de igualdade considerando a seguinte quantidade:
n = P(class 2| € 1) + P(class 1| € 2). Mostre que n = 1 com a regra de classificagdo radical
que portanto nao é uma boa regra se quisermos um 7 pequeno.

e Mostre que a regra que minimiza 7 é aquela em que a regiao R de classificacao é dada por
R = {x tais que f2(x) < f1(x)}.

Solugao: Seja P(€ 1) = ¢ =~ 0. Entéo, com a regra de classificagao radical temos:

P(erro) = P(class2e € 1)+ P(class 1 e € 2)

P(class 2 | € 1)P(€ 1) + P(class 1 | € 2)P(€ 1)
P(class 2 | € 1)e + P(class 1 | € 2)(1 —¢)
Ixe+0x(1—¢)

= e=0

Para mostrar que n = 1 com a regra de classificagao radical:

n="P(class 2| €1)+P(class1| €2)=1+0=1



Para minimizar 7, suponha que tenhamos definido uma regra e que portanto temos o espago das
variaveis dividid em duas regices disjuntas, R e R, onde R é a regiao de clasificacao na classe 1.
Entao:

P(class 2| € 1) + P(class 1] € 2)

/fl X+/f2 (1)

Como as densidades f; e fo integram 1 no espaco 2 = R U R, sabemos que

1= [ nox= /R fix+ [ fiox
0= (1= [ n6ox) + [ neox

+ /R (fo(x) — fu(x)) x

3
I

Substituindo em (1), temos

Para minimizar n devemos tornar a integral o mais negativa possivel. Isto é obtido tomando
R = {x tais que fa(x) < fi(x)}

Se vocé ainda nao esta completamente convencido de que esta integral pode ser negativa, veja que

0=1-1= [ fitx— [ peox= [ (160~ fa0)x

Como f1 # f2 e sdo ambas geq0 integrando 1, ndo podemos ter fi(x) > fo(x) em todo ponto x de
Q. Seja
R = {x tais que f3(x) < f1(x)}

Entao podemos decompor

- /Q (F1(5) = fo(x)) x = /R (o) — f1(x)) x + /R (o) — F2(x))x

O primeiro termo é positivo e o segundo termo é negativo. Além disso, R é a maior regido em que
f2(x) — f1(x) < 0. Qualquer outro ponto fora de R contribui um valor positivo para a integral de
interesse.

. Considere um vetor aleatério bi-dimensional X = (X1, X3)' ~ Na(p, X). Marque V ou F justifi-
cando sua resposta:

e Se X; e X5 sdo independentes, a nuvem dos n pontos (x;1,x;2),4 = 1,...,n com as instancias
observadas e a curva de nivel f(x) = ¢ com a densidade tem necessariamente a forma de um
circulo.

e Se X; e X, sdo independentes, a nuvem de pontos (x;1, z;2),% = 1, ldots,n com as instancias
observadas e a curva de nivel f(x) = ¢ com a densidade tem de ter a forma eliptica com os
eixos principais da elipse alinhados com os eixos das abscissas e ordenadas (SE NECESSARIO7
considere um circulo como uma forma especial de uma elipse)

A matriz de covariancia X é simétrica apenas se X7 e X5 sao independentes.
e A matriz de covariancia X é diagonal se X; e X5 sdo independentes.

e A matriz de covariancia ¥ é diagonal se X e X5 possuem correlagdo positiva.

Solugao:



e I As curvas de nivel tem a forma de uma elipse com os seus dois eixos proporcionais aos
autovalores da matriz 3. Se os dois autovalores form iguais, a elipse vai se tornar um circulo.
As varidveis ndo precisam ser independentes.

e V: Se X; e Xs sdo independentes, 3 é uma matriz diagonal e portanto os dois autovetores sao
e; = (1,0) e eo = (0,1). Portanto, os eixo da elipse sdo paralelos aos eixos das coordenadas.

e F: 3 é sempre simétrica pois
3o = COV(Xl,XQ) = 0102pP12 = COV(X27X1) =X

onde p12 = Corr(Xy, Xs).
e V: Se X; e X5 sdo independentes entdo 0 = Cov(X7, Xo) = 31s.

F: X é diagonal se, e somente se, Corr(Xy, Xs) = 0.

4. A Figura 2 mostra dados bi-dimensionais extraidos de uma distribuicao normal multivariada.
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Figura 2: Dados bi-dimensionais extraidos de uma distribuicao normal multivariada.

e Qual é o valor esperado de cada varidvel? Estime a resposta visualmente e arredonde para o
nimero inteiro mais préximo.

e O valor do elemento (1,2) da matriz de covariancia ¥ é positivo, negativo ou zero?

e Defina e; e e; como as direcoes do primeiro e segundo componentes principais, ambos com
comprimento igual a 1. Estas direcoes definem uma nova base do R? onde cada ponto x é
tranformado para z = (21, 22) com

21 =(x—p) e

20 = (x — ) ez

Esboce E ROTULE e; e ey na figura 2. Os vetores devempartir do centro da distribuigao-
nuvem de pontos.

e A covariancia Cov(Z1, Zs) é negativa, positiva ou aproximadamente zero?

e Como A e B estao mais ou menos a uma mesma distancia do centro eles possuem igual chance
de serem observados. V ou F?7 Justifique.



e A probabilidade de observar um ponto tao afastado de p quanto B é aproximadamente 5%,
50% ou 95%7

Solugao:

® 1y 5=y e o =2 0y (Eu pedi apenas o valor esperado na prova).

e Positivo pois a correlagao entre as varidveis é positiva: quando X; estd acima de sua média
w1, a varidvel Xy também tende a estar acima de sua média po.

e e; e ey eshogados na Figura 2.

o Cov(Zy,7Z5) = 0. Este item é mais dificil. A justificativa correta é que

Cov(Z1,Z2) = Cov((x—p)er,(x—p)e)
= Cov(e](x — p), e5(x — 1))
= e Cov((x — p), (x — p))ez
— & Cov((x— ). (x - ))e:
= e Xey
= e](M\2e3) pois ey é autovetor

= A e’leg =0 pois os autovetores sao ortogonais.

e A distancia correta é a de Mahalanobis. A estd numa regido do plano com probabilidade muito
menor que B. E por isto que ndo vemos outras instancias com valores similares aos de A.

e Estar tdo ou mais afastado que B néo acontece com frequéncia. A probabilidade é aproxima-
damente 5%.

5. Seja X = (Xl,XQ,ng)/ ~ N3(0,2) com

4
X=1|0
2

O o O
© O N

e Ache a distribuicdo de Y = 3X; + 2X5 + X3.

e Para que valores de a e b as variaveis X; + aX3 e X; 4+ bX3 possuem covariancia 0 e portanto
sao independentes.

Solugao: Y =3X; +2X5 + X3 = (3,2,1)(X1, X2, X3)" é uma normal com valor esperado

M1 0
E(Y)=(3,2,1) | p2 | =(3,2,1) | 0 | =0
3 0
e variancia
3 4 0 2 0
VY)=3,2,1)2| 2 | =(3,2,1) 0 2 0 0| =65
1 2 0 9 0
Para obtermos covariancia zero e portanto independéncia, calculamos
Cov(X; +aXs, X5 +bX3) = Cov((1,0,a)X,(1,0,0)X)
1
= (1,0,a)X | 0
b

= 4+20+2a+9b=0

Esta é uma equagao linear com duas varidveis e portanto possui infinitas solugooes. Por exemplo,
tomando a = 0 temos b = —2. Tomando a = 1, temos b = —6/11.




6. Mostre que a matriz de covariancia

1.0 0.63 045
=063 1.0 0.35
045 035 1.0

do vetor X = (X7, X3, X3)" ~ N3(0,3) pode ser gerada pelo modelo de anélise fatorial com m =1
fator e dado por

X1 == 09F1 + €1
X2 = O7F1 + €2
X3 = O0.5F) +e3
com var(Fy) =1, Cov(Fi,e) =0e
0.19 0 0
¥ = Cov(e) = 0 051 O
0 0 0.75

Solugao: Basta obter a matriz de covariancia do vetor

0.9F] + €1 0.9 €1
0.7F] + €2 = 0.7 | Fp + €9
0.7F1 + €2 0.7 €2

Pela independéncia entre Fy e o vetor €, a matriz de covariancia é a soma das covariancias:

0.9 €1 0.9
Cov| |07 |A+|e|]=]|07|VE)+T=x
0.7 e 0.7

Se vocé nao se sente a vontade com as manipulagoes matriciais acima, voce pode verificar a igualdade
termo a termo na matriz. Por exemplo, vamos verificar que os elementos diagonais de X sao os
memsos daqueles obtidos com o modelo fatorial:

1.0 = Xy =V(X))
= V(0.9F] + ¢1) de acordo com o modelo fatorial
= V(0.9F1) 4+ V(e1) pela independéncia entre F e €;
= (0.9)%*V(F)+0.19
0.81 x 1.0+ 0.19

De forma andloga verificamos que V(X3) e V(X3) coincidem com os valores obtidos através do
modelo fatorial.

Para os elementos fora da digonal,

0.63 = 212 = COV(Xl,XQ)
= Cov(0.9F] + ¢1,0.7F] + €2) de acordo com o modelo fatorial

Cov(0.9F1,0.7F;) + Cov(ey, €2) pela independéncia entre F} e os €’s
(0.9)(0.7)V(F1)+0
= 0.63x1.0

Os outros sao obtidos de maneira analoga.



