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1. 5 pontos: Num estudo de seguro agricola, acredita-se que a produgao de trigo X; da &rea i
é normalmente distribuida com média 6z;, onde z; é a quantidade CONHECIDA de fertilizante
utilizado na drea. Assumindo que as producoes em diferentes dreas sdo independentes, e que a
varidncia é conhecida e igual a 1 (ou seja, que X; ~ N(0z;,1), parai=1,...,n:

e 1 ponto: Encontre o MLE de 6

e 1 ponto: Mostre que o MLE é nao viciado para 6. Lembre-se que os valores de z; sao
constantes.

e 1 ponto: O MLE é baseado numa estatistica suficiente para 67

e 2 pontos: Obtenha um intervalo de aproximadamente 95% de confianca para 6 baseado na
distribuigao assintética do MLE.

Solugao: A verossimilhanga de 6 é a fungao
1 1 9 1 1 9
L6) = 1:[ \/T?GXP <—2(x,- —0z;) ) = Wexp (—2 Xzz(ml —0z;) >
e portanto com log-verossimilhanca dada por
1
((9) = —n/2log(27) - 5 D (@i —60z)

A derivada com respeito com 6 é igual a

oL(0 1

% =-3 ZZ(_%X% —0z) = Z(zzm, —02?) = zi:ziwi - Hzl:zf
Igualando a derivada a zero é possivel isolar § num dos lados da equagao e assim obter o MLE:
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Note que 6 é uma soma ponderada dos x;, com pesos z;/ Y, z,% que nao somam 1.

O MLE é néao viciado para 6 pois, escrevendo o MLE com as v.a.’s X;, temos
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O MLE é baseado numa estatistica suficiente para 6 pois
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onde T'(x) = >, (ziz;). Assim, pelo teorema da fatoragao T'(X) = >, z; X; ¢ estatistica suficiente
e o MLE ¢ funcdo dessa estatistica: § = T(x)/ >, 27 (lembre-se que asquantidades de fertilizantes
z;’s sdo consideradas constantes conhecidas).

A variancia aproximada do MLE 6 ¢ obtida mais facilmente calculando a segunda derivada:
%0(0) o (00(0) 9
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Como esta expressao nao envolve as v.a.’s X; mas apenas as constantes z;’s, seu valor esperado é
igual a prépria expressao e portanto

1) = —E <—‘92;0(2‘9)) = 222 :

Portanto,
A 1
V(0) =~ 1(9)_1 ==
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Veja que V(0) — 0 a medida que mais observagoes sejam coletadas (ndo sendo todas com z; = 0).

O L.C. de (aproximadamente) 95% ¢ igual a 6 + 1.96@.

. 5 pontos: O vento é uma forga vetorial que estd sempre mudando de direcao e de intensidade
(magnitude). Por causa, disso, sua medi¢cdo num instante de tempo qualquer é tratada como uma
varidvel aleatéria. O modelo usualmente adotado para a intensidade X do vento (uma v.a. continua)

é a densidade f(z) = %e*"ﬁ/(w) se x > 0. Estamos considerando apenas a magnitude escalar da
intensidade do vento, ignorando a sua direcao.

e 0.5 ponto: Encontre o MLE de ¢ com uma amostra i.i.d. de medigoes X7, Xo, ..., X,.
e 1 pontos: Encontre uma estatistica suficiente para estimar ¢.
e 0.5 ponto: O MLE ¢ funcao da estatistica suficiente?

e 0.5 ponto: Sabe-se que E(X) = \/¢7/2 e V(X) = ¢(4 — 7)/2. Obtenha entdao E(X?) usando
a expressao da variancia em termos de E(X) e de E(X?).

e 1 pontos: Obtenha a informagcao de Fisher I(6) através da derivada segunda da log-verossimilhanga.

e 0.5 ponto: Diga qual é a distribuigao aproximada do MLE quando o tamanho da amostra é
grande.

e 1 pontos: Use a distribuicao assintética do MLE para construir um intervalo de confianca de
95% para o parametro §. OBS: se Z ~ N(0,1) entao P(|Z] <2) ~ 0.95

Solugao: A densidade conjunta é

o) =] e (—;)) = H(;,f” exp (—;(b Zx> = oo (— ;x?/@as))
——

h(x) 9(T(x),9)

onde T'(x) = Y, z7. Pelo teorema da fatoragao, T'(X) ¢ estatistica suficiente

A log-verossmilhanca é

E ’ 1 2
(@) = —nlog(¢) + 1- log(z;) — 2% EZ R
e portanto a sua derivada (funcdo escore) é

65@))_ n L 2
W‘_(z»*w;”



Igualando a derivada a zero, isolamos ¢ e obtemos o MLE de forma explicita:
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Temos
E(X?) = V(X) + [EX)) = =+ = =2¢

Obtendo a informagao de Fisher:
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A distribuicdo assintética do MLE é ¢ = N (¢, $2/n) onde ¢ é o verdadeiro (e desconhecido) valor
do parametro ¢.

O I.C. de (aproximadamente) 95% é igual a o+ 1.96(;3/\/71. Note que usamos a paorximacao ¢ ao
calcular o desvio-padrao no 1.C.

. 10 pontos: A distribuicao exponencial serd usada como modelo para o tempo de sobrevida de
pacientes diagnosticados com certo tipo de cancer. Se Y ~ exp(A) entao sua densidade de proba-
bilidade (para y > 0) é dada por f(y) = Aexp(—\y). Sabe-se que E(Y) = 1/ e que V(Y) = 1/)\2
(néo precisa mostrar isto).

Sabe-se que a distribuicao de probabilidade do tempo de sobrevida depende do estdgio em que o
cancer foi diagnosticado e do sexo do individuo. Considere duas varidveis independentes x; e x5
medidas em cada individuo. Para o i-ésimo individuo, xz;; = 1, se ele é homem, e x;; = 0, se
mulher. A medida x;2 é um valor continuo entre 1 a 10 e mede o estagio do cancer no momento do
diagnostico, um estagio mais avancado correspondendo a valores maiores.

Um modelo estatistico para este problema supoe que Y7,...,Y,, sejam variaveis aleatérias indepen-
dentes mas ndo identicamente distribuidas. O valor esperado E(Y;) = 1/)A; do i-ésimo individuo
depende dos valores de x;1 e de x;2. Isto é, cada individuo tem uma distribui¢ao prépria para o seu
tempo de vida adicional, uma exponencial com valor esperado 1/\; que depende de seu sexo e do
estagio do seu cancer no momento do diagnéstico.

Um modelo que é muito usado é o modelo linear generalizado que adota a seguinte relagao entre o
pardmetro A e as caracteristicas x1 e xa: A;(0) = exp(Bo + f1x:1 + Paxwiz) onde 8 = (5o, B1, B2) €
o parametro desconhecido. Dessa forma, a distribuigao de probabilidade do tempo sobrevida Y; de
um dado individuo dependem apenas de seu sexo e do estdgio da doenca e E(Y;|z;1,zi2) = 1/\; =
e~ (Pothizinth2zi2)  Podemos também escrever

E(Yvi|37i1;37i2) — e Po gzt p=Fizit — ,—Po (e—ﬁl)w“ (e—ﬂ2>wi2
= bo b{" b3 onde b; = €
bob32,  se i é mulher
bob1b57%, se i é¢ homem

(a) 3 pontos: Responda as questoes abaixo:



e Considere dois individuos no mesmo estagio xo da doenga mas de sexos diferentes. Para

obter o tempo esperado de sobrevida do homem basta (somar ou multiplicar?) b; =
exp(—/31) ao tempo esperado de sobrevida da mulher.
Solugao: Para uma mulher, temos o tempo esperado bpb3*? enquanto que, para um
homem, temos bob1b5. Assim, a diferenca entre os sexos (para um mesmo valor do
estdgio inicial ;2 do cancer) é multiplicativa: para obter o tempo de vida esperado do
homem, multiplique o tempo da mulher por b;.

e Vou F: O efeito em E(Y;) de mudar o valor da varidvel sexo depende do valor estagio xo
da doenca: o efeito é maior nas pessoas com estdgio mais avangado.
Solugao: Falso:

E(Y;|z1; = 1,29;) = bob1b5* = by x E(Yj|z1; = 0, 9;)

Assim, o efeito no valor tempo de vida esperado ao mudar a varidvel sexo (varidvel 1)
de valor (de 0 para 1) é multiplicar o tempo esperado pelo mesmo valor b, ndo importa
o valor da variavel xs.

e V ou F: Suponha que f; = 0.2. Ent@o o fato de ser homem reduz o tempo esperado
de sobrevida pelo fator exp(—0.2) ~ 0.82 (isto é, reduz em aproximadamente 18%) em
relagao ao tempo esperado de uma mulher com o mesmo valor de x».

Solugao: Verdadeiro. Como b; = e~ = 792 ~ (.82, temos

E(KLZ‘M = 17.’1?21') =0.82 x E(Y”Ih = O,Jigi) .

Assim, o tempo de vida masculio é 18% menor que o tempo esperado feminino no mesmo
nivel inicial de cancer, qualquer que seja este nivel.

e V ou F: Sejam Y7 e Y os tempos esperados de sobrevida de um homem e uma mulher,
respectivamente, ambos com zp = 5. Entdo F(Y;) = e #* FE(Y3). Entretanto, se x5 nio
for igual a 5 essa relagao entre E(Y7) e E(Y3) néo é vélida.

Solugao: A questao estd um tanto ambigua e o sinal de 81 deveria ser negativo (como
acima, depois que corrigi). Se vocé respondeu Falso por causa deste sinal errado, OK.
Considerando a resposta para o que deveria ter sido escrito, num sentido, a resposta é
Falso. A relagao entre os dois é esta para todos os valores de xo, desde que este valor seja
o mesmo para os dois sexos. Se a varidvel zo para o homem tiver um valor diferente do
seu valor para a mulher, entdo a relagao entre E(Y7) e E(Y2) terd de ser ajustada também
para esta diferenca. Isto é, se xo(M) e xo(H) sao os valores diferentes de x5 para a mulher
e o homem, respectivamente, entao

E(Yi|z) = 1,20 = 29(H)) = e Pre Pl =e2(M) By |2y = 0,29 = 29(M))

e neste caso a resposta é Verdadeiro.

e Vou F: Sejam Y; e Y; os tempos de sobrevida de dois homens com z;2 =5 € 2 = 5 + .
O efeito de passar do estdgio xo = 5 para o estagio xo = 5 + = pode ser explicado como:
multiplique o tempo esperado de vida de Y; por b5 = exp(—f2x).

Solucgao: Verdadeiro:

E(Yl‘l‘l =l,zo =2+ 5) = boblbg+x = bg (boblbg) = bg E(YQ|$1 =120 = 5)

e Vou F: O efeito em E(Y) de aumentar em x unidades o estdgio x2 da doenga entre os
homens ¢ diferente do efeito desse mesmo aumento entre as mulheres.
Solugao: Falso: para mulheres, temos 21 =0 e

E(Yi|z1 = 0,29 = 2 +5) = boby ™ = b (bob3) = b3 E(Ya|zy = 0,29 = 5)



(b)

2 pontos: Obtenha a densidade conjunta das observacoes e obtenha a a estatistica suficiente
para estimar 6.

Solucao: Como as observagoes sao v.a.’s exponenciais independentes, temos

flyle) = H)\ieXp(_)\iyi)

HeXP (50"‘51331’1"‘621'1’2) e—yiexp(ﬂo-i-ﬁlwﬂ-‘rﬂzwiz)

K2

= €xp <n50 + B Z i1 + Bo Z Ii2> e > (yi exp(Bo+Prair+Paziz))
3 A

Se vocé chegou até este ponto, terd todos os pontos neste item. Para a parte da suficiéncia,
a questao deveria ter sido trabalhada em listas e em sala de aula. Passou batido (copiei do
meu livro de exercicios), esta pergunta adicional neste item nao deveria ter entrado na prova
e lamento por isto. O restante da solucao vai abaixo:

Lembrando que os valores das features x1 e x5 devem ser consideradas constantes, a unica
parte da densidade conjunta que envolve os dados aleatérios y1, ..., ¥y, € os parametros 6 =
(Bo, B1, B2) € >, (yi exp(Bo+Pixi1+P22:2)), 0 expoente da exponencial. Entretanto, esta funcao
nao pode ser escrita da forma g(7T'(y), @) onde T(y) depende apenas dos dados aleatdrios y (e
possivelmente de constantes como x; ), sem envolver os pardmetros desconhecidos 0. Assim, ndo
podemos usar o teorema da fatoragdo para encontrar uma estatistica suficiente. A estatistica
suficiente é T(Y) = Y, o préprio vetor de dados, sem haver reducido de dimensionalidade.
Este modelo probabilistico nao cai na classe da familia exponencial (embora usea distribuigao
exponencial).

1 ponto: (INVERTI OS SINAIS NA PROVA. Solugao da lista 13 enviada pela Karen cor-
rigiu isto) Para obter o estimador de méaxima verossimilhanca de 6, encontre a equagio de
verossimilhanca mostrando que

l/0ps nTy — D, YiTiaAi(0) 0

onde z; =, x;;/n.
Solugao: A log-verossimilhanca de 6 é

U(O) = nfo+p Z Ti1 + P2 Z Tig — Z(yz exp(Bo + Bizi + Boziz)

3

nBo + finTy + BanZa — Z(yz exp(Bo + frzi1 + Paziz)

?

Encontrando cada derivada parcial separadamente:

ov

3750 = n- Zyz exp(Bo + frxin + Paxiz) =n — Zyi)\i(g)

ov

8—61 = nx — Z yixi1 exp(Bo + Brxi1 + Paxie) = nEy — Z yiziihi(0)
ov

87,62 = NIy — Z YiTiz exp(Bo + frxi1 + Paxio) = na — Z yiziahi(0)

K2 K2




(d) 1 ponto: Mostre que a matriz com as derivadas parciais de segunda ordem é dada por

%0)ops  9%L/0B1By  0*L/DB2P0

DQE(H) = 0%0/0Bopr  0%4/OB2  9%4/0Ba3

0%0/0ByBs  0*)OB1B2  0*L)OB3
> viNi(0) > i VitiiAi(0) > i YitiaAi(0)
Sviwari(0) D ywrh i(0) > viminwiahi(0)
Ziyixw)\i(e) Ziyizilxﬁ)\i(e) Ziyil“fg)\i(a)

Solugao: Vou mostrar como encontrar apenas um dos elementos dessa matriz pois os calculos
sao analogos em todas as entradas:

%0 0 ot

01 dp1 0o
0

= o (- Two)

X (0

= —Zyz‘a ()

9P
= =) wzaki(0)

Veja que a matriz3 x 3 de derivadas parciais de segunda ordem pode ser escrita matricialmente
como X' W(0) X onde X é a usual matriz nx (2+1) dos modelos de regresséo onde as colunas
s@o as features (com a primeira coluna composta apenas da constante 1) e com W (@) sendo
uma matriz diagonal n X n com o i-ésimo elemento sendo y;\;(8).

(e) 1 ponto: Se f; = B2 = 0 caimos no caso usual de varidveis i.i.d. exponenciais com pardmetro
comum A = exp(fp). A estimativa de méxima verossimilhanca de A é 1/7 e portanto 3y pode
ser estimado como —log(y). Vocé vai usar 8 = (7,0,0) como valor inicial para 8 num
procedimento de Newton-Raphson para obter a estimativa de maxima verossimilhanca de 6.
Mostre como fazer isto usando a equacgao de iteracdo de Newton. Deixe as contas apenas
indicadas.

Solugao: Basta usar a equagao de iteragao até convergéncia de 0").

o+ _ g(F) _ [DQg(g(k))}_l DE(O(I“))

(f) 1 ponto: Obtenha a matriz 3 x 3 de informacio de Fisher 1(0) = —E(D?/(0)):

)

1(6) = —-E[D*(0)] =n | 71 a? T1T3
Ty T1T2 T3

onde x? =3, xfj/n e T2 =y, Tz /n.
Solugao: Ao tomar a esperanca na matriz D?((0) todos os elementos sdao considerados
aleatdrios exceto as v.a.’s Y;. Temos E(Y;) = 1/X;(0). Considerando por exemplo a entrada



(2,3) da matriz D?((), temos

-E [DQE(H)](Q’S) = -E (— ZYixﬂxﬂ)\i(@))

- ZE(YZ')DCHUCQ)W(B)

1
= Z: mxﬂxﬂ)\b(e)

= E Li1T42
i
= NnIr1T2

Os demais elementos sao obtidos de forma andloga.

(g) 1 ponto: Como vocé obteria intervalos de confianga de 95% para 81 e B2 se a estimativa de
MLE com n = 30 pacientes resultar em 8 = (—2,—0.4, —0.005) e numa matriz de informagao
de Fisher cuja inversa seja dada por

0.32 —-0.10 —-0.04
—0.10 0.14 0.01
—0.04 0.01 0.01

Solugao: Os I.C. de (aproximadamente) 95% para $; e B2 sdo da forma Bj + 1.96 Ij_jl.
Assim,

e para f31: 1.C. é —0.10 + 1.961/0.14;

e para f3: 1.C. é —0.04 £ 1.961/0.01.




