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MLE multivariado

Como fazer quando 8 = (61, ...,0x) é um vetor?

Principio é o mesmo: procurar 8 € © que maximize a verossimilhanca:

0= (51,52, .. .,@) = arg meaxﬁ(e)

onde ¢(0) é a fungdo de log-verossimilhanga de 6.

Amostra Y = (Y1,...,Y,) composta de varidveis aleatdrias discretas
ou continuas com densidade f(y |@). Entdo

£(8) = log f(y |6)
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MLE multivariado

MLE via derivadas parciais

@ Usualmente, o maximo MLE 0 é obtido resolvendo simultaneamente

as k equacgdes baseadas nas derivadas parciais:

aue) _ g
a[z(eé) B
90, 0
0(0)
a((;k) =0

@ Defina o vetor gradiente

oLe)  (0ue) oue) oU(0)\*
06 (891 T 06, T aak>

@ Assim, o sistema de equacdes pode ser escrito de forma vetorial:
00(0)
00
@ Uma solugdo é um ponto critico.
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MLE multivariado

Ponto critico é ponto de maximo?

@ Um ponto critico € um ponto de maximo de £(6)? Olhamos para a
matriz de segunda derivada de ¢(0) avaliada no ponto 6:

[ 82f(0) 82€(6) 82€(0) ]
89% 00100, 060100,
825(9) 825(9) 825(0)
5 00,00, 86% e 00,00
D= log L(0) |o_5= lo—p
520(0)  924(6) 2¢(0)
i 00,001 00,00, "¢ 69% |

@ Verificamos se ela é definida negativa.

@ Outros métodos sdo necessarios se maximo ocorre na fronteira do
espaco paramétrico ou quando um dos parametros é restrito a um
conjunto discreto de valores.
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MLE multivariado

Exemplo com v.a.'s continuas: normal

° Y1, Ya,...,Y,sdoiid. N(u,d?).
o A verossimilhanca L(u,0?) é a densidade conjunta das v.a.’s avaliada
no ponto y = (y1,...,¥n) realmente observado:

L(p,0?) Fy |u, o)

O S
1 V2mo? 202

1" 1<
= [Tnﬂ] exp {%2 ;(Yi - u)2}
e Aqui 0 = (u,0?)

@ A log-verossimilhanca se torna

n n 1 n
(oo™ = 5 log2n = 5log " = 533 Ui =Y
i=1
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MLE multivariado

Caso gaussiano ou normal

@ Por exemplo, imagine n = 3 e que y = (10.57,11.45,8.98)
e Entdo

L(p,0?) f(y |u,0%) = £(10.57,11.45,8.98|u, 0°)

3
L/%] exp {—ﬁ ((10.57 — ) + (11.45 — ) + (8.98 — ﬂ)2)}

@ A log-verossimilhanga fica igual a

3 3 1
p, 0?) = > log2m — = log o? — 57 ((10.57 — p)? + (11.45 — )2 + (8.98 — )?)
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MLE multivariado

As derivadas parciais
@ As derivadas parciais de primeira ordem sao:

82(5) = —;2’;2(% —p)(-1) = ;g(% — 1)

060 1 (1) 1 )
902 2 (o) ,z_;(y"_“)

~—

NS
N |

—

@ A estimativa de maxima verossimilhanga 8 = (i, 02) satisfaz as duas
equacgdes de log-verossimilhanca

o) _, . oue

o 0o?

=0
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MLE multivariado

Equacao de log-verossimilhanca

@ Assim, devemos ter

1 ~ _ ~

jZi(Yi—M) 0 dyi—np =0
- ;(Yi*ﬁy = ;(}’i—ﬁ)2

25t S 0 It == =0

@ A primeira equagdo nos da 1 = Zny’ =y, a média aritmética das
observacoes.

@ A segunda equacio, ao substituirmos i pelo valor y, resulta em
o B
02 — Z(y,n v
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MLE multivariado

MLE no caso gaussiano

o~

o Quando observamos y = (10.57,11.45,8.98) estimaremos 8 = (Ji, 02)
por

—~ —~ . T)\2
6(y) = (1, 02) = (¥, Z(y’SY)) = (10.33,1.04)

e O vetor (y) = (10.33,1.04) ¢ uma estimativa de 6 baseada na
amostra particular y = (10.57,11.45,8.98).

e A estimativa a(y) = (10.33,1.04) é o valor observado do estimador

i) = (v. 20

@ O estimador é um vetor aleatério: tem lista de valores possiveis e
probabilidades associadas.
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MLE multivariado

Maximo ou minimo?

~

@ Um exame da matriz derivada segunda mostra que 6(y) realmente
maximiza £(0).

. a;ag) gzgeg = = Zl(y; — )
D)= | 2 poo | _ i=
(0)  2°4(6) P n n
REEZEM (002)2 7} ;(yl - lu’) o % ;(yl - .LL)Z

@ E funcio de 0 = (p,02).

~ 2
@ Substituindo 8 = (u,02) por 8(y) = (¥, M) avaliamos a matriz de derivada
segunda no ponto g(y)
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MLE multivariado

Maximo ou minimo?

@ Obtemos

oYs
o

ng 9 A= — n
(0) o5 [ o ]
e Como 2 > 0, a matriz é definida negativa

@ Isto implica que /H\(y) é ponto de maximo de ¢(8).
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MLE multivariado

Exemplo discreto: ovos de insetos

@ O numero de ovos deixado por um inseto segue uma distribuicdo de
Poisson(A).

Uma vez deixado, cada ovo tem uma chance desconhecida p de gerar
um inseto

A geracdo de um ovo ¢é independente da geracdo dos outros.

Um entomologista estuda um conjunto de 10 destes insetos
observando o niimero de ovos deixados e o nliimero de ovos que
vingaram para cada ninho.
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MLE multivariado

Exemplo discreto: ovos de insetos

@ Os pares seguintes correspondem aos valores do par (ovos deixados,
ovos vingados) para os n pares.
nimerodoinseto |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ovos deixados 8 9 6 4 1 5 2 12 9 7
ovos vingados 5 6 4 3 05 2 9 8 6

@ Estime 8 = (), p) por maxima verossimilhanca.

@ Precisamos da distribuicdo conjunta das v.a.'s avaliada na instancia
realmente observada

@ Asv.a.'s sdo discretas: Seja (O, N) onde O = ndmero de ovos
deixados e N = nlimero de ovos que vingaram.
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Distribuicao de (O, N)

e Qual é a P(O = k, N =) para UM UNICO INSETO?

P(O=kN=j) = P(O=k)xP(N=jO=k)

Nee Xk .
R j!(k—j)!pl(l_p)kj
Mi=p)e? [ p Y
iy (%)

o com (k,j) € N2 e k > j.

@ Pela independéncia dos insetos, a conjunta é o produto das marginais
(CORRIGIR):

n
P(O1 = ki, Ny = ji,. .., On = kn, Ny = ju) = [ [P(O; = ki, Ni = i)
i=1
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MLE multivariado

Log-verossimilhanca

@ Assim, a conjunta P(O1 = ki, Nv = j1, ..., Op = kn, Ny = j) é dada

por

e_leA((/A: (ki —J/ ( )Ziﬁ

@ A fungdo log-verossimilhanga é 6(0) ¢()\, p) dada por

—n\+ Z kilog(A(1 — p)) + (Zj;) log(p/(1 — p)) + cte

e onde cte = — ) log(ji!(ki — ji)!) ndo depende de 8 = (A, p).

e Entao
o 2 ki
o = TR
o _ ZJf+ZJ;_Zk Zjl_i_ZJ, > ki
op p 1-p  1-p — 1-p
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MLE

o~

° 0= (A, p) é a solugdo das equagdes

2 ki
—n+
{ ZJI iji_z ki
1-p

p
olstoda/\—zk p j'
o lstoé 8 =(\p)= (2 %fk)
e Com os dados da tabela, obtemos a estimativa 6 = (6.3,0.76) para

= (A, p).
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MLE

As estimativas \ e p sdo bem intuitivas.
o \= & é média aritmética de ovos deixados por todos os insetos

ZJ’ é a proporcdo de ovos vingados dentre todos os ovos
delx %os agregando sobre os ovos de todos os insetos.

Uma alternativa também intuitiva para estimar p poderia ser o
seguinte estimador:

o)

_lia Jn
_n<k1+k2+"'+k,,

Embora p e p sejam ambos intuitivos, o MLE p é melhor. Num
sentido que faremos preciso mais tarde, ele é o melhor estimador
possivel de p.
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MLE multivariado

Maximo?

@ O ponto critico [ (X, p) = (an", %{(’) corresponde realmente a
um ponto de maximo?

@ A matriz de derivada segunda avaliada no ponto 0 & definida negativa:

&AW
2 _ O C _
D)= | o B | =| o i, yivk

apdx  op? P2 (1-p)?
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MLE multivariado

Maximo?

o Avaliando D2((8) no ponto 6 temos

2
o 0
D2€(0) — (> ki) s )
_ k) ki)
0 ) SIENRED SI7= 317

e Como j;i < ki = > ji — > ki < 0 e portanto a matriz diagonal acima
tem todas suas entradas negativas e portanto é definida negativa
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EMV Multinomial

o Considere varidveis aleatérias Xi, ..., X, independentes tais que cada
uma delas toma valores em {1,2,.... J} .

@ Por exemplo, nés podemos estar classificando filmes em J categorias
tais como:

e 1 — terror
e 2 — drama
o ...

e J — acdo
@ Nos queremos estimar as probabilidades 61, ..., 8, de obter os
resultados 1,2, ..J.

@ Suponha que nas n classificacbes observamos ny resultados na classe
1, no resultados 2, ..., nj resultados iguais a J.

@ Isto é, temos o vetor aleatério (ng, n2, ..., ny) com distribuicdo
multinomial M(n; 61, ...,0,).
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MLE multivariado

Verossimilhanca multinomial

@ O espaco paramétrico é dado por

e:{0:(91,92,...,9J)e[o,1]J tal que 91+92+...+9J:1}

@ O chute 6bvio para estimar cada 6 é usar 9Ak = ”—nk Este é o EMV:

n7!0n19”2 0”J
J| 172 -7

Pg(lenl,...,N_/:nJ): n1| n

@ Assim
L(0) = c+ nilogfy + mylog b + ...+ nylogt,

onde ¢ = log(n!/(n1!...ny!) é uma constante em termos dos
parametros.
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MLE multivariado

Equacao de verossimilhanca

@ Queremos maximizar em 0 = (61,02, ...,0,) a expressdo
L(0) =c+ nilogfy + nylogfr + ... + nylog B
@ Temos uma restricao:
br+64+...+0,=1

exigindo o uso de multiplicadores de Lagrange.
@ Montamos a nova equagdo

g(8,)) = L(6) — (E:@—4>

@ Resolvemos (agora sem restri¢des) o sistema
aL(e

gg,-: ag,)_ <20k_1>

E)
aizzek_l
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EMV

@ Temos entao

i=1,..,J

ni oy __

o A=0
n

> O=1

k=1

@ Assim os 6; maximizadores satisfazem A = % ou seja, 0; = n;/\

e Somando sobre todos os k e lembrando que ), 6 = 1, temos que

1= 6= 5 =n/A
k

1

@ Assim, A = n e portanto,

é\(x) _ ((/9\17527“.7@) — (27,ﬂ>
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MLE de Normal Bivariada

@ Dados sdo n pares de observagdes (x1,y1), ..., (Xn, ¥n)-
@ Modelo: i.i.d. normal bivariada
e Pardmetro: 0 = (u1, u2,01,02,p)
@ Densidade conjunta dos n pares:
n
( ! > e 3Q(X.Y)
27(1 — p?)o102
@ onde

1 n Xk — p1)? Xk — K1 Yk — K2 )’k*M)Z
_ TN,
Q(x,y) g ; [( o ) P( o1 ) ( P ) + ( o2

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG) EMV Multivariado 2018

24 / 98



MLE multivariado

Funcao log-verossimilhanca

@ Funcao log-verossimilhanca é

06) = _g log [Qﬂ(l — pz)] — nlogoioo — %Q(X,}')

@ MLE de 8 maximiza ¢(0): resolvemos as cinco equagdes
simultaneamente

=0
)
00(0) 0
Oouo
o6) _
doy
o) _
ol
op =0
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MLE multivariado

MLE normal bivariada

@ Uma série de manipulagbes algébricas elementares, descritas nos
proximos slides mas opcionais nesta disciplina introdutdria,
mostram que o MLE de 8 = (u1, y12,0%,03, p) é dado por

X?y? Y

n N N C I Vo N 77

b ( D S D ¥ (7 ) D C k)| (/7
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MLE multivariado

MLE normal bivariada

@ Temos

oLe) 0@ 1 ~[-2] e —p2) (—1

O 3#1_1—p2<;[01} 2p< 2 ><01)>
= 2 (5) (T + o (e )

@ Deste modo, %L—!(f) = 0 implica

= (S o) + Z (Y= niia) =0()
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MLE multivariado

MLE normal bivariada

@ Pela simetria de Q(x,y) , a;fz) = 0 implica

%(Zyk—nﬁa> —i—%(ZXk—nﬁI) =0 (%)

e Multiplicando (*x) por —p e somando com (*) obtemos

6’1} (Zxk — n,u1) +§(Zxk *'Wl) =0
= (Y i) (1= ) =0=

=1-75°=0 ou Zxk—n/fE:O
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MLE multivariado

MLE normal bivariada

@ Mas1—p>=0=p=+1e=+1¢ O jad que p pertence ao intervalo
aberto (—1,1).
@ Assim, temos
Zxk—nmzoiﬁizi
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MLE multivariado

@ De maneira andloga, 12 =y

@ Substituindo ;17 = X e i3 = y nas trés equacdes restantes, temos

o1 0102 = (*)
S, ~ Sy
"t g (% Hig) ()
PR+ 5% =0 (re%)
n _ A P s
eonde S = > (i —X)(yvi—y)e Q= 1%;3 (%X%X + %Sxy + %)
i=1
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MLE multivariado

MLE

@ Usando (x) e () , temos que Q = 2n e portanto (* * *) fica

5199 (5 % %)

—nﬁ—2nﬁ—|—/\>i}: :O:}psz\ e
0102 noi102

@ Substituindo este valor de p em (x) obtemos:

2 5252

91 9193

2~2~2 2
n“ci{oc S, S
n+ 172 <7ﬁ a4 >:Oistoé,

25252 2
n’G{o; Sxy
Sy

2 n
~2
1=|5«x05 + — | —5——— donde
( T2 n > nzﬁfﬁg — Sgy

222 2 ~2 2
n“G10,; — Sxy = nSx G5 — Sxy

@ Isto é,
Sxx ~2 > (xi — })2
o = ——
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MLE multivariado

MLE normal bivariada

@ De maneira andloga,

S (yi —¥)?

7=
n

@ Substituindo em (x x *x) temos ,

> (xi —x)((yi —¥)
V(i = %)%/ 2y — v)?
@ Resumindo, a estimativa de maxima verossimilhanca de
0 = (p1, 12,01, 02, p) é dada por

. (Xy S0 —x? Si-y? S0 —y) )
N S R i

b=
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Exponencial dupla - OPCIONAL

o EXEMPLO DE LEITURA OPCIONAL

@ Até este ponto, o MLE produziu poucas surpresas.

@ Se X ~ N(u,0?) entdo u = EX e assim naturalmente estimariamos
p pela média amostral i = (x1 + ... + x,)/n.

@ Mas estas estimativas s3o naturais somente se estivermos usando a
familia normal para a distribuicdo dos dados.

@ Sejam xq, x..., X, i.i.d. com distribuicdo dupla exponencial com
densidade i

_ — | X—x
f(x) = %e |x—al/8

@ onde @ € R e > 0. Faca um esboco dessa densidade para enteder
seus parametros.

e Parecido com o caso normal, temos o = EX e eta = Var(X)/2.

e Isto poderia levar a estimar o e 32 pela média amostral e por s2/2.

@ Vamos ver que o MLE é diferente dessas estimativas naturais.
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MLE de exp dupla - OPCIONAL

o EXEMPLO DE LEITURA OPCIONAL
@ A log-verossimilhanca de 8 = (p, 3) é

0(0) = —nlog(28) — Z |xk — «f

e Para qualquer valor de 5, o valor de o que maximiza () é aquele

que minimiza
n

S(a) = bk —af

k=1
@ Isto é, devemos minimizar a soma dos desvios ABSOLUTOS e ndo
dos desvios ao quadrado, como acontece no caso da gaussiana.
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L e |
MLE de exp dupla - OPCIONAL

o EXEMPLO DE LEITURA OPCIONAL

@ Um argumento meio longo mostra que o valor de @ que minimiza a
soma dos desvios absolutos é a mediana dos dados

(%) se n é impar

(X1, Xn) = { qualquer valor em (x(35),x(5 4+ 1)) se n é par.

e Como esta estimativa de «, substituimos em /(@) para obter a
estimativa de 3, que é o desvio absoluto em volta da mediana:

~ 1 N
B==> |x—d
n
k=1
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MLE ou média? - OPCIONAL

o EXEMPLO DE LEITURA OPCIONAL

@ O fato de que a mediana amostral, e ndo a média amostral, é o
estimador de maxima verossimilhanca para o parametro « na
distribuicao exponencial dupla ndo tem utilidade nenhuma a menos
que nés saibamos que estimativas de maxima verossimilhanca sao
boas.

@ Nos mostraremos que isto é verdadeiro no préximo capitulo.

@ O importante é que estimadores que sdo bons para uma familia
paramétrica de distribuicGes sdo especificamente construidos para
aquela familia.

@ Eles podem ser muito ruins para outras familias.

@ Usar a média amostral na distribuicao exponencial dupla dara
resultados piores que usar a mediana.
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MLE multivariado em regressao linear multipla

Regressao linear mdltipla: precos de imdveis

@ Precos de 1500 iméveis (vetor de dimensdo 1500) O

n
y2
Y = :
Y1499
Y1500
1 renda; area; cee salao;
1 renday areap . salaoy
X =
1 rendaisge dreaisgg ---  salaoiagg
1 rendaisgo 4areaisgo  ---  salaoisoo

@ 1 + 30 caracteristicas de 1500 iméveis (Matriz X de dimensao 1500 x (30 + 1)) O
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MLE multivariado em regressao linear multipla

Modelo: Preco é uma soma ponderada

@ Um modelo matematico simples que possa explicar, a partir das
caracteristicas, porque alguns imdveis s3o caros e outros sdo baratos.

@ Preco é uma soma ponderada de fatores (features): achar a melhor
combinac3o de pesos.

@ Nosso problema é encontrar os coeficientes (g, 51, .. ., B30 tais que
y1 1 areaj idade; saldog
¥2 1 areap idadey salaop

Y = . ~ Bo . + b1 . + B2 . +...4 B3
Y1499 1 areajagg idadeiagg salao1agg
Y1500 1 dreaisoo idadeisgo saldo1s00
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MLE multivariado em regressao linear multipla

Forma matricial

@ Queremos encontrar 3 = (Bo, f1, - - ., B30) tais que

1

¥2 1 rendag areag ce saldog 8
¥3 1 renday areagp ce salaop 3(1)
Y = ~ =Xp
Y1498 1 rendajgy  dreajgge ---  saldoigg ﬁ-so
Y1499 1 rendajsep  4reajsgp - - saldoisgp
Y1500

@ Isto é, queremos X 3 =~ Y. Como resolver isto? Minimos quadrados...

o Ji aprendemos: Y~ Y =X B=X (X’X)71X"Y é a projecio
ortogonal de Y no espaco vetorial das combina¢des lineares das
colunas de X.
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MLE multivariado em regressao linear multipla

A visao probabilistica

Esta é uma visdo puramente data-driven do problema de regressao.

Podmeos adotar uma outra visao, mais probabilistica e centrada num
modelo generativo para os dados.
Ela leva a MESMA SOLUCAO numérica anterior.

A vantagem é que ela é generalizavel e ela permite estudar as
propriedades do estimador de minimos quadrados

Abordagem via verossimilhanca.
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Regressao linear, minimos quadrados e verossimilhanca

@ Amostra de terinamento de n dados ou exemplos da forma (x;, y;)
ondei=1,...,n

@ Os regressores x = (1,x1,...,xp) sao considerados fixos, constantes
(MESMO QUE, DE FATO, SEJAM VARIAVEIS ALEATORIAS).

@ A razdo para isto é que queremos uum modelo para a distribuicdo de
y DADOS OS VALORES EM x.

@ Modelo de regressdo linear: (y|x) ~ u(x) + “erro”

e com pu(x) = fo.14 fix1+ ... BpXp.
o Além disso, as observagoes y1, ..., Y, sdo v.a.'s independentes.
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Duas formas de escrever

@ Resultado de probab: Se € ~ N(0,02) e 1 é uma constante entdo
Y = p+e~ N(u,o?).

@ Modelo de regressdo linear: (y|x) ~ u(x) + “erro”

o com pu(x) = Bo.1+ fix1+ ...0BpXp.

@ Vamos assumir um “erro” com distribuicio N(0,0?).

e Entdo (Y| x) = u(x) + € ~ N(u(x),c?).

e Os regressores x afetam apenas E( Y| x), ndo afetam a variancia o2.
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Log-Verossimilhanca e gaussianas

@ Como encontrar BONS estimadores para os parametros

0= (/87 02) - (607 ﬁla e 7Bp7 02)?

Nossa maquina automética de estimar (BEM) pardmetros: MLE (ou
EMV)

Escreva a densidade conjunta (a " probabilidade”) de observar os
dados que vocé de fato observou como uma funcdo de 8 e maximize.

O que ¢ aleatdrio? Apenas os y's, que sdo gaussianos e
independentes (mas n3o sdo i.d.)
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Log-Verossimilhancga

o Densidade de UMA gaussiana N(u, o2):

F(ylu,0%) = V;T?em <—; <y ~ u>2>

@ Densidade CONJUNTA de n gaussianas INDEPENDENTES com
médias distintas gt = p1, i, . . . , f4p € Mesma variancia o2

- 1 1 (yi—pi 2
f ,02 = ——ex ——= ( >
(y | 124 ) i|—|1 o2 p ( > o )

onde y = (y1,¥2,---,Yn).
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Log-Verossimilahnga

o ((0) =log [, N(x:B,02) onde x’: =1 By + Bix1 + ... BpXp
@ Temos

(]
n

00) = —g log (27702) - Z — (yi — x] )2

e onde x; B = fo + fixi1 + - .. BpXip
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Equacao de log-verossimilhanca

@ Derive £(0) com respeito a cada um dos p + 1 coeficientes j; e
também com relacdo a ¢ e iguale a zero.

@ Teremos sistema com p + 2 equagdes
@ As primeiras p + 1 equagdes formam um sistema LINEAR:
X'X)B=X'Y
gerando a solu¢do MLE
B=(XX) XY
o Os valores de Y preditos pelo modelo sio Y = X3 = X(X'X)IX'Y

2

@ Com relacdo a o encontramos o estimador MLE

n

—~ 1 R
o2 == (vi— %)

i=1
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Regressao linear em R

dados <- read.table("ApsBH.txt", header=T)

head (dados)

y <- as.matrix(dados[, 6], ncol=1)

X <- as.matrix(cbind( rep(l, length(y)), dados[,2:5]), ncol=5
beta <- solve(t(x) %*x% x) %% (t(x) %*% y)

beta

Comando 1m implementa a regressdo linear miltipla usando decompois¢do
QR

Valor de retorno de 1m é uma lista com varios elementos necessarios para a
analise de dados:

x = as.matrix(dados[,2:5], ncol=4)
betaR <- lm(as.numeric(y) ~ x)
betaR$coef
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Regressao com pesos

@ Algumas vezes, para estimar B numa regressdo linear mdltipla,
podemos querer dar mais peso a alguns dados que a outros.

@ Se alguns dados tiverem erros com maior varidncia que outros, eles
podem ter pesos menores que os de menor varianciaao estimar [3.

@ Por exemplo, considere o grafico de pregcos versus area do apto no
proximo slide.
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Preco versus area

preco
1000000 1500000 2000000

500000

area

Figura: Eixo vertical €' o preco anunciado. Eixo horizantal é a area do apto. As
linhas vermelhas mostram o aumento do desvio padrdao o com a area.
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Regressao com pesos

O desvio padrdo parece crescer linearmente com o aumento da area.
@ Num caso como este, nosso modelo de regressao pode ser estendido
permitindo que n3o apenas E(Y|x) = u(x) seja fungdo das
covaridveis.

Podemos permitir que o desvio padrdo também mude de observagdo
para observacao com x.

O gréfico anterior sugere adotar o seguinte modelo generativo

(Yilx) ~ N(u(x),0°g(x)) = N(x' B,0°x{)

onde x; é a drea do apto ( a primeira covariavel).
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Verossimilhanca

@ Suponha que a variancia da i-ésima observacdo é proporcional a um
peso conhecido w;.

e Isto & V(Y;|x;) = o®w; onde w; E CONHECIDO.

@ Densidade CONJUNTA de n gaussianas INDEPENDENTES com
médias e variancias distintas

H [ o =@ (i 01— 50))
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Log-verossimilhanca

@ Tomando log temos

n

00) = —g log (2ro?w;) — Z
i=1

1
202W,'

(vi —X§5)2

e onde x: 3 = [y + fixi1 + - - . BpXip
e Veja que, para qualquer valor de o2, para maximizar £(0) com
respeito a 3, basta minimizar a soma de quadrados ponderada

n

1 /

2

E —(vi —x; B)

; Wi
i=1

@ Os pesos s3o os inversos das constantes w;.

@ Lembre-se que os w; sdo conhecidos. No nosso exemplo, w; é a area
(ao quadrado) do apto i.
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Log-verossimilhanca

@ Outra maneira de obter o MLE de 8, mais mecanica, é derivando

).

@ Derivando em relacdo a cada coeficiente 3; e a o? terminamos com
um sistema de equacoes.

@ A parte referente a estimacdo de 3 é um sistema LINEAR.
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Minimos quadrados ponderados

e MLE de B no modelo de regerssdo linear (gaussiana) quando a
variancia V(Y;|x;) = o?w; é a solugdo de um sistema LINEAR:

X'Qx)yg=x'Qty

onde Q é uma matriz diagonal com os elementos (wy, wa, ..., wy).
@ Assim, o MLE de 3 é

B=(XQ'X)"" xXaly

@ O valores preditos pelo modelo s3o Y = XB e 0 MLE de 02 é igual a

—~ 1 R
02 == Z(YI — i)
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Minimos quadrados e verossimilhanga

Minimos quadrados ponderados no R

@ Fazendo no R a regressiao usual e a regressdo com peso igual a drea

ao quadrado:

@ basta acionar o pardmetro weights com o argumento sendo o vetor

com os pesos w; INVERTIDOS.

> 1Im(y ~ x)$coef

(Intercept) xArea xQuartos
-269382.128 1915.898  59637.006

> Im(y ~ x, weights = 1/x[,1]172)$coef
(Intercept) xArea xQuartos
-112788.380 1608.312 68863.041
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MLE multivariado por Newton-Raphson

MLE por métodos numéricos

o MLE ¢ a solucdo da equacdo de log-verossimilhanca, um sistema de
quacdes n3o-lineares (as vezes, com restricdes):

-(0) 0
D¢(0) = : =]1:1=0
o-(6) 0

o Em geral, este sistema NAO tem solucio fechada (analitica).
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MLE por Newton-Raphson

@ Equacio recursiva do método de Newton-Raphson no caso univariado:

'(0n)
- 5//(9,1)

9n+1 = 9n

@ Caso multivariado:
0,11 = 0, — [D2(6,)] " DL(B,)

e onde D/(8,) é o vetor k x 1 de derivadas parciais e D?£(8,) é a
matriz k X k de derivadas parciais de segunda ordem da
log-verossimilhanga.

e D{(6,) e D?/(0,) sio avaliados no valor corrente de 8.
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De volta a regressdo logistica

MLE de regressao logistica

@ Relembre nosso exemplo de regressao logistica:

e dados sdo pares de vetores (x;, y;)

@ onde x; é a idade da i-ésima crianca

@ yi =1 ou 0, dependendo do sucesso ou ndo em executar uma tarefa.

@ Modelo é que as v.a.’s y1,..., ¥, sao independentes com distribuicao
de Bernoulli.

@ A probabilidade de sucesso da crianca depende de sua idade.

@ Temos

1
P(Yi=1) = p(x) = exp (—(Bo + Bixi))
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De volta a regressdo logistica

Verossimilhanca

e Temos 0 = (fo, $1) e a log-verossimilhanca é dada por

(6) = log (_H P(Y; =y,-)>
= log (HP XV (1 = p(xi))* y’)
= 502%’ +512XiYi - Z'Og(l + et

n n
e Como Y; é uma varidvel bindria, > x;y; e >_ y; sdo subtotais
i=1 i=1
aleatdrios das colunas da matriz

o
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De volta a regressdo logistica

@ Os elementos incluidos na soma s3o aqueles que correspondem a uma
resposta do tipo Y = 1.

e O EMV de 8 = (fo, 1) é obtido via Newton-Raphson:
Ons1 = 0, — [D20(6,)] *DL(6,)

o Com p(x;) = p; = 1/(1 + e~ (o5} temos

n

Olog > (i — pi)
DUB,) = | ooy | =] 47!

9p1 > (xiyi — pixi)
i=1

@ onde p; é calculado com o valor corrente 8, = (Son, S1n)
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De volta a regressdo logistica

A matriz da derivada segunda

Temos

£ 0% ) lei(l - pi) _le,-(l — pi)Xi

oo~ ( o) [ 500
o832 Sopi(l—pi)xi > pi(1— pi)x?
=1 -1

9850067 B3
e Como valor inicial, use 8y = (log(y/(1 — ¥)),0).

@ Isto corresponde a um modelo sem efeito de idade (pois 1 = 0) e
portanto com a mesma probabilidade de sucesso para todas as
criangas.

@ Neste caso, como p; = p pode ser estimado pela proporcdo total de
criangas que tiveram sucesso: p =) . y;/n=jy.

e Entdo: Y ;yi/n=p=1/(1+ exp(—fo)) o que implica em
Bo = log(7/(1 - ).
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Script R para logistica

@ Demo
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Caso Geral de regress3o logistica

Regressao logistica com muiltiplos regressores

@ Observamos Yi,..., Y, v.a.'s bindrias independentes: Ensaios de
Bernoulli.

@ A probabilidade de sucesso NAO é a mesma para todas as
observacdes.

Algumas tem mais chance de ser sucesso do que outras.
Vamos excrever p; = P(Y; = 1)

Como esta chance p; varia de observagdo para observagdo?

Varia em funcdo de p atributos medidos em cada exemplo:
regressores ou varidveis independentes.

@ Podemos ASSUMIR uma forma funcional especifica para modelar esta
dependéncia de p; em funcdo dos atributos.
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Caso Geral de regress3o logistica

Funcdo de ligagdo: log(odds)

@ Vamos assumir uma fun¢do logistica.
@ Pegue um preditor linear do sucesso: 1 = g + Bix1 + ...+ BpXp

e Transforme este preditor para cair no intervalo (0,1), que é a faixa de
variacdo de probabilidades.

o Fazemos:
_ 1 _ 1 _ 1
p= 14+em 14 e (BotBxat.+B8pxp) 1 4 e—X'.0
@ onde x = (1,x1,...,xp) é 0 vetor de atributos medidos em cada
exemplo e 8 = (Bo, f1, ..., Bp) é o vetor de pardmetros

desconhecidos.
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Caso Geral de regress3o logistica

Notacdo matricial

Seja X a matriz com as variaveis regressoras.
X é uma matriz n x (p + 1).
A primeira coluna é toda de 1's.

As outras colunas s3o os valores dos regressores para cada um dos
exemplos.

Crie também o vetor y de dimensdo n x 1 com os valores da varidvel
resposta.

@ Temos o vetor-coluna @ = (Bo, f1, - - ., Bp) de dimensdo (p+ 1) x 1.
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Caso Geral de regress3o logistica

Notacdo matricial

1 x11 xi2
X21 X2

[y

1 X1 Xm2

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG)
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Caso Geral de regress3o logistica

Notacdo matricial
@ As v.a.'s bindrias y1, yo, ..., y, sdo independentes e, para cada
exemplo, temos o modelo
yi ~ Bernoulli(p;)

@ onde

1 1 1
T 1te 1+ e BotBxattBxp) 14 e X0

Pi

e onde x; = (1,x1,...,Xjp)" é a i-ésima LINHA da matriz X visto
como um vetor-coluna

e 0 = (5o, P1,-..,0p) € o vetor-coluna de parametros desconhecidos.
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Caso Geral de regress3o logistica

Verossimilhanca em notacdo matricial

e Pardmetro que queremos estimar: 6 = (5o, 1, .., 5p).

@ Verossimilhanca: como as v.a.'s y; sdo discretas, a veross de certo
valor para 0 é a probab de observar os dados REALMENTE
observados.

@ Isto é
() = log (H P(Yi = 1) P(Y; = 0)1—%')
i=1

= > [yilog(pi) + (1 — y;) log(1 — pi)]
i=1

n

= > [y/ x{0 — log(1 + &/ 9)}
i=1
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Caso Geral de regress3o logistica

Maximizando

e Para maximizar £(8), tomamos derivadas em relagdo a cada elemento

de @ = (o, - .., Bp) e igualamos a zero:
oe) x;;eXi®
aﬂj = ZYI Xij Z 11 eX X0

= Zy/'xij - Z PiXij
i=1 i=1
n
= > xilyi— pi)
i=1

@ paratodoj=0,1,...,p
e Esta é a equagdo de verossmilhanga (na verdade, um sistema de p+1
equagdes ndo-lineares em 0).
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00(0)/06 em notagdo matricial

@ Em forma matricial, nds escrevemos

0L(0) u

aT - ;Xl (yl _P:)
= X'(y-p)

@ onde x; é a i-ésima LINHA da matriz X escrita como um

vetor-coluna de dimensédo (p+ 1) x 1

ep= (p17p27"'7pn)-

Resolver OL(6)/060 = 0 é equivalente a resolver X*(y —p) = 0, ou

seja,

X'y=X'p
O lado esquerdo é um vetor (p + 1) x 1 de constantes conhecidas.

O lado direito envolve o pardmetro @ desconhecido: ele estd embutido
de forma n3o-linear na expressio para p; = 1/(1 + eXi9).

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG) EMV Multivariado 2018 70 / 98

e o



Caso Geral de regress3o logistica

Hessiana

@ No método de Newton-Raphson, precisamos também da matriz de
derivadas parciais de segunda ordem (chamada de matriz Hessiana).

@ O elemento na r-ésima linha e j-ésima coluna da matriz Hessiana é
(contando a partir de zero)

0°0(9) B Z (1+ eXi 0) x,,x,J (exfe)z XirXij
00,00; (1—|—e 0)2

2
- E XirXijPi — XirXij Pj
i=1

n
= - inrxijpi(]- = pi)
i=1
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Caso Geral de regress3o logistica

Hessiana em notacao matricial

@ Podemos escrever isto numa forma de matriz (p + 1) x (p + 1):
0%¢(0
aaaef = Zx x} pi(1—p;)
@ Isto é, ,
0°¢(0)
= -X'WX
06006"
@ onde W é uma matriz n x n diagonal com i-ésimo elemento
pi(1 — pi):
[ p1(1—p1) 0 0 0
0 p2(1 = p2) 0 0
W = 0 0 p3(1 — p3) 0
L 0 0 0 pn(]- - pn) i
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Caso Geral de regress3o logistica

Equacao iterativa de Newton-Raphson

e Comece com um vetor inicial 8(%) e itere até convergéncia:

gnew _ gold _ (aZL(m)‘l oL(0)

0606" 00

@ onde as derivadas s3o avaliadas usando-se o valor corrente

@ Vamos substituir as derivadas pelas expressdoes matriciais que
encontramos anteriormente para a regressao logistica.
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Caso Geral de regress3o logistica

Newton-Raphson em forma matricial

e Como

@ Temos entao

aL(6)

27 Xy —
20 (y—p)
82L(6)
—_X'WX
0000*

OHEW:00|CI_+_(X1L Wx)_]- Xt(y_p)
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Caso Geral de regress3o logistica

Logistica no R: glm

e Comando glm implementa a regressdo logistica (bem como a classe

geral Generalized Linear Models, GLM)

@ Valor de retorno de glm é uma lista com vérios elementos necessarios
para a andlise de dados:

ajuste = glm(y ~ x1 + x2, family=binomial("logit"))

ajuste$coef
(Intercept) x1
-0.7681903 0.6820035

names (ajuste)
[1] "coefficients"

[5] IIRII

[9] "linear.predictors"
[13] "iter"

[17] "df.null"

[21] "model"

[25] "data"

[29] "contrasts"

Renato Martins Assun¢do (DCC - UFMG)

x2
0.3665339

"residuals"
llrankll
"deviance"
"weights"
llyll

"call"
"offset"
"xlevels"

EMV Multivariado

"fitted.values"
n qr n

"aich
"prior.weights"
"converged"
"formula"

"control"

"effects"
llfamilyll
"null.devianc
"df .residual"
"boundary"
"terms"
"method"
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Caso Geral de regress3o logistica

Logistica do zero

@ Sem nenhuma consideracio por eficiéncia numérica, vamos considerar

uma implementacdo rudimentar da regressao logistica em R usando
nossas férmulas

@ Ver final do script R do proximo exemplo (diabetes)
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IRLS - OPCIONAL

@ A equacdo de iteracdo do MLE pode ser colocada num formato que é
geral (servird para muitas outras distribuicdes e modelos) e que usa
apenas regressdo de minimos quadrados com uma matriz de pesos W.

@ Temos
ghew _ gold (x! WX)_l Xt(y — p)
= (X*wx)' xtw (x gold | W_l(y—p)>
— (XTWX)T" X'Wz

o onde z =X 64 + w-1(y —p)
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Caso Geral de regress3o logistica

IRLS - opcional
@ Vimos que
"W — (X'WX) ! XTWz
o onde z = X 0°d 1 w-1(y —p)
@ Se z ¢ visto como um vetor resposta e X uma matriz de regressores,
entdo OMW ¢ a solucio de um problema de minimos quadrados
ponderados:

"W argmein (z—X0) W (z-X0)

e OBS: Minimos quadrados ordindrios (ndo-ponderado) resolve

argmgn (z—X0) (z—X0)

Assim, Newton-Raphson reduz-se a uma série iterativa de minimos
quadrados.
o Este algoritmo é o [teratively Reweighted Least Squares (IRLS).
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Algoritmo IRLS - pseudo cédigo - opcional

@ Calcule um vetor inicial 8 = (log(7/(1 — 7)),0,...,0).
@ ltere até convergéncia:
@ Calcule o vetor n x 1 de probabilidades p usando o vetor corrente 9°|d
Id 1 .
p,-:p;(0° ): old 1:1,...,n
1+ exp(—x! 6°7)
@ Calcule a matriz X de dimens3o n x (p + 1) multiplicando cada linha de X
por pi(1 — p;):
xi pi(1— p1)xi
X — x; % pa(1 - p2)X;

XE pn(l - pn)xz

°

~\ —1
0 60+ (x’-‘x) Xt(y —p)
RS SRS



Caso Geral de regress3o logistica

Logistica para classificacdo

O modelo de regressdo logistica pode ser usado para classificagdo.
Dados de treinamento (amostra) baseados em dados histéricos.

n exemplos: (y1, x1), (y2,Xx2), -, (Vn, Xn)

y € v.a. bindria. Sua chance de ser 0 ou 1 n3o é constante.

P(y = 1) é uma fungdo de x, depende de x.

Queremos encontrar uma fun¢do h que tenha x como argumento e
que tenha o rétulo y como resposta: h(x) = y).

Objetivo: usar h em FUTUROS casos para predizer o valor do rétulo
y.
@ Isto é, no futuro, teremos apenas x e queremos predizer o valor de y.
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Exemplos

@ Spam versus ndo-spam (resposta y) com base em atributos da
mensagem (os regressores x, na forma de um vetor de tamanho fixo
calaculado em cima de cada mensagem).

o Classificacdo automatica de imagens de mamografia como produzindo
um diagnéstico inicial positivo ou negativo de cancer de mama. Como
atributos s3o usados descritores quantitativos que podem ser
automaticamente extraidos de uma imagem de mamografia.

@ Mensagens de féruns/blogs: Andlise de sentimentos (positivo ou
negativo) em relacdo a certos produtos. Atributos: frequéncia de
certas palavras no texto.

@ Cranios classificados como M ou F com base em medicdes nos
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Diabetes data set

@ Descobrir se um paciente tem diabetes ou ndo (y) com base em um
conjunto de atributos.

@ Number of times pregnant

Plasma glucose concentration a 2 hours in an oral glucose tolerance
test

Diastolic blood pressure (mm Hg)

Triceps skin fold thickness (mm)

2-Hour serum insulin (mu U/ml)

Body mass index (weight in kg/(height in m)?)

Diabetes pedigree function

Age (years)
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Caso Geral de regress3o logistica

Exemplos

@ From UCI machine learning database repository: http:
//archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Pima+Indians+Diabetes

768 samples in the dataset
regressores: 8 quantitative variables

2 classes; with or without signs of diabetes

Missing values? There are zeros in places where they are biologically

impossible, such as the blood pressure attribute.

@ Por conveniéncia de visualizacdo vamos primeiro considerar dois
indicadores criados a partir dos oito regressores. first two principal
components as the new feature variables.

@ S30 os dois primeiros componentes principais: veremos mais a frente

no curso.
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Caso Geral de regress3o logistica

Classificacao e logistica

@ Deseja-se obter uma funcdo que seja, aproximadamente, a
probabilidade de ser diabético (y = 1)com base nos atributos x; e x».

@ Queremos isto para predizer o valor da classe y nos casos em que
tivermos APENAS os atributos x; e xo.

@ Se P(y = 1) > 1/2 vamos predizer (ou classificar) y = 1. Se
P(y =1) <1/2, vamos predizer que y = 0.

e Vamos modelar P(y = 1) = 1/(1 + exp(—(Bo + Bi1x1 + B2x2))).

e O que significa P(y = 1) > 1/2 neste modelo?
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Caso Geral de regress3o logistica

Classificacdao com logistica: geometria

@ Suponha que classificamos uma observagdo como SUCESSO (1) caso

P(Y =1|x) =1/(1 + exp(—(Bo + fix1 + fax2))) > p

onde p € (0,1). Usualmente, vamos tomar p = 1/2.
@ Manipulando:

1/(1 + exp(—(Bo + Bix1 + fax2))) > p
se, e somente se,

Bo + P1x1 + Poxo > log <lﬁp)

@ CASO 3, > 0, a desigualdade n3o se altera ao dividir por 35 e

teremos
w0z (s (25) ) - G

e Por exemplo se p=1/2, temos log ( ) =0e
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Caso Geral de regress3o logistica

Classificacdao com logistica: geometria

@ Assim, com p=1/2 e (32 > 0, classificamos como SUCESSO aqueles
pontos em que os atributos (xi, x2) satisfazem

Bo S

Xy > —— — ==X

B2 B

Se B> > 0, a desiguladade sera <.

Em qualquer caso, serd um semi-plano de (xi, x2) determinado pela
expressdo linear acima.

@ Num dos seus lados, classificamos y = 1. No outro, classificamos
y=0.

Apds obter o MLE de B = (o, 51, 32) podemos determinar estas
regides do plano.
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Diabetes Data Set

pc.comp2

pc.compl

Figura: Diabetes data set. The red circles are Class 1 (with diabetes), and the
blue circles are Class 0 (non diabetes).
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Caso Geral de regress3o logistica

Em R, o comando glm implementa a regressao logistica.

flrm <- glm(y ~ x1 + x2 , family=binomial("logit"))
@ Os valores ajustados de y s3o as probabilidades

~ 1

pi = ~ = =

1+ exp(—fo — Bixi1 — Baxi2)

Classifique o ponto amostral como Classe 1 se seu valor ajustado é
> 0.5.
Caso contrério, classifique como Classe 0.

~

O resultado (ver script R) foi 8 = (—0.77,0.68,0.37) o que implica
em

1
1+ exp(0.77 — 0.68x;; — 0.37x;2)

~

Pi
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Caso Geral de regress3o logistica

@ Assim, se
. 1 1
P T T exp(0.77 — 0.68x1 — 0.37x2) 2
ou, equivalentemente, se

T/]\,' =0.77 — 0.68x;1 — 0.37x;o > 0,

nds classificamos a observagdo i como sucesso (diabetes).
e Caso contrdrio, classificamos como fracasso (ndo-diabetes).
@ O grafico de dispersdo a seguir mostra a classificacdo de todos os
pontos pelo ajuste da regressdo logistica.
@ Os circulos vermelhos sdo os classificados como 1 (diabetes), e as
cruzes azuis sdo aqueles classficados como 0 (ndo-diabetes).
@ Veja a nitida separacao linear criada no plano dos regressores x; e xo.
@ A fronteira de separacdo das classes é a reta
0.77 — 0.68x; — 0.37xp = 0. Verifique isto graficamente.
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Diabetes Data Set

pc.comp2

pc.compl

Figura: FITTED classification. The red circles are Class 1 (with diabetes), and
the blue crosses are Class 0 (non diabetes).
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Diabetes Data Set

pe.comp2
pe.comp2

pe.compl pe.compl.

Figura: Diabetes data set: comparing true class and fitted class. The red circles
are Class 1 (with diabetes), and the blue crosses are Class 0 (non diabetes).
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Métricas para classificagdo

Métricas para avaliar a regra de classificacao

@ A classificagdo feita pela nossa regra de decisdo (baseda na regressdo
logistica ndo é perfeita.

@ Ela comete varios erros: individuoa que de fato s3o diabéticos n3o
possuem as caracteristicas x; e xp tipicas de um diabético.

@ Em consequéncia, a nossa regra de decisdo (que olha apenas os
regressores em x) aloca estes individuos a classe 0 (ndo diabéticos).

o Estes sdo os falso-negativos (o diagndstico é falsamente negativo).

@ Analogamente, vérios nao-diabéticos possuem caracteristicas tipicas
de diabéticos e s3o entdo alocados pela regra de decisdo logistica a
categora 1 (diabéticos).

@ Estes sdo os falso-positivos (o diagndstico é falsamente positivo).

o Claro, existe o conceito de verdadeiro-positivo e verdadeiro-negativo.
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Métricas para classificagdo

Falso-positivos e Falso-negativos

o ldealmente, queremos poucos falso-positivos e poucos falso-negativos
(ou muitos verdadeiro-positivos e muitos verdadeiro-negativos).

@ Isto serd obtido se tivermos uma pequena probabilidade de ter um
falso-positivo (FP) e um falso-negativo (FN).

P(classif + e é -)
P(é -)

P(FP) = IP(classificado como +[é -) =

P(classif - e é +)
P(é -)

P(FN) = P(classificado como -|é +) =

@ No caso de verdadeiro-positivos , temos

P(classif + e é +)
P(é +)

P(VP) = P(classificado como +|é +) =
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Métricas para classificagdo

Recall ou revocacao ou sensibilidade

@ No caso de verdadeiro-positivos , temos

P(classif 4+ e é +)
P(é +)

P(VP) = P(classificado como +[é +) =

o Esta probabilidade (estimada) é chamada de RECALL (revocagdo) em
aprendizado de maquina ou de sensibilidade ou sensitividade em
estudos epidemiolégicos.

@ Recall alto significa que o algoritmo retornou a maioria dos resultados
relevantes.
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Métricas para classificagdo

Verdadeiro-negativos ou especificidade

@ Quanto aos verdadeiro-negativos,

P(classif - e é -)
P(é -)

P(VN) = P(classificado como -|é -) =

Esta medida é chamada de especificidade.

A idéia é que o algoritmo é especifico para o que ele se propde
classficar.

Se o item ndo é +, ele ndo retorna +.

(]

Veja que P(VN) + P(FP) =1 pois um individuo que é negativo, serd
classificado ou como negativo (corretamente) ou como positivo
(falsamente).

@ Do mesmo modo, P(VP) + P(FP) = 1.
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Métricas para classificagdo

Estimando falso-positivos e falso-negativos

@ Estimamos estas quantidades a partir dos dados comparando a
verdadeira classe dos exemplos com a classe alocada a eles pela
regressao logistica.

| Diag - Diag + |
é- | 429 71
é+ | 145 123
@ Assim, o RECALL é estimado como
123/768 123

P(VP) ~ 0.47

(145 + 123)/768 145+ 123

@ Estamos acertando no diagndstico de aprox metade dos
verdadeiramente diabéticos.

o P(VN) ~ 429/(429 + 71) = 0.86: acertamos mais frequentemente no
diagndstico dos verdadeiramente nao-diabéticos.
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Métricas para classificagdo

Precisdo, recall e especificidade

@ Em aprendizado de maquina, uma métrica muito comum inverte os
eventos usados na definicido do RECALL.

@ Temos RECALL igual a P(VP) = IP(classificado como +[é +).
e A PRECISAO de um algoritmo de classificacdo é dada por

Precisdo = IP(é +|classificado como +)

@ Alta precisao indica que um algoritmo retornou mais resultados
relevantes que irrelevantes.

@ A partir da tabela anterior, podemos estimar a precisao como
123/(123 + 71) = 0.63.

e Mais uma métrica, especificidade (P(VN) = P(classif -|e’ -)),
estimada como 429/(429 + 71) = 0.86.
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Métricas para classificagdo

Usando os 8 atributos

@ Ao invés dos dois componentes principais, vamos usar os oito
atributos originais.

@ Ver script R
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