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1 Questao 1 - Avaliar as somas (0,5 + 0,5 pontos)

1.1 TItem (a)

n  ;o1—1
i=1 12

Solucao:
Para resolver o somatorio dado, primeiramente foi feita uma manipulagao algébrica
para retirar do mesmo os termos que nao dependiam de ¢:

Yot =Y it =) — =
s s ~ 2 24
1= 1= 1= 1=
Dessa forma, é possivel entdao aplicar a seguinte formula para resolvé-lo:

;z’a’ = e , (1)

com a # 1.

Utilizando a férmula 1, temos:

1 <n2”+2 — 2" (n+ 1) + 2)

2 (1—2)2

1
= S (n2" = 2(n +1)2" +2)

An2" — 2p2" — 21 4 9
B 2
22 — 27 42
n 2
=n2" —2" 4+ 1

Colocando-se o termo 2" em evidéncia, chegamos ao resultado final:

Sl =2n(n—1) 41

Deducao da férmula 1':
Primeiramente, considere

S, = Zn: ia’.
i=1
Expandindo essa série, temos:
S, =a+2a*+3a®+ ..+ (n—1)a""" +na".
Multiplica-se, entao, cada lado da equacao por a:

aS, = a®+2a* + 3a* + ... + (n — 1)a" + na"".

!Dedugao baseada em [15], pdg 504



Com a subtracao de S,, por a5, obtém-se:

n
Sp—aS, =Y a" —na"".

1=1

Colocando S,, em evidéncia e utilizando o resultado do somatério a seguir:

LR a” —1
’l: 2
e @
temos: n_q
a J—
Sp(1—a)= —na"tt
(1—a) a—— —na

Isolando, entdo, o termo S,, e aplicando algumas operacoes algébricas chegamos
em:

na"?—a"(n+1)+a

S R R
para a # 1 e
Sn:Zz:i: (1 —|—2n)n’
para a = 1.

Deducao da féormula 22:
E utilizada uma metodologia andloga & que foi realizada para a prova mostrada
anteriormente da féormula 1. Assim, considere

n

S, = Zal.

=1

Expandindo essa série, temos:
Sp=a+a*+a*+.. +a" " +a"
Multiplica-se cada lado da equagao por a:
aS, =a*+ad+a*+ ... +a" +a
Realiza-se, entao a subtracao de a.S,, por S,:
aS, — S, =a"™ —a.
Coloca-se entao S,, em evidéncia, e isolando esse termo, temos:

Sp(a—1) =a(a" —1)

para a # 1.

2Dedugao baseada em [15], pags 503 e 504



1.2 Item (b)
no1
i=1 4
Solugao:
O somatorio em questao pode ser expresso por Y f(i), onde f(i) € uma fungao
monotonicamente decrescente. E possivel, entdo, segundo [1], fazer a aproximacio
do somatdrio por integrais:

n+1 n n
[ r@de <Y i) < [ fa)da (3)
m i—_mn m—1

A aproximacao pela integral 3 fornece uma estimativa restrita para o n-ésimo
nimero harmoénico. Uma justificativa para essa aproximacao é mostrada na Figura
1. O somatoério é representado como as areas dos retdngulos na figura, e a integral
é a area sob a curva.

Y A
<|<rf(x)
m-1 m m+1 m+2 ... .. n n+rx
(a)
Y A
| f(x)
m-1 m m+1 m+2 ... .. n n+rx

(b)

Figura 1: Aproximacao de > ; % por integrais. O valor do somatorio é representado
pela soma das &areas dos retangulos. A integral é representada pela &rea sob a
curva. Comparando as 4reas em (a), temos: [ f(z)dz < X%, f(i), e movendo
os reténgulos uma unidade para a esquerda, temos: [ | f(x)dx > > f(i).



Dessa forma, no caso de um limite inferior, obtemos:

n o1 n+1
>o= E i+ 1)
. 1

T

i X

que produz o limite:

Logo, obtemos os seguintes limites para o somatorio:

In(n+1) <3y, 1 <lnn+1

2  Questao 2 (2 pontos)

Sejam a, b e ¢ constantes ndao negativas. Prove que a solugao para

{T(l) n=1

c
T(n)=al(n/b)+cecn n>1
para n uma poténcia de b é

O(n), se a < b,
T(n) =< O(nlogn), sea =",
O(n'& ), se a>b.

Solugao?:
Para provar que essa é a solugao da equacao de recorréncia, vamos primeiramente
expandir essa relacao da seguinte forma:

=
2
[
Q
S
7N

Q
N
7 N
| 3
N—— —
I
Q
[\
~
7 N N
TS
N———" ——
+

3
+
@)
3

(3)

a*T <bﬁ2 = a’T % +ad’c <b_72>
3 (T arm (T 3 [N
T(b_) —“T(@“‘ (z?)

Considerando n = b™ (ou seja, n é uma poténcia de b), expande-se a férmula até
a ultima iteragao apresentada a seguir:

a" T (b:—1> =anT (b%) +a" e (b:—1>

3Solugio baseada em [13, 1]




Adicionando os termos lado a lado, obtemos:

m—1

T(n)=a™mT <£> D ail
bm = b

Substituindo-se na equacao n por b, temos:

m—1
T(n)=a"T(1)+c > a'b™"
i=0
m—1 )
T(n)=a"c+c> ab""
i=0

E possivel perceber, entao, que o termo ac representa extamente o tiltimo termo
do somatorio, caso seu indice superior fosse m, em vez de m — 1. Fazendo-se a
manipulacao desse indice para incluir o termo independente no somatorio, chega-se
em:

T(n)=cd a'b™"
i=0

Fazendo-se manipulacoes algébricas no somatoério para chegar a uma férmula

mais simplificada, temos:
m

T(n)=c> a™ "V

1=0

T(n)=cd a™a't'
i=0

T(n) = camé <g>

Essa ¢ entao uma simples série geométrica com base igual a 7, que pode ser

resolvida considerando os trés casos em que Z <1, g > 1 ou g =1.

e a<b
Nesse caso, a razao S que representa a base da série geométrica é maior que
k_ =z

. . ;. L. ntl_
1. Aplicando-se a féormula para a série geométrica >} _,x Tll (baseado

em [1]) , temos:

Como estamos interessados no comportamento assintético da funcao, temos:

T(n) = 0 <am (g>m> — o™

Logo,



e a=1b

Nesse caso, a razao Z que representa a base da série geométrica é igual a 1,
entao temos:

T(n) =ca™+m
Como estamos interessados no comportamento assintético da funcao, temos:

T(n) =O0(a"m)

Como a = b, temos que a™ = 0™ = n e m = log,n. Dessa forma, temos o
comportamento assintético da funcao dado por:

T(n) =O(nlogn)

e a>b

Nesse caso, a razao S que representa a base da série geométrica é menor que
1, entao a série converge para uma constante, mesmo que m tenda ao infinito.
Dessa forma, temos que

Como m = log, n, tem-se que a™ = a'°%" = p'°%¢ (segundo as propriedades
do logaritmo). Dessa forma, temos:

T(n) = O(n'°& )

3 Questao 3 - Resolva as equacoes de recorréncia
(2 pontos)

3.1 Item (a)

{ T(n)=2T(n/4) +n, paran>1
T(1) =27

Solucao:
Primeiramente, expande-se a equacao da seguinte forma:

T(n) = 2T (%) +n



Considerando n = 2?*, expande-se a equacdo até a tltima iteracio, mostrada a

seguir:
1 n & n n
2 (22(k—1)> 2 (2%) ok—1

Adicionando-se lado a lado, temos:

k—1

T(n) = 2°T (%) +n ; (%)

.1 2 1 n+1l_
Utilizando, agora, a formula Y1 ja’ = “—=1 (baseado em [1]) para resolver o
somatorio encontrado, temos:

Como n = 2% = logn = log2?" = logn = 2k = k = 8" pode-se substituir
esses termos na equacgao encontrada, obtendo:

1 logn
ogn Y - 1

1
2

[y

[\

T(n) = VEHR2T 41 (E)
T(n) = 27/n — 2n <% _ 1)

T(n) = 27v/n — 2—\/% +2n

T(n) =25y/n+2n

3.2 Item (b)

{ T(n)=7T(n/2) +n? paran>1
T 0

Solucao:

Primeiramente, expande-se a equagao da seguinte forma:

T(n)=17T (g) +n?



(3) =7 () + 1)
1 (5) =7 (5) o7 (5)
HORIORIO)

Considerando n = 2*, expande-se a equacdo até a ultima iteracdo, mostrada a

seguir:
7h-IT S (B e (L
2k 1 2k 22(k—1)

Adicionando-se lado a lado, temos:

.1s 2 1 ant1
Utilizando, agora, a formula I a’ = “—= (baseado em [1]) para resolver o
somatorio encontrado, temos:

Como n = 2F = logn = k, pode-se substituir esses termos na equagio encontrada,

obtendo:
7(0) = 37 (oo - 1)
T(n) = %nz (;fgnn 1)
70 = 507 (g~ 1)
T(n) = §n2 (71;:” 1)
T(n)= ;l?log” — gn

Fazendo-se a mudanga de base, utilizando as propriedades do logaritmo:

log, n = log, nlog, 7 = log, = log, n'*%27
Logo,



T(n) = ~T7'ern n

4 log27_% 2
3 3

T(n) = §n1°g7 — §n2

3.3 Item (c)

{ T(n) =T(y/n)+logn, paran>1
T(1) =1

Dica: use mudanca de variaveis.

Solucao:
Para resolver essa equacao de recorréncia, utilizaremos a seguinte mudanca de
variaveis:
m =logm = n =2"

Dessa forma, obtemos:

T(2™) =T(2%)+m

Expandindo-se essa equacao de recorréncia, temos:

T(2%) = T(2#) + 2
m m m

T(222) =T(22%) 4+ %)
m m m

T(223) =T(22%) + %
_m_ m m

7(231) = 7(23) + 1%
Para que T(22ﬂk) = T(1), temos que 928 = 1. Assim, consideramos k — oo,

temos que o expoente da poténcia tende a zero, fazendo com que o resultado tenda
a 1, como desjado. Assim, temos:

T = T(1) + mg (%)

Utilizando, agora, a seguinte formula 327° 2" = =, para |z| < 1, (baseado em
[1]) para resolver o somatério encontrado, temos:

T(2m):1—|—m<1il>

T(2™) =1+ 2m

T(n)=1+2logn




3.4 Item (d)
{ T(n)=T(n/9)+T(8n/9) +n, paran>1

Dica: Use uma arvore de recursividade para enxergar a solucgao.

Solucao:

A equacao de recorréncia em questao é caracteristica de um problema que é
resolvido através da particdo do mesmo em outros subproblemas. Dessa forma, a
arvore de recursao apresenta-se como uma boa técnica para solucionar essa equagao.
Assim, em uma arvore de recursao, cada no representa o custo de um tinico subproblema
em algum lugar no conjunto de invocagoes de fungoes recursivas. Somando-se os
custos dentro de cada nivel da &rvore, obtém-se um conjunto de custos por nivel,
e entao somando todos os custos por nivel determinamos o custo total de todos os
niveis da recursao.

A arvore de reursdo para a equacao T'(n) = T'(n/9) + T(8n/9) + n é mostrada
na Figura 2:

A N mmmmmmmmmmmsmmmsmmmsm oo > n
/ \
n 8n
3 F """""""""""" > n
/ \ / \ 2
Iogg/an %2 %nz %2 89_2 """"""" > n

Total: O(n log n)

Figura 2: Arvore de recursio para a recorréncia 7'(n) = T'(n/9) + T(8n/9) + n

Percebe-se que, quando somamos os valores em todos os niveis da arvore de
recursao, obtemos um valor n para cada nivel. Como a arvore é desbalanceada, ja
que os subproblemas nao possuem tamanhos iguais, temos que encontrar o caminho

mais longo da raiz até uma folha da arvore para determinar sua altura. Percebe-se

2
que o caminho mais longo é dado quando percorre-se n — (%) n— (%) n—..— 1.

k
Como (S) n = 1, quando £ = logsn, temos que a altura da arvore é logs n.
o 5 A . , 8
Intuitivamente, esperamos que a solucao para a recorréncia seja no maximo o nimero

de niveis da arvore vezes o custo de cada nivel, ou seja:

T(n)= O(nlog% n)

T(n) = O(nlogn)

Entretanto, é ainda necessario considerar o custo das folhas. Se a arvore fosse
logg 2
C

, . . . logg n
uma arvore binaria completa de altura logs n, haveria 2 "3 = n Como o
8

10



custo de cada folha é constante, o custo total de todas as folhas seria H(nlog% 2), que
é w(nlogn). Por outro lado, esse calculo é feito considerando que essa fosse uma
arvore binaria completa, o que nao é verdade ja que a medida que descemos na
arvore a partir da raiz, mais e mais noés internos estao ausentes. Assim, nem todos
os niveis contribuem com um custo exatamente igual a n.

Assim, podemos usar o método de substituigdo para verificar que O(nlogn) é
um limite superior para a solu¢ao da recorréncia. Mostramos que 7'(n) < dnlogn,
onde d é uma constante positiva apropriada. Assim, temos:

r<r(3) o (%) o0

<o) ) ) vn (3)
T(n) < (d <%> logn — d (%) log 9> + <d (%”) logn — d (%") log g) tn
T(n) <dnlogn —d ((E> log9 + (8_n) log 9) +n

9 9 8
T(n) <dnlogn—d ((%) log9 + <8§) log9 — E%nlog;Q) +n

9
T(n) < dnlogn —dn (log9 - §> +n

T(n) < dnlogn

desde que d > 1/(log9 — 2).

4  Limite inferior (2 pontos)

Apresente o limite inferior para intercalar dois conjuntos de inteiros A(1 : m) e
B(1:n) onde os itens em A e os itens em B estdo ordenados. Assuma que todos os
nimeros m + n sao distintos.

Solucao*:

Para estabelecer o limite inferior desse problema podemos utilizar um oréculo.
O oraculo é uma técnica que, dado um modelo de computacdo que expresse o
comportamento do algoritmo, informa o resultado de cada passo possivel. Assim,
visando determinar um bom limite inferior, ele faz com que o algoritmo trabalhe
o méximo, sempre escolhendo o resultado para o préximo teste que cause o maior
trabalho possivel para determinar a resposta final. Assim, contabilizando o trabalho
que é realizado podemos derivar o limite inferior do problema.

Modelando esse problema em uma arvore de comparacao, o oraculo determinaré
como percorrer essa arvore para alcancar o objetivo desejado. Assim, cada nodo
dessa arvore de comparacao representarda um estado do problema, sendo que o
conjunto de suas folhas representam todas as maneiras possiveis de se encontrar
a solucao do mesmo. Ao caminhar nessa arvore, é decidido a cada passo o elemento
de qual conjunto (A ou B) seré retirado, para compor a solugéo final nesse momento.
A Figura 3 ilustra a &rvore de comparagao descrita.

4Baseado em [7, 9, 13]
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f
(m,n,0)

N

/SN N

log (m+n )
m | (m-2,n,0) | |(m-l,n-1,0)| |(m-1,n-1,o)| | (m,n-2,0) |

SN NS NN

(0,0,m+n) | |(0,0,m+n)

| (0,0,m+n) | (0,0,m+n) | | (0,0,m+n) | - | (0,0,m+n)

v
r y
A A

m#n ) folhas
m

Figura 3: Arvore de comparacio para o problema de intercalar dois conjuntos de
inteiros A(1:m) e B(1:n) onde os itens em A e os itens em B estdo ordenados.

- . . . . m-+n .
Utilizando-se de conceitos combinatorios, temos que existem m ) maneiras

de se intercalar os elementos de dois conjuntos A e B de forma a preservar a ordem
dos elementos. No nosso modelo de computacao, temos entao que a arvore de

o , [ m+n . .
comparagcao tera ( m folhas. Dessa forma, podemos concluir que a arvore de

comparacao terd uma altura de, no minimo:

ﬂog< m;n )1

. - , . , . m-+n -
Ou seja, serao necessirias no minimo [log m } comparacgoes para se

chegar a uma solucao.
Além disso, sabemos que o pior caso de um procedimento de merging necesita de
m + n — 1 comparagoes. Esse pior caso, é facilmente visualizado e se d4 quando os
dois maiores elementos entre os dois conjuntos se encontram em conjuntos diferentes.
Se considerarmos que M ERGE(m,n) é o nimero minimo de comparagoes para
intercalar m elementos com n elementos, temos a inegualdade:

m-+n

[log | < MERGE(m,n) <m+mn—1

Sabemos, entao, que os limites superior e inferior podem ficar arbitrariamente
distantes quando m se torma muito menor que n. Isso nao é surpresa ji que o
algoritmo funcioma melhor quando m e n sao aproximadamente iguais. No caso

12



extremo em que m = 1, n6és observamos uma inser¢ao binaria que iria requerer o
nimero minimo de comparagoes para intercalar A(1) em B(1),..., B(n).

Quando m e n sao iguais, entdo o limite inferior dado pelo modelo da arvore
de comparacao é na verdade muito pequeno. Assim, apresentamos um teorema a
seguir que melhora esse o inferior para esse caso especifico.

Teorema: Para todo m > 1, MERGE(m,m) > 2m — 1

Demostragao: Considere um algoritmo genérico que intercala as duas seqiiéncias
A[l.m] e B[l..m] e suponha que essas seqiiéncias sdo tais que o resultado do
algoritmo é

B[1] < A[l] < B[2] < A[2] < ..... < Blm —1] < Alm — 1] < B[m] < A[m)|

Portanto, qualquer i < m, o valo de A[i] deve necessariamente ser comparado
com BJi| e com Bli + 1], pois caso contrario, se A[i] ndo for comparado com Bli]
entao nao ha como o algoritmo distinguir entre as duas saidas abaixo:

B[1] < A[l] < ... < BJi] < A[i] < Bli +1]..... < Bm] < A[m]

B[1] < A[l] < ... < A[{] < B[i] < Bli + 1]..... < Bm] < A[m]
O mesmo raciocinio vale para a comparacao entre A[i| e B[i+ 1]. Entdo, no pior
caso, todos os elementos de A, exceto A[m| tém que ser comparados pelo menos

duas vezes. No caso de A[m], este elemento é comparado pelo menos uma vez (com
B[m]). Logo,

MERGE(m,m) >2(m—1)+1=2m—1

Visto que o algoritmo convencional de intercalagao realiza m+n—1 comparacoes,
entao podemos concluir que, para n = m, isto é, se as duas seqiiéncias tém o mesmo
tamanho, entdo esse algoritmo é 6timo. Por sua vez o limite inferior é justo.

5 Arvore B (0,5 + 2 + 0,5 pontos)

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo do algoritmo arvore B (Ziviani, 2004).

5.1 Item (a)

Obtenha analiticamente o valor da altura h de uma arvore B de ordem m para o
melhor caso e o pior caso.

Solucao:
Uma arvore B de ordem m, por definicdo, é uma arvore que:

e cada pagina contém no minimo m registros (e m+1 descendentes) e no maximo

2m registros (e 2m + 1 descendentes), exceto a pagina raiz que pode conter
entre 1 e 2m registros;

13



e todas as paginas folha aparecem no mesmo nivel.

Tendo em vista essas propriedades, podemos fazer agora um estudo analitico do
valor de sua altura A para o melhor caso e o pior caso.

= Estudo do melhor caso

No melhor caso, os registros vao ocupar a capacidade total de cada péagina da
arvore B, ou seja, 2m registros por pagina, sem nenhum desperdicio de espaco,
fazendo com que a altura da arvore seja a menor possivel. Dessa forma, a Figura 4
representa a distribui¢ao desses registros para o melhor caso, assim como a relagao
do niimero de paginas por nivel da arvore.

Altura  Numero de
paginas

@ ------------------------------------------------- > 1 1

@ @ ----------------------------- > 2 (2m+1)

2
@ @ @ @ ................... > 3 (2m+1)

@@@@@@ @ ......... o

Figura 4: Estudo do melhor caso de uma Arvore B de ordem m

Através da Figura 4, podemos perceber que o nimero total de paginas (p) da
arvore é:

h—1

p=> (2m+1)

=0

Utilizando a seguinte féormula para progressao geométrica:
i $i+1 -1
- a—1

Podemos resolver o somatoério da seguinte forma:

_ (2m4 1)

(2m—1)+1
2m+1)" -1
N 2m

Sabemos também que o nimero de registros total da arvore (N) é dado pelo
nimero total de paginas (p) vezes o nimero de méaximo de registros por pagina
(2m), ou seja:

14



N =2mp
2m+ 1) -1
2m
N=02m+1)"-1

N =2m

Isolando-se agora o h para obtermos o limite minimo da altura da arvore, temos:

N+1=2m+1)"
lOggm+1 (N + 1) = lOg2m+1 (2m + 1)h
l092m+1(N + 1) =h

Assim, o limite inferior da altura h, obitdo analisando o melhor caso é:

h > 1ogy,, 1 (N +1)

= Estudo do pior caso

No pior caso, os registros vao ocupar a capacidade minima de cada pégina da
arvore B, ou seja, 1 registro na pagina raiz e m registros em todas as outras paginas,
fazendo com que a altura da arvore seja a maior possivel. Dessa forma, a Figura 5
representa a distribuicao desses registros para o pior caso, assim como a relacao do
nimero de paginas por nivel da arvore.

Altura  Numero de
paginas

@@@@@@ @ ......... "

Figura 5: Estudo do pior caso de uma Arvore B de ordem m
Através da Figura 5, podemos perceber que o nimero total de paginas (p) da
arvore, excluindo a pagina raiz que sera lidada separadamente, é:
h—2

p=>_ 2(m+1)

1=0

15



h—2

p:22(m+1)i

=0
Utilizando a seguinte féormula para progressao geométrica:

[L’H_l -1

n
i a—1

Podemos resolver o somatorio da seguinte forma:

om0
p_2< (m+1) =1 )

p:2<0n+U”4—1>

m

Podemos obter agora o nimero de registros total da arvore (N) que é dado pelo
nimero total de paginas (p), excluida a raiz, vezes o nimero de méaximo de registros
por pagina (m), mais 1 registro que é aquele que se encontra na raiz e foi ignorado
a principio, ou seja:

N=mp+1
11— 1
szQ(<mjL ) >+1
m

N=2(m+1)""=1)+1
N=2m+1)""-2+1
N=2m+1)""-1

Isolando-se agora o h para obtermos o limite maximo da altura da arvore, temos:

ﬁglzon+m“1

l0g,, 41 % = log,,1(m + 1>h_1
log,, 1 % =h-1
log,,.1 % +1=nh

Assim, o limite superior da altura h, obitdo analisando o pior caso é:

h <log,, (%) +1
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5.2 Item (b)

Obtenha empiricamente os resultados a seguir. Utilize valores distintos de m = 1,
m = 50 e m = 100. Utilize arquivos de diferentes tamanhos com chaves geradas
randomicamente para cada valor de m. Use o programa Permut.c para obter
uma permutagdo randomica de n valores (Ziviani, 2004, pag. 427). Repita cada
experimento algumas vezes e obtenha a média para cada medida de complexidade.

1. A altura esperada h de uma arvore B de ordem m randoémica com n chaves,
para os valores de m indicados acima. Assuma que a altura esperada é
aproximadamente log, n + 1. Determine empiricamento o valor de z.

2. A probabilidade de que a pagina segura mais profunda esteja no primeiro nivel
da arvore.

3. O valor da taxa de utilizagao de memoria.

Solucao:

A resolugdo dessa questao serd dividida nas seguintes partes: primeiramente
serd descrita a metodologia dos experimentos realizados para obter os resultados
empiricos solicitados. E, em seguida, serd apresentado e analizado os valores obtidos
para cada item desse exercicio, para as arvores de ordem 1, ordem 50 e ordem 100.

Metodologia dos testes

Para a implementacao da arvore B e execucao dos testes, foram utilizados como
base os arquivos em C disponibilizados em [15]. Foi feita uma instrumentacao desses
cédigos para que os mesmos fossem capaz de medir o valor da altura da arvore, a
probabilidade de a pigina segura mais profunda estar no primeiro nivel da arvore e a
taxa de utilizacdo da memoria. Assim, foram feitas pequenas modificacbes também
no formato de saida para uma melhor coleta dos dados.

A configuracao dos testes realizados foi a seguinte: variou-se o niimero de registros
a serem inseridos na arvore entre n = 100 e n = 1000000, para cada ordem m da
arvore B (m =1, m = 50 e m = 100). Para cada valor de n, foi ainda geradas 1000
permutacoes, sendo os dados colhidos para cada uma dessas execugoes. Assim, ao
final das mil execucoes era feita a média para cada valor de n.

Os teste foram executados em uma maquina do laboratério Speed - DCC -
UFMG, que possui a seguinte configuragdo: processador Pentium IV, 1G B de memoria
RAM, e sistema operacional Linuz.

Item 1 - Estudo da altura 4 de uma Arvore B

Para obter a altura média das arvores B, foi feito o seguinte procedimento (valido
tanto para as arvores de ordem m = 1, m = 50 e m = 100): mediu-se a altura para
cada arvore gerada, e para cada valor de n foi feita a média da altura a partir das
mil permutacoes testadas.

Como a altura esperada de uma arvore B pode ser dada por:

hesperada = logw (n + 1)7

o objetivo dessa analise era encontrar o valor de x, jA que possuimos os valores
experimentais de h e n, colhidos.
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Para determinar o valor de x, entretanto, foi necessario primeiramente fazer uma
manipulagao algébrica de mudanca de base do logaritmo, mostrada a seguir:

log(n + 1)
log x

hesperada —

Através dessa equacao, foi entdo possivel utilizar a ferramenta Gnuplot [3] para
fazer um fitting, que nos levaria ao valor de = procurado. Assim, foi usado o seguinte
comando do Gnuplot:

f(n)~ log(n--1) /log(x)
fit ;] f(n) "dados_experimentais.txt"using 1:2 via n

Os valores de = obtidos com essa regressao para cada uma das ordens m da
arvore B estao apresentados na Tabela 1.

m X

1 ]2.31231
50 | 34.8393
100 | 57.7618

Tabela 1: Valores de x encontrados para cada uma das ordens m da Arvore B

Apbs ter encontrado esses valores de x, foi feita entdo a construcao de trés
graficos (um para cada ordem m = 1, m = 50 e m = 100). Cada um desses graficos
apresenta trés curvas: uma que descreve o limite inferior para a altura de uma arvore
B, uma que descreve o limite superior para a altura de uma arvore B, e outra que foi
obtida através dos pontos experimentais (também plotados no grafico) das alturas
médias das arvores e o ajuste de log,(n+1) para o = encontrado. Os limites inferior
e superior foram obtidos através da analise analitica realizada no item (a) dessa
questao.

A Figura 6 corresponde ao gréfico obtido para as arvores B de ordem m = 1.
Com base nos limites analiticos inferior e superior e no valor de x encontrado, temos
que:

Limite inferior = 1 + log, "T“

Limite superior = logs(n + 1)
Altura média = log, 3195, (n + 1)

E importante, ainda ressaltar que foi colocada uma escala logaritimica no eixo
x j4 que o numero de registros oscila entre um valor muito grande. Dessa forma,
as trés curvas aparentam a forma de uma reta, como era esperado devido a essa
transformacao de escala. Sendo que isso ocorre na anélise dos trés graficos gerados.

Analisando-se, entao esse grafico da Figura 6, temos que as alturas média das
arvores B (para os véarios n medidos) se mantiveram dentro dos limites inferior e
superior, e além disso, a uma distancia quase simétrica entre eles, o que representa
um 6timo resultado dos experimentos realizados. Além disso, percebe-se também
que mesmo para uma entrada muito grande (1000000 de registros) a altura da arvore
nao passa de 20.
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Arvores B (ordem 1) — Altura x Nimero de Registros

2 : : :

0 Dados empiricos -

18 Altura esperada .

Limite superior ------

16 ¢ Limite inferior ——— >

14 + ’ .
g
2 12t ]
<

10 + .

4 1 1 1

100 1000 10000 100000 1e+06

# Registros

Figura 6: Grafico correspondente a arvores B de ordem 1 - Estudo da altura

Outro ponto importante é o valor encontrado para x (r = 2.31231). Esse valor
apresentou-se muito proximo ao valor da altura média encontrado na literatura [15],
que é dado por:

h(n) ~ log: (n+1)

Arvores B (ordem 50) — Altura x Nimero de Registros

4.5 ; T .
Dados empiricos  ~
4t Altura esperada o v
Limite superior ------
35 | Limite inferior -———
c 3 "
5
< 25+t 1
2F v vevve o ]
15 ¢ .
l = L L L
100 1000 10000 100000 1e+06

# Registros

Figura 7: Grafico correspondente a arvores B de ordem 50 - Estudo da altura

O gréfico da Figura 7 corresponde a arvores B de ordem m = 50. Com base nos
limites analiticos inferior e superior e no valor de x encontrado, temos que:

Limite inferior = 1 + logs, "T“,

Limite superior = log;o; n + 1
Altura média = logsy g393(n + 1)
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Analisando-se, entao esse grafico da Figura 7, temos que as alturas média das
arvores B (para os varios n medidos) novamente se mantiveram dentro dos limites
inferior e superior. Entretanto, os pontos empiricos nao se comportaram de maneira
tao regular & altura média esperada quanto os do grafico da Figura 6. Isso pode ser
justificado devido ao fato de essas arvores terem uma ordem muito grande (m = 50).
Dessa forma, mesmo variando o niimero de registros é bastante provavel que, durante
um intervalo grande, a altura da arvore seja conservada. Pode-se ainda notar que
mesmo para uma entrada de 1000000 de registros a altura maxima alcancada foi 4.

Arvores B (ordem 100) - Altura x Nimero de Registros

4 - T T
Dados empiricos  ~
35 Altura esperada |
ol Limite superior -~
Limite inferior ———
3 I v vV VVVVYYY
c
2 257 )
<
2 I -
15t |
100 1000 10000 100000 1e+06

# Regqistros

Figura 8: Grafico correspondente a arvores B de ordem 100 - Estudo da altura

Por fim, o grafico da Figura 8 corresponde a arvores B de ordem m = 100. Com
base nos limites analiticos inferior e superior e no valor de = encontrado, temos que:

Limite inferior = 1 + log,o; “3+,
Limite superior = log,y; n + 1
Altura média = logs; 76;5(n + 1)

A analise do grafico da Figura 8, nos mostra que as alturas média das arvores B
(para os varios n medidos) novamente se mantiveram dentro dos limites inferior e
superior. Entretanto, assim como o grafico da Figura 7, os pontos empiricos nao se
comportaram de maneira tao regular & altura média esperada quanto os do grafico
da Figura 6. A justificativa para tal fato é a mesma explicada anteriormente para as
arvores de ordem m = 50. E, além disso, a altura méxima alcancada foi 3, mesmo
para 1000000 de registros.

Item 2 - Estudo da pagina segura mais profunda

Vamos fazer agora um estudo sobre a probabilidade da pégina segura mais
profunda se encontrar no primeiro nivel da arvore. Para a realiza¢ao dos experimentos
para medir essa probabilidade, foi adotado o seguinte procedimento: ao colocar o
ultimo registro na arvore, verica-se se ele provoca ou nao um remanejamento da
mesma. Caso provoque, significa que a pagina profunda mais segura encontra-se no
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primeiro nivel da arvore, e entdo o algoritmo retorna o valor 1 (verdadeiro). Caso
nao provoque, entao a pagina segura mais profunda nao se encontra no primeiro
nivel da arvore, retornando 0 (falso). Dessa forma, soma-se as vezes que o algoritmo
retorna o valor 1 e divide-se pelo niimero total de permutacoes da entrada.

Estudo da pégina segura mais profunda

0.95
09t T
0.85 r T
08 T

0.75 t Ordem1l —— 1
07 Ordem 50 ——

Ordem 100 ——=——-
0.65 t+ -

0.6
0.55 r

0.5 : ' :
100 1000 10000 100000 le+06

# Registros

Probabilidade da pagina segura

Figura 9: Gréafico correspondente a arvores B de ordem 1, 50 e 100 - Estudo da
pagina segura mais profunda

Através dos dados colhidos, foi feito entao um grafico que apresenta a probabilidade
da pagina segura mais profunda estar no primeiro nivel da &rvore para as ordens
m =1, m = 50 e m = 100. Esse grafico pode ser visualizado na Figura 9.

Para fazer a analise do grafico da Figura 9, entretanto, é necessario primeiro
consultar a literatura, para podermos comparar os resultados. Dessa forma, de
acordo com [15], temos que para uma arvore B de ordem m = 1:

Pr{Psmp esteja no primeiro nivel} = 1

Ou seja, essa probabilidade é em torno de 57%. Temos ainda que a probabilidade
de a pagina segura mais profunda de uma arvore B de ordem m = 70 se encontrar
no primeiro nivel é de 99%. Por fim, tem-se ainda que o valor dessa probabilidade
independe do niimero de registros da arvore n, dependendo somente de sua ordem.

Com bases nessas informacoes, percebe-se, entao, pelo grafico que os dados
colhidos ficaram muito préoximos dessas porcentagens. Para a arvore B de ordem
m = 1, a maioria dos pontos colhidos ficaram bem proximos de 57%. Para as arvores
de ordem m = 50 e m = 100, os valores obtidos também encontram-se bem razoéveis
ja que para m = 50, a probabilidade fica em torno de 97% que é proximo dos 98%
para m = 70, e a probabilidade para m = 100 fica bem proxima de 100%, como era
esperado. Por fim, percebe-se que realmente a probabilidade da pagina segura mais
profunda estar no primeiro nivel ndao depende do nimero de registros n.
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Item 3 - Estudo da utilizacao de memoria

Para fazer o estudo do valor da utilizagdo da memoria (7,,,) foi adotado o seguinte
procedimento para a realizacao dos testes: contabilizava-se o nimero de paginas (p)
presenta na arvore, multiplicava-se esse niimero pela capacidade méaxima de cada
arvore (2m) e dividia-se o numero de registros (n) inseridos por esse valor. Ou seja:

n
m

2mp

Através dos dados colhidos, foi feito entao um grafico que apresenta a taxa de
utilizacao da memoria para as ordens m = 1, m = 50 e m = 100. Esse grafico pode
ser visualizado na Figura 10.

Para fazer a andlise do grafico da Figura 10, entretanto, é necessario primeiro
consultar a literatura, para podermos comparar os resultados. Dessa forma, de
acordo com [15, 9], temos que a utilizacgio da memoria é cerca de In2 para o
algoritmo original proposto por Bayer e McCreight (1972). Isso significa que as
paginas tém uma ocupacao de aproximadamente 69% da &rea reservada apos n
inser¢oes randomicas em uma arvore B inicialmente vazia. Temos ainda que a taxa
de utilizacdo de memoria nao é menor que 50%, ja que todas as paginas devem ter
pelo menos m registros, com exce¢do pagina da raiz (segundo|10]).

Estudo da utilizacdo de memaria

1 . ; . :
| Ordem 1
! Ordem 50 ——
0.9 r | Ordem 100 ---=--- ||

08 .

051

% de utilizacdo da memoria
o
\I

0.4 : : :
100 1000 10000 100000  1le+06

# Regqistros

Figura 10: Grafico correspondente a arvores B de ordem 1, 50 e 100 - Estudo da
utilizacao da memoria

Com bases nessas informacgoes, percebe-se, entao, pelo grafico que os dados
colhidos ficaram muito proximos dessas porcentagens discutidas. Para a arvore
B de ordem m = 1, a utilizacdo da memoria foi constante e em torno 69%, como
era esperado. Para as arvores de m = 50 e m = 100 os dados nao apresentaram
um comportamneto tao regular quanto a de ordem m = 1. Entretanto, apesar de
algumas oscilagoes para valores de n pequenos, percebe-se uma tendéncia a medida
em o n cresce de que as curvas venham a se convergir perto do valor de utilizagao
69%, como também se espera. Podemos explicar essas oscilagoes para as arvores de
ordem grandes (como m = 50 e m = 100) para um niimero de registros n pequenos,
devido ao fato que que o desperdicio s6 é evitado com um niimero grande de registros.
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5.3 Item (c)

Procure trabalhos relacionados mais recentes na literatura com resultados analiticos
e descreva suscintamente esses trabalhos. Como os resultados experimentais que
vocé obteve comparam com os resultados analiticos de Ziviani (2004) e/ou encontrados
na literatura?

Solucao:

A comparacao dos resultados experimentais com os resultados analiticos encontrados
na literatura foi realizada no item (b) (com andlises e criticas para os resultados
encontrados) e, portanto, sera feita aqui somente uma breve conclusao dos resultados
obtidos, e a seguir uma discussao de alguns trabalhos mais recentes sobre arvore B
encontrados na literatura.

Em geral, temos que a metodologia de testes utilizada foi bastante satisfatoria ja
que os resultados experimentais obtidos coincidiram em grande parte com aqueles
encontrados na literatura. Nas pouca vezes que houve alguma diferenca, foi possivel
explicar a razao da mesma, o que nao comprometeu os testes realizados e permitiu
até uma andlise mais critica de todo o processo.

Nos concentraremos, agora, portanto, em descrever alguns trabalhos relacionados
encontrados na literatura. Atualmente, percebe-se que a arvore B ainda é utilizada
em um numero consideravel de aplicagoes, sendo bastante interessante levantar um
estudo sobre elas. Percebe-se, por exemplo, que ela é usada em indexacao de objetos
na Web, ou como idexacao de dados em sistemas de geréncia de banco de dados.
Dessa forma, alguns trabalhos nesse sentido, que avaliam e tentam melhorar o
desempenho da arvore B, como [11], [14], [6], e [2]- Ainda como indexadores, a
arvore B é utilizada também na indexagao de cache. Alguns trabalhos apresentam o
impacto que o tamanho do nodo tem sobre o desempenho de consisténcia da cache,
como [5], avaliando qual seria esse tamanho mais apropriado que proporcionaria
o melhor desempenho da mesma. H& ainda alguns trabalhos que apresentam uma
indexacao temporal de dados utilizando arvores B, como [4], e outros que trabalham
em variacoes da versdo original para casos especificos, como [12]. E importante
ressaltar também os modelos analiticos de desempenho de algoritmos de arvore B
recentes apresentados em |[8].

Além dos trabalhos citados, existem diversos outros que utilizam arvore B em
varias aplicagoes, sendo que o conjunto deles demostra que a arvore B ainda é uma
estrutura significativa em diversas areas da computacao.
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