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Resumo

Neste trabalho estudamos dois problemas classicos da computacao: Dis-
tancia de Palavras e Conjunto Maximo de Vértices Independentes. O primeiro
problema consiste em, dadas duas cadeias de caracteres, X e Y, determinar
qual o namero de operacoes de retirada, insercao e substituicdo necessarias
para transformar X em Y. Para esse problema implementamos uma solugao
baseada em programacao dinimica que consiste em resolver incrementalmente
problemas menores até se atingir uma solugdo 6tima global, nesse caso a so-
lugdo utilizada foi a sugerida por Levenshtein. O segundo problema é um
problema NP-Completude e consiste em, dado um grafo de V vértices e A
arestas, obter o maior conjunto de vértices do grafo tal que para qualquer par
de vértices desse conjunto, ndo existam arestas entre eles. Para resolver esse
problema implementamos alguns algoritmos: um que obtém a resposta 6tima
para o problema mas que tém um custo exponencial; um guloso de custo po-
linomial as que nao possui uma garantia minima da qualidade da solucao; um
de custo polinomial e que garante uma qualidade minima, mesmo que baixa;
e por fim um algoritmo genético. Apresentamos uma andlise para cada um
desses algoritmos, além de uma comparagao entre os mesmos.



Sumario

1 Programacao Dinamica

1.1 Introducao . . . .. . .. .. .. ... ... ...
1.2 O Algoritmo . . . . . .. ... Lo
1.3 Provade Corregdo . . ... ... ... ......
1.4 Analise de Complexidade . . . . . ... ... ...
1.5 Exemplo de Funcionamento . . .. ... ... ..
1.6 Consideracoes Finais . . . . .. ... ... ....

2 Conjunto de Vértices Independentes

2.1 Imtroducao . . . . . . . ... ... ...
2.2 Cliquede um Grafo . . . . . ... ... ... ...
2.2.1 Prova de NP-Completude . .. ... ...

2.3 Aproximacao para Conjunto Vértices Independentes . . . . . . . . ..

2.4 Solucdgo Otima. . . .. ... .. ... .......
2.4.1 Avaliagdao do Algoritmo . . . . . . .. ...
2.4.2 Exemplo de Funcionamento . . . . . . ..

2.5 Reducao Polinomial ao Problema do Clique . . .
2.5.1 Exemplo de Funcionamento . ... . . ..
2.5.2 Algumas Consideragoes . . . . . . . . ...

2.6 Uma Solucio Otima Alternativa . . . . . .. ...
2.6.1 Resultados Experimentais . . ... .. ..

2.7 Alguns Algoritmos Interessantes Descritos na Literatura . . . . . ..

2.8 Solucao Gulosa . . .. ... .. ... .......
2.8.1 Avaliacao do Algoritmo . . . . . . .. . ..
2.8.2 Exemplo de Funcionamento . . . . . . ..
2.8.3 Avaliacao das Solugoes . . . . . ... ...

2.9 Algoritmo por Remocao de Cliques . . . . .. ..
2.9.1 Avaliagdo do Algoritmo . . . . . . . . . ..
2.9.2 Aproximagao do Algoritmo. . . . . . . ..
2.9.3 Exemplo de Funcionamento . . .. . . ..
2.9.4 Avaliagdo das Solugdes . . . . . ... ...

2.10 Algoritmos Genéticos . . . . . . . .. ... .. ..
2.10.1 Introdugdo . . . . . . .. ... .. ... ..
2.10.2 Trabalhos Relacionados . . . . . . . . ...

2.10.3 Implementacao . .. ... ... ... ...
2.10.4 Avaliacdao do Algoritmo . . . . . . . . . ..
2.10.5 Exemplo de Funcionamento . . . . . . ..
2.10.6 Avaliacao das Solugoes . . . . . ... ...
2.11 Comparando Todos os Algoritmos Implementados

3 Conclusoes
4 Agradecimentos

A Apéndice A - Como Executar os Programas

11
12
14
15
16
19
20
21
22
22
23
24
26
27
29
30
32
34
36
36
37
40
40
41
42
47
52
52
95

59

59

64



1 Programacao Dinamica

1.1 Introducao

Nessa se¢ao apresentamos um algoritmo que utiliza programagao dinamica para re-
solver o problema de distancia entre strings [35]. Esse problema consiste do seguinte:
Sejam dadas duas cadeias de caracteres, X = x12923%4...2, € Y=Y1Y2Y3Y4...Yp. O nii-
mero de operacoes de retirada, inser¢ao e substituicao necessarias para transformar
X em Y é conhecido como distancia de edigao, em inglés edit distance, ou distancia
de Levenshtein que advém do cientista russo Vladimir Levenshtein, que considerou
esta distancia ja em 1965. Assim a distancia de edi¢do ed(X,Y’) corresponde ao
namero K de operagoes necessérias para converter X em Y |3, 32|.

Vamos tomar como exemplo, se X = matrandaeY = saturadas, entdo ed(X,Y)
4. Nesse caso, a seqiiéncia de operagOes que devem ser feitas sdo: (i) substitui z;
por y1(s), (ii) insere y4(u) apos x3, (iii) retira zg(n) e (iv)insere yy(s) apos ws.

Além de corretores ortograficos, outra boa aplicacao pratica desse problema é na
area biologica, mais especificamente em anélise de cadeias de DNA. Temos que as
cadeias de DNA sao definidas pelo seguinte alfabeto:

e A = ADENINA
e C = CITOSINA
e G = GUANINA
e T = TIMINA

Considerando uma seqiiéncia origem S1 = GCATAT e uma seqiiéncia destino S2
= GCTAAT, para transformar uma seqiiéncia em outra poderiamos:

e Inserir um A em S2 antes do primeiro T e deletar o A seguinte, uma insercao
+ uma delecao = custo = 2.

e Deletar o primeiro T e depois inserir um novo T entre as duas letras A, uma
delecdao + uma inser¢ao = custo = 2.

E possivel criar outros modos de transformacao para esse exemplo, mas todos
resultam em um custo superior a 2, como a edit distance é dada pelo custo minimo
esse fica sendo seu valor.

1.2 O Algoritmo

Os algoritmos mais antigos da area sao baseados na técnica de programacao dina-
mica. Essa técnica consiste em resolver incrementalmente problemas menores até
se atingir uma solucdo 6tima global para as cadeias que vao sendo separadas. A Fi-
gura 1 mostra a matriz de programagcao dinamica, estrutura sobre a qual o algoritmo
trabalha.

Nossa implementagdo é baseada na apresentada em |31, 32|. Primeiramente
criamos uma matriz de tamanho (M+1)x(N+1), onde M é o tamanho da cadeia de
caracteres 1 e N é o tamanho da cadeia de caracteres 2, conforme Figura 1. A matriz
é percorrida pelo algoritmo do topo & esquerda, em direcao & base a direita. Cada
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Figura 1. Matriz de programacao dinamica

posicao (i, 7) da matriz contém a distancia de edigdo entre a cadeia My, e a cadeia
Ny, 7. Essa distancia é calculada da seguinte forma:

1. Compara os caracteres M; e Nj;
2. Se os dois forem iguais, entdo custo é igual a 0;
3. Se os dois forem diferentes, entao custo é igual a 1;

4. Verifica-se entao qual das seguintes células vizinhas da célula em questao é
menor: (M@ —1),N;)+1, (M;,Nj—1))+1, (Mi—1), Ny — 1))+ custo)

5. Assim o custo da célula em questdao é o menor deles.

Na Figura 1 podemos ver que o caminho demarcado representa o conjunto mi-
nimo de operacoes que transforma a cadeia que rotula as linhas na cadeia que rotula
as colunas. O caminho de menor custo entre o topo & esquerda e a base a direita
da matriz representa o conjunto de operacgoes que transformam M em N. Uma linha
vertical representa a insercao de um caractere em N e uma linha horizontal repre-
senta a insercao a remocao de um caractere em N. As substituicbes ocorrem nas
linhas diagonais que percorrem caracteres diferentes.

Em nossa implementacao, a matriz de programacao dinamica, ao invés de ser uma
matriz do tipo inteiro onde apenas o custo é armazenado, criamos uma matriz do tipo
celula, que além do custo de operagao, guarda também a linha e a coluna da célula
que a originou e qual operagdo deveria ser realizada naquele instante. Dessa forma,
nao precisamos nos preocupar com a forma com que caminhavamos pela matriz para
buscar a solu¢do, basta seguir a linha e a coluna da célula que o originou. Veja por
exemplo na Figura 2, como ficaria a nossa matriz caso estivéssemos comparando as

palavras (MAT e SUAT):
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Figura 2: Exemplo Funcionamento da Matriz

Assim, ao final da montagem, basta percorrer a matriz da base a direita em
) )
direcao a topo esquerda, seguindo as orientacoes contidas na propria matriz! Um
)
pseudo coédigo para o algoritmo solucao descrito acima pode ser visto abaixo:

int dista(char stringi[1l..tamStringl],char string2[1..tamString2])
begin
// ¢ & a matriz com tamStringl +1 linhas e tamString2 +1 colunas
declare int c[0..tamStringl, O..tamString2]
// i e j serdo utilizados para as interagdes
// entre stringl e string?2
declare int i, j, cost

for i=0 to tamStringl

cli, 0] = i;
for j=0 to tamString2
clo, j1 =3
for i=1 to tamStringl
begin
for j=1 to tamString?2
begin
if stringi[i] = string2[j] then
custo = 0
else
custo = 1
cli, jl.custo = minimo(c[i-1, j 1 + 1, //delecao
cli , j-11 + 1, //insercao
cli-1, j-1] + custo //substituicao

)
if minimo(c[i-1, j 1 + 1,
cli , j-11 + 1,
cli-1, j-11 + cost) = c[i-1, j 1 + 1 then
c[i, jl.operacao = delecao
cli, jl.linha = i-1
cli, jl.cluna j




if minimo(c[i-1,
cli ,
cli-1,
cli, jl
cli, j]
cli, j]
if minimo(c[i-1,

j 1+1,
j-11 + 1,
j-11 + cost)

=1

j-1
j 1+1,

cli

) J_j-] + 1:

c[i-1, j-11 + cost)

cli, j-11 + 1 then

.operacao = insercao
.linha
.cluna

c[i-1, j-11 + custo) then

if (custo!=0){

cli, jl.operacao = substituicao
elseq{
c[i, j].operacao = nada

}
c[i, jl.linha
cli, jl.cluna

i-1
j-1

end
end
imprime (matriz,tamStringl,tamString?2) ;
return c[tamStringl, tamString2].custo
end

1.3 Prova de Correcao

A seguir apresentamos a prova de correcao da transformacdo do segmento inicial
M(1...i) em N(1...j) usando o minimo de operagdes c(i,j).custo. Essa prova segue a
apresentada em |31, 32].

1. E inicialmente verdadeira na linha e colunas 0 porque M[1..i] pode ser trans-
formado num string vazio N[1..0] simplesmente apagando todos os i caracteres.
Do mesmo modo, podemos transformar N|[1..0] em M[1..j| simplesmente adi-
cionando todos os caracteres j.

O minimo é tomado em trés distancias, sendo em qualquer das quais possivel
que:

(a) Se podemos transformar M[1..i] em N|1..j-1] em k operacoes, entdo nos
podemos simplesmente adicionar N|j| depois para obter N[1..j| em k+1
operacoes.

Se podemos transformar M|[1..i-1] em N[1..j| em k opera¢Ges, entdo nos
podemos fazer as mesmas operagdes em M[1..i] e depois remover o M]i]
original ao fim de k+1 operacoes.

(b)

Se podemos transformar M[1..i-1] em N[1..j-1] em k operagdes, entdo po-
demos fazer o mesmo com M][1..i] e depois fazer uma substituigao de NJj]
pelas M[i] originais no final, se necessario, requerendo k-+custo operagoes.



3. As operagoes requeridas para transformar M[1..n| em N[1..m| é o nimero ne-
cesséario para transformar todos os M em todos os N, e logo C[n,m| contém o
nosso resultado desejado.

Esta prova ndo confirma que o nimero colocado em c|i,j| seja de fato o minimo;
isso é mais dificil de provar e exige um argumento Reductio ad absurdum no qual
assumimos que Cli,j| ¢ menor do que o minimo dos trés, e usamos isto para mostrar
que um dos trés ndo é minimo. Em [22] existe uma prova detalhada dessa solugéo,
a qual apresentaremos a seguir de forma bastante sucinta.

Lema 1. O valor de C(i,j) deve ser C(i —1,5)+1, C(i,j—1)+1ouC(i —1,j —
1) + custo(i, j) e ndo hd outra possibilidade.

Demonstragdo. Considere um corretor de edigdo para a transformacdo de M[1..i] a
NI1..j] por meio do menor niimero de operagoes de edi¢gdo e mantenha atengdo no
ultimo simbolo. Esse tltimo simbolo pode ser I (inser¢do), D (delegdo), S (substitui-
¢ao) ou N (quando ocorre um casamento, nada a fazer). Se esse ultimo simbolo for
um [, entdo a ultima operacao é a inser¢ao do caractere N(j) no final da primeira
string de transformacdo M. Assim, o corretor antes de I deve especificar o niimero
minimo de operagoes para transformar M[1..i] em N[1..j — 1] . Se ndo acontecer
essa especificacdo, entdo a transformacgdo de M[1..i] em NJ1..j] serd4 maior que o
numero de operagoes minimo. Por definicao, até a penultima transformacao foram
necessarias C'(i, j — 1) operagoes de edigdo. Isso faz com que, se o ultimo simbolo do
corretor for um I, entdo C(i,j) = C(i,j — 1)+ 1. Da mesma forma, se o ultimo sim-
bolo do corretor foi um D, significa que a tltima operagao foi uma remocao de M (7)
e os simbolos do corretor que estao a esquerda de D devem especificar o nimero de
operagoes minimo para que possamos transformar M[1..i—1] em N[1..j]. Assim, por
definigdo, até a pentltima transformacao foram necessarias C'(i — 1, j) operagoes de
edicao, ou seja, se o ultimo simbolo do coretor for D, entdao C(i,5) = C(i—1,j) + 1.
Mas se o tltimo simbolo do corretor for um S, temos entao que a ultima operacao
de edi¢do deve substituir M (i) por N(j), e os simbolos a esquerda de S especi-
ficam assim, o nimero minimo de operacoes de edicao que sao necessarias para
M][1..i — 1] se transforme em N[l..j — 1], ou seja, C(i,j) = C(i — 1,7 — 1) + 1.
E por fim, se o ultimo simbolo do corretor for um N, temos que M(i) = N(j)
e C(i,j) = C(i — 1,j). Utilizando a variavel de custo custo(i,j), a qual é 0 se
M(i) = N(j) e 1se M(i) = N(j). Assim temos que se o tultimo simbolo do corretor
forum Nou um S, entdo C(i,j) = C(i—1, j—1)+custo(i, j). Dessa forma cobrimos
todos os casos do lema. O

Lema 2. Temos que C(i,j) <min[C(i—1,7)+1,C>i,j— 1)+ 1,C(i—1,j—1) +
custo(i, 7)].

Demonstragdo. Primeiramente temos que M|1..7] pode ser transformada em N|1..j]
com C(i,7 — 1) + 1 operagoes. No entanto, é necessario apenas transformar M|1..i]
em N[1..j — 1] com o nimero minimo de operagoes para que possamos utilizar mais
uma operagao para inserir o caractere N(j) no final. O nimero de operagoes que faz
essa transformacdo de M em N é exatamente C(i — 1, j) + 1 operacdes. E possivel
também transformar M[1..: — 1] em NJ1..j] com o menor niimero de operagoes para
em seguida removermos o caractere M (i). Assim o nimero de operagoes desta



transformagdo é igual a C'(i — 1,7) + 1. Por tltimo podemos fazer a transformacao
com C(i — 1,7 — 1) + custo(i, j) operagoes, utilizando o mesmo argumento descrito
acima. 0

Assim, a partir desses dois lemas, é possivel prova o seguinte teorema:

Teorema 1. Se i e j sGo ambos positivos, entdo C(i,j) = min|[C(i—1, j)+1,C(i,j—
1)+ 1,03 —1,j — 1) + custo(i, j)]

Demonstragao. O Lema 1 diz que C(3, j) precisa ser igual a um dos valores C'(i —
Lj)+1,C3,j—1)+1,C(i—1,5—1) + custo(i, 7). Ja o lema 2 diz que C(3, j) deve
ser menor ou igual ao menor a um desses valores. Assim, C'(i, j) precisa ser igual ao
menor valor dentre os trés valores possiveis. O

Ressaltamos que essa é uma descricao sucinta da prova e que maiores detalhes
para a mesma pode ser encontrada em [22].

1.4 Analise de Complexidade

Observando o pseudo-cédigo apresentando acima, temos que o parte principal do
algoritmo em questao ¢ composto de dois loops aninhados nos quais acontece a
montagem da matriz dinamica que contém a solucao. Para cada caractere da pri-
meira cadeia, comparamos com todos os caracteres da segunda cadeia. Essa é a
parte essencial do algoritmo, assim temos que o algoritmo direto a partir da técnica
de programacao dinamica implementada nessa questao tem uma complexidade de
tempo de O(|n||m|), ou seja, O(n?). Esse algoritmo, além de poder ser usado para o
calculo da distancia de edicao também pode ser utilizado para descobrir o conjunto
de operagoes que transforma uma cadeia em outra. Adaptacgoes triviais ao algoritmo
também permitem sua utilizagao para a busca aproximada de padroes.

Para verificamos a andlise de complexidade de tempo do algoritmo, realizamos
alguns experimentos variando o tamanho das strings entre 10 e 8000 caracteres. Na
Tabela 1 podemos ver os tempos medidos para cada uma dessas entradas.

Foi feita uma aproximacio desses dados com a curva f(z) = b(x(>~%) através
de uma regressao utilizando a ferramenta Gnuplot [17]. Dessa forma encontramos
a funcdo f(z) = 8.15599(e — 07)(z7™), ou seja, comprovamos a complexidade de
tempo O(n?). O grafico dos dados medidos e da curva encontrada pode ser observado
na Figura 3, mostrando a convergéncia das mesmas.

No algoritmo implementado, a maior quantidade da dados armazenados é uma
matriz de tamanho (M + 1) X (N +1) a qual armazena a solu¢do do problema.
Dessa forma temos que a complexidade de espaco para nosso algoritmo também é

(O(n?)).
1.5 Exemplo de Funcionamento

Para mostrar o funcionamento do programa implementado, apresentamos a seguir
alguns dos testes realizados, com diferentes palavras.

e Resultado da comparacao das palavras matranda e saturadas, conforme soli-
citado na especificacao do trabalho:



Tabela 1: Relagdao Tempo de Execugao pelo Tamanho das Strings

Tamanho da String Tempo Execugao(s)

10 0.000999
20 0.000999
30 0.000999
40 0.000999
a0 0.001999
60 0.001999
70 0.001999
80 0.002999
90 0.003999

100 0.003999
200 0.005999
300 0.009998
400 0.017997
200 0.029995
600 0.047992
700 0.069989
800 0.097985
900 0.133979
1000 0.178972
2000 0.356945
4000 1.092833
8000 3.964397

Tempo Execucéo Edit Distance

0.18 : r
Medidos ——
0.16 | calculado

0.14
0.12
0.1t
0.08 r
0.06 r
0.04
0.02

Tempo Execuc¢ao(s)

1 10 100 1000
log(Numero de Caracteres)

Figura 3: Analise de Complexidade

Stringl: (matranda) String2: (saturadas)
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Serdo necessarias 4 operagdes p/ transforma Stringl em String2.
Sdo elas:

Insira String2[9](s) apdés Stringl[8](a)

Retire Stringl[6](n)

Insira String2[4](u) apds Stringl[3](t)

Substitua Stringi[1](m) por String2[1](s)

e Resultado da comparacao das palavras bobagem e babonoagem:

Stringl: (bobagem) String2: (babonoagem)

Serdo necessarias 4 operagdes p/ transforma Stringl em String2.
Sdo elas:

Insira String2[6] (o) apdés Stringl[3] (b)

Insira String2[5](n) apdés Stringl[3] (b)

Insira String2[4](o) apds Stringl[3](b)

Substitua Stringl[2] (o) por String2[2](a)

e Resultado da comparacao das palavras abs e acbd:

Stringl: (abs) String2: (acbd)

Serdo necessarias 2 operagdes p/ transforma Stringl em String2.
Sdo elas:

Substitua Stringl[3](s) por String2[4](d)

Insira String2[2](c) apds Stringl[1](a)

e Resultado da comparacao das leo abs e Leo, onde ele identifica a diferenca
entre | maitisculo e minisculo:

Stringl: (leo) String2: (Leo)

Serdo necessarias 1 operagdes p/ transforma Stringl em String?2.
Sdo elas:

Substitua Stringl[1](1) por String2[1](L)

e Resultado da comparacao das palavras agata e arragata:

Stringl: (agata) String2: (arragata) taml:(5) tam2:(8)

Serdo necessarias 3 operagdes p/ transforma Stringl em String2.
Sdo elas:

Insira String2[4](a) apdés Stringi[1](a)

Insira String2[3](r) apdés Stringi[1](a)

Insira String2[2](r) apdés Stringi[1](a)

1.6 Consideracoes Finais

Os algoritmos baseados em programacao dindmica ndo sao competitivos para a busca
aproximada em relagdao aos algoritmos mais recentes que combinam paralelismo de
bits com filtragem. Porém, é importante leva-los em consideracao por diversos



aspectos. O principal deles é a flexibilidade em relagao ao custo das operagoes. Esses
algoritmos permitem facilmente modificar o custo de cada operacao, e ainda mais,
definir custos diferentes para cada operacao em funcao da posi¢ao de ocorréncia da
operagao. Outra caracteristica dos algoritmos baseados em programacgao dinamica
é a facilidade de se recuperar o conjunto de operacgoes que foi utilizado, em geral
com uma penalidade de espago. Algoritmos de outras classes dificilmente podem ser
adaptados para obter essa saida adicional.

2 Conjunto de Vértices Independentes

2.1 Introducgao

Em teoria de grafos, um conjunto independente de um grafo G(V,A) é um conjunto S
de vértices de G tal que ndo existem dois vértices adjacentes contidos em S [14]. Em
outras palavras, se a e b sao vértices quaisquer de um conjunto independente, entao
nao ha aresta entre a e b. Todo grafo tem ao menos um conjunto independente: o
conjunto unitario. Um grafo pode ter varios conjuntos independentes distintos. Se
S é um conjunto independente de G e nao existe um conjunto independente de G
maior que S, diz-se que S é um conjunto independente maximo de G. O problema
de, dado um grafo G, determinar um conjunto independente maximo de G ¢ um
problema NP-completo.

Assim temos a definicao: V'’ é um conjunto independente de vértices de G se
somente se Yu,v € V' :u # v = (u,v) ¢ A. A partir dessa definirdo temos algumas
caracteristicas importantes:

e V’ é conjunto independente de G;
e V\V’ é a cobertura do vértice G;

o VV" C V': V" é conjunto independente de G;
Este problema possui varias aplicacoes praticas:

e O conjunto independente de vértices pode ser usado para modelar problemas
de escalonamento de recursos. No caso de montagem de um quadro de ho-
rarios, poderiamos ter como vértices as aulas a serem ofertadas. Para cada
professor habilitado para duas ou mais disciplinas (aulas portanto). Teriamos
uma aresta ligando as diferentes aulas para as quais ele esta habilitado. O
conjunto independente de vértices deste grafo mostraria quais aulas devem
ofertadas em horarios diferentes.

e Suponhamos que vocé queira realizar uma reuniao envolvendo o maior niimero
possivel de pessoas do seu circulo de amizades que nao se conhecem. Dentre as
pessoas que poderiam ser convidadas, vocé traca um grafo contendo uma aresta
ligando duas pessoas que se conhecem. O conjunto independente maximo
representa 0 maior conjunto de pessoas que nao se conhecem.

e QOutra aplicagao para esse problema seria o de identificar localiza¢oes para um
novo servico baseado em franquias. Nem um par de franquias pode ser perto o



suficiente para que acabem competindo uma com a outra. Modelando este pro-
blema como um grafo onde os vértices sao possiveis localizacoes das franquias
e as arestas indicam que estas localizacoes sao demasiadamente proximas, o
conjunto independente maximo de vértices ird fornecer o nimero méaximo de
franquias que poderao ser abertas sem que haja competicao “canibalesca” entre
qualquer par de lojas.

e Seja um grafo cujos vértices representam projetos que podem ser executados
em uma unidade de tempo. Todo o projeto que utiliza recursos comuns a
um outro projeto sao interligados por uma aresta. O conjunto independente
méximo representa o conjunto maximal de projetos que podem ser executados
em paralelo (simultaneamente) em um tnico periodo de tempo

e Problema das oito rainhas. Oito rainhas sao colocadas em um tabuleiro de xa-
drez de tal forma que nenhuma rainha possa atacar diretamente outra rainha.
Este problema foi investigado por C. F. Gauss em 1850, que ndo conseguiu
resolvé-lo inteiramente. O problema pode ser generalizada para um tabuleiro
qualquer de tamanho n z m. Seja um grafo cujos vértices representam as posi-
¢oes de um tabuleiro qualquer. Para cada posi¢ao do tabuleiro, interligar por
uma aresta todas as posicoes que possam ser atingidas pela rainha a partir
dela. O conjunto independente maximo representa a solugao para o problema
das n rainhas.

Vejamos um exemplo de conjunto de vértices independentes. Na Figura 4 apre-
sentamos um grafo que contém 6 vértices(a,b,c,d,e,f). Temos que, se tomarmos os
vértices (b,d) veremos que ndo existe nenhuma aresta entre quaisquer pares de vér-
tices desse conjunto. Dessa forma temos que (b,d) é um conjunto independente
de vértices. Se tomarmos (a,c,e), também nao existe nenhuma aresta entre quais-
quer pares de vértices desse conjunto, além disso temos que, para qualquer conjunto
de vértices independentes do grafo em questdo, nenhum deles é maior que (a,c,e),
portanto, temos que esse conjunto também o conjunto de vértices independentes
mAaximo.

Figura 4: Grafo de Exemplo 1

Tomemos outro exemplo apresentado na Figura 5. O conjunto de vértices inde-
pendentes do grafo é apresentado na proépria figura pelos circulos, e esse conjunto
também é o méaximo.
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Figura 5: Grafo de Exemplo 2

E por fim apresentamos o grafo de exemplo da questao na Figura 6. Nesse grafo
temos que o conjunto de vértices independentes méaximo é dado pelos vértices (2,3,4).

Figura 6: Grafo de Exemplo 3

2.2 Clique de um Grafo

Uma clique em um grafo nao-dirigido é um conjunto de vértices dois a dois adjacen-
tes. Em outras palavras, um conjunto C de vértices é uma clique se tiver a seguinte
propriedade: para todo par v,w de vértices distintos em C, existe uma aresta com
pontas v e w, ou seja ¢ um sub-grafo de completo. O tamanho de uma clique é igual
a cardinalidade de seu conjunto de vértice. Exemplo: para qualquer vértice v, o
conjunto v é uma clique. Outro exemplo: se o grafo tem alguma aresta com pontas
v e w entdo o conjunto v,w é uma clique [48, 15, 27].

Uma clique C é maximal se nao existe clique C’ que seja superconjunto proprio de
C. Uma clique C é méaxima se nao existe clique C’ que seja maior que C. Encontrar
uma clique maximal é facil (veja proxima se¢do); encontrar uma clique méaxima é
mais dificil.

Um exemplo de aplicacao de clique é o seu uso na deteccao de fraudes em esque-
mas de reembolso por mal atendimento de um determinado servigo. As requisi¢oes
sao encaminhadas neste sentido sao representadas por vértices em um grafo. As
arestas sao inseridas representando similaridades suspeitas entre as requisi¢oes. A
deteccao de um clique grande no grafo aponta fortemente para uma fraude
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Em [40], a construgdo de cliques é usada no modelamento de proteinas para a
analise comparativa de sua estrutura. Neste modelamento, cada possivel conforma-
¢ao de residuo numa seqiiéncia de amino-acido é representada por um vértice num
grafo. Arestas sdo tragadas entre vértices que sejam mutuamente consistentes. As
arestas recebem pesos conforme a interagao atémicas entre os &tomos representados
pelos vértices. Cliques com melhores pesos representam combinagoes 6timas.

Vejamos um exemplo de clique maximo de um grafo. Na Figura 7 apresentamos
um grafo. Para encontramos o clique maximo, devemos encontrar o maior conjunto
de vértices tal que para quaisquer par de vértices desse conjunto, existe uma aresta
entre eles. Assim para o grafo em questao, temos que o clique méximo é apresentado
pela Figura 8.

Figura 7: Grafo de Exemplo 4

Figura 8: Clique do Grafo de Exemplo 4

2.2.1 Prova de NP-Completude

Segue abaixo um esbogo da prova de que o problema do clique é NP-Completo. A
partir da prova desse problema e de uma redugao do problema do clique ao problema
do conjunto de vértices independentes temos também a prova que o conjunto de
vértices independentes é NP-Completo também.

Dado um grafo nao orientado G = (V,E) e um valor inteiro k£ € 1,...,n, onde
n = |V, pergunta-se: G possui uma clique com k vértices:

e Teorema: CLIQUE € NP-completo.
1. CLIQUE esta NP.

12



2. SAT o, CLIQUE

— Defini¢ao: um grafo G = (V,E) é t-partido se o conjunto de vértices

pode ser particionado em t subconjuntos V1,V2, ... ,Vt tal que nao
existam arestas em E ligando dois vértices em um mesmo subconjunto
Vi, i€ (1,....0).

— Transformacao de uma instancia SAT em uma instancia clique: Seja
F = C1,C2,...,Cc uma férmula booleana nas variaveis x1,...,xv. Cons-
trua o grafo c-partido G = ((V1, V2, ... ,Vc);E) tal que:

* Em um subconjunto Vi existe um vértice associado a cada varia-
vel que aparece na cldusula Ci de F;

% A aresta (a,b) estdo em E se e somente se a e b estdo em subcon-
juntos distintos e, além disso, a e b nao representam simultane-
amente uma variavel e a sua negacao.

3. O ntmero de vértices de G é O(c.v) enquanto o nimero de arestas é
O(c*v?). Fazendo-se k = ¢, teremos construido uma instancia de clique
em tempo polinomial no tamanho da entrada de SAT.

4. E facil mostrar que a formula F é satisfeita por alguma atribuicdo de
variaveis se e somente se o grafo c-partido G tem uma clique de tamanho
c.

5. Exemplo da reducao: seja:
F = (ZL‘l + ) +fg).(fl + EQ + ZEg).(l‘l +53)

o grafo corresponde & instancia de clique é dada pela Figura 9:

Figura 9: Exemplo de Instancia de Clique

O problema do conjunto de vértices independentes maximo de um grafo pode ser
polinomialmente reduzido ao problema do clique e vice-versa. Em ambos os casos,
a reducao polinomial é baseada na inversao de aresta, ou seja, onde existe aresta
deixa de existir e onde nao existia aresta passa a existir.
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Na secao a seguir apresentamos um algoritmo que nos fornece a solucao 6tima
para problema do conjunto de vértices independentes de um grafo. Além disso,
através da transformacao polinomial descrita anteriormente, aplicamos o mesmo
algoritmo para o problema do clique maximo de um grafos

2.3 Aproximagao para Conjunto Vértices Independentes

Algoritmos aproximados encontram uma solu¢do com garantia de qualidade em
tempo polinomial. Segue abaixo uma prova de que nao existe uma aproximagao
absoluta para o problema do CLIQUE com complexidade polinomial a menos que
P = NP. A mesma prova pode ser aplicada ao problema do Conjunto de Vértices
Independentes. Essa prova é baseada na prova apresentada por Cid C. de Souza do
IC-UNICAMP. Primeiramente, vamos tomar a seguinte nomenclatura descrita na
Tabela 2

Tabela 2: Nomenclatura

Nome Descricao
P Problema NP-dificil
Algoritmo Aproximado
I Instancia do Problema
z*(I)  Valor Otimo da Instancia I
zH(I) Valor da Solugio obtida por H para a Instancia I

Dessa forma, temos que a Aproximacao Absoluta é dada pela seguinte equacao:

|2*(1) = 22| <k  para algum k€ 7Z, e para todo I

Teorema 2. Nao existe uma aprorimacado absoluta para CLIQUE com complexidade
polinomial a menos que P = NP.

Demonstra¢do. Suponha que P # NP e que existe um algoritmo polinomial H para
CLIQUE tal que |z*(I) — z(I)| < k € Z,. Seja G**! o grafo composto de k + 1
copias de G mais todas as arestas ligando pares de vértices em diferentes copias.

Figura 10: Exemplo
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Observacgao: se a é o tamanho da maior clique de G, entao a maior clique de
G*! tem a(k + 1) vértices.
Executando-se H para G**! tem-se que:

2GR = A (GHY) < k= 2 (GFTY) > (K +1)2°(G) — k

Se C é a clique encontrada por H em G*t!, existe uma copia de G tal que
C'=vVncC e |C'| >]|C|/(k+1). Logo:

X
(k+1)2*(G) — k :z*(G)—L
(k+1) k+1
Portanto, |C'| > 2*(G), ou seja, C’ é uma clique maxima de G. No entanto
isso é absurdo, logo a suposi¢ao inicial é falsa. Logo, ndo existe uma aproximacgao
absoluta para CLIQUE com complexidade polinomial a menos que P = NP. Por esse
mesmo método é possivel prova que nao existe essa aproximacao para o problema
do conjunto de vértices minimos. O

'] >

Além da prova apresentada acima, podemos citar Feige [18| e Safra [5] que
apresentam uma prova de que o problema do conjunto méximo de vértices inde-
pendentes nao pode se aproximado por um fator de QIOIgOilgolign, a menos que P=NP,
além do trabalho de Berman |[7] que argumentam que esse problema nao pode ser
aproximado com nada a menos que seja limitado por um n. No entanto, temos que
no trabalho apresentado por Ravi Boppana [8] mostra que para algumas classes de

n

grafo, a aproximacao do algoritmo apresentado é dada por O(W)’ COMO Veremos
mais adiante.

2.4 Solugao Otima

O algoritmo que implementamos que é capaz de obter a solucao 6tima para o pro-
blema de vértices independentes é baseado na técnica de enumeracao, ou seja, a
partir da enumeracao de todas as possibilidades que existem, verifica-se para cada
uma delas se ela é possivel e se a mesma é maior que maior solu¢cao encontrada até
aquele momento. Essa técnica também é vulgarmente conhecida como Forca Bruta,
pois avalia toda as possibilidades existentes.

No arquivo de entrada, temos na primeira linha o nimero de vértices do grafo
e nas linhas posteriores temos um par de nimeros (vértices) que representavam um
aresta entre eles. Como no exemplo abaixo que representa o grafo da Figura 6:

= =, O O O W,
S wWw NN WN

Primeiramente, é feita a leitura do arquivo e uma matriz de adjacéncia de tama-
nho (nimero de vértices) X (nimero de vértices) é criada. Nessa matriz armazena-
mos as arestas de cada vértice.
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Como os vértices sio representados por niimeros entre 0 e o (nimero de vértices -
1), utilizamos um ordenador lexicografico [46, 41], o qual gera todas as possibilidades
existentes de combinacgao entre esses vértices. Para cada uma dessas possibilidades,
verificamos se a mesma é uma solucao valida para o problema de vértices indepen-
dentes ou nao.

Essa verificacao é feita através de uma funcdo que, para cada par de vértices
contido na combinacao em questao, ou seja, na solucao candidata, se existe uma
aresta que os interconecta. Caso exista alguma aresta, abortamos a verificagdo e a
solucao candidata deixa de ser candidata e nao é mais considerada. Caso a funcao
de verificacao nao encontre nenhuma aresta que conecta nenhuma par de vértices
em questao, temos que o conjunto é uma solugao possivel. Como o objetivo do
programa é encontrar o maior conjunto de vértices independentes, verifica-se entao
se o tamanho da solucao encontrada é maior que a maior solu¢ao encontrada até
entdao. Caso a resposta seja afirmativa, a maior solucao passa a ser a solucao que
acabamos de encontrar e em caso negativo, descartamos a solug¢ao que acabamos de
encontrar. Isso é feito para todas as possiveis combinagoes e no final da execucao
temos a solucao 6tima para o problema. Um pseudo-cédigo para o problema é
apresentado a seguir:

void forca_bruta()
begin
tamanho_solucao_final = -1;
le_arquivo(matriz,Nvertices) ;
gera_todas_combinacoes(combinacaoes,Nvertices);
retorno = obtem_combinacao(combinacoes,solucao_possivel);
while (retorno>=0)
begin
valida = testaPossibilidade(solucao_possivel,tamanho_solucao);
if (valida){
if (tamanho_solucao>=tamanho_solucao_final){
solucao_final = solucao_possivel;
tamanho_solucao_final = tamanho_solucao;

}
}
retorno = obtem_combinacao(combinacoes,solucao_possivel);
end

imprime (sokucao_final,tamanho_solucao_final);
end

2.4.1 Avaliagao do Algoritmo

Toda a verificagao se o subfigure de vértices é ou nao uma solucao possivel é feita
para todas as combinacOes possiveis entre os vértices do grafo em questao. Nesse
caso, temos que o niimero de solugoes a serem avaliadas é 2", uma vez que o conjunto
poténcia de um conjunto é 2 elevado ao niimero de elementos do conjunto [44]. Assim
podemos dizer que a complexidade de tempo dessa solu¢ao implementada é O(2").

Fazendo uma avaliacao mais cuidadosa do algoritmo implementado, temos que
a fungdo que verifica se um determinado conjunto de vértices é ou nao uma solugao
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possivel, testa todos os pares possiveis do conjunto se existe uma aresta entre os
mesmos. No entanto a partir do momento em que ela encontra uma aresta, ela
aborta a restante da verificagdo. Assim, podemos dizer que, para | nosso algoritmo,
quanto mais arestas existirem no grafo, mais rapida é a execugao. Da mesma forma,
temos que um grafo completamente desconexo é o pior caso para nosso algoritmo.

Dessa forma, no intuito de verificar qual o maior problema que o algoritmo em
questao consegue resolver, criamos varios arquivos de entrada de grafos completa-
mente desconexos, ou seja, o conjunto de vértices independentes do grafo é o préprio
grafo, e executamos nosso programa variando o tamanho da entrada entre 1 e 30,
medindo o tempos de usuario para cada uma dessas entradas. O resultado desses
experimentos pode ser observado na Tabela 3.

Tabela 3: Relacao Tempo de Execucao pelo Tamanho do Grafo

Tamanho do Grafo Tempo Execucdo(s)

1 0.000000
) 0.000000
10 0.000000
11 0.000999
12 0.001999
13 0.002999
14 0.006998
15 0.014997
16 0.031995
17 0.066989
18 0.147977
19 0.315951
20 0.684895
21 1.471776
22 3.154520
23 6.836960
24 14.510794
25 30.921299
26 66.003965
27 140.545633
28 296.465930
29 634.406555
30 1341.287093

Foi feita uma aproximacdo desses dados com a curva f(x) = a®~° através de uma
regressao utilizando a ferramenta Gnuplot [17]. Dessa forma encontramos a fungdo
f(x) = 2.12125%7204233 " oy seja, comprovamos a complexidade de tempo O(27). O
grafico dos dados medidos e da curva encontrada pode ser observado na Figura 11
e em escala logaritmica na Figura 12, mostrando a convergéncia das mesmas, que é
praticamente perfeita.

Observando os resultados medidos através dos experimentos realizados, pode-
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mos perceber que ja para uma entrada de 30 vértices completamente desconexos,
nosso algoritmo executou em aproximadamente 1402s, o que corresponde a 23 mi-
nutos aproximadamente, mas no que no entanto era esperado, dada a ordem de
Dessa forma, utilizando a funcao obtida através da re-
gressao dos dados medidos(f(x) = 2.12125°720-4233) " temos que o tempo gasto para
que o algoritmo em questao processe um grafo com um tamanho 10 vezes maior,
ou seja, 300 vértices, seria de aproximadamente 2.77238260356273¢ + 91s, ou seja,

complexidade calculada

12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
NUmero de Vértices do Grafo

8.84938081073336e+-83 anos!!!

18



2.4.2 Exemplo de Funcionamento

Para mostrar o funcionamento correto do algoritmo que implementamos,apresentamos
abaixo dois exemplos de grafos e o resultado obtido executando o algoritmo sobre

esses dois grafos.
O primeiro deles é o proprio grafo dado de exemplo na questdao, mostrado na

Figura 13.

Figura 13: Grafo para Teste

Para esse grafo, obtivemos a seguinte resposta do algoritmo:

0 No maximo de Nvertices independentes & 3.
S80 eles: 2 3 4

O segundo deles é uma versao do grafo dado de exemplo na questdao s6 que
completamente conectado, mostrado na Figura 14.

Figura 14: Grafo Completo

Para esse grafo, obtivemos a seguinte resposta do algoritmo:

0 No médximo de vértices independentes & 1.
S8o0 eles: O
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2.5 Redugao Polinomial ao Problema do Clique

O problema do conjunto de vértices independentes méximo de um grafo pode ser
polinomialmente reduzido ao problema do clique. Essa reducao é feita por meio da
inversdao da arestas, ou seja, onde existe aresta no grafo, a mesma deixa de existir e
onde nao existe aresta, a mesma passa a existir. Em nossa implementacao, criamos
uma fun¢do que inverte toda a matriz de adjacéncia e para executar o algoritmo
para resolver o problema do clique, basta na linha de execugao passar o parametro
-c¢. Um pseudo-codigo para esse algoritmo pode ser visto abaixo:

void forca_bruta()
begin
tamanho_solucao_final = -1;
le_arquivo(matriz,Nvertices);
inverte_matriz(matriz,Nvertices);
gera_todas_combinacoes(combinacaoes,Nvertices) ;
retorno = obtem_combinacao(combinacoes,solucao_possivel);
while (retorno>=0)
begin
valida = testaPossibilidade(solucao_possivel,tamanho_solucao);
if (valida){
if (tamanho_solucao>=tamanho_solucao_final){
solucao_final = solucao_possivel;
tamanho_solucao_final = tamanho_solucao;

}
retorno = obtem_combinacao (combinacoes,solucao_possivel);
end

imprime (sokucao_final,tamanho_solucao_final) ;
end

Assim, feita essa reducao, ao aplicarmos nosso algoritmo, a saida do mesmo é
o conjunto de vértices que forma o maior clique do grafo. Nesse caso, retomando
a avaliagao cuidadosa que fizemos do algoritmo implementado, temos que a funcao
que verifica se um determinado conjunto de vértices é ou nao uma solugao possivel,
testa todos os pares possiveis do conjunto se existe uma aresta entre os mesmos. No
entanto a partir do momento em que ela encontra uma aresta, ela aborta a restante
da verificacao. Assim, podemos dizer que, para nosso algoritmo resolva o problema
do clique, quanto mais arestas existirem no grafo, como faremos a transformagao
polinomial invertendo as arestas, mais lenta é a execucao. Da mesma forma, temos
que um grafo completamente desconexo é o melhor caso para aplicacdo do nosso
algoritmo com a reducao polinomial, o que é bastante coerente com a analise j4 feita
anteriormente.

Assim temos que toda a analise de complexidade de tempo apresentada na se-
¢ao 2.4.1 para o nosso algoritmo que calcula o conjunto de vértices independentes
é valida para o uso do mesmo para o calculo do clique méximo do grafo. A tnica
diferenca é que ao invés de utilizarmos vértices completamente desconexos, devemos

20



utilizar grafos completamente conexos para calcular o maior problema de clique que
o algoritmo consegue resolver.

2.5.1 Exemplo de Funcionamento

Para mostrar o funcionamento correto do algoritmo que implementamos para o
problema do clique, apresentamos abaixo dois exemplos de grafos e o resultado
obtido executando o algoritmo sobre esses dois grafos.

O primeiro deles é o proprio grafo dado de exemplo na questao, mostrado na
Figura 15.

Figura 15: Grafo para Teste

Para esse grafo, obtivemos a seguinte resposta do algoritmo:

0 tamanho do clique & 2.
Sdo os vértices: 0 2

O segundo deles é uma versdao do grafo dado de exemplo na questdao s6 que
completamente conectado, mostrado na Figura 20.

Figura 16: Grafo Completo

Para esse grafo, obtivemos a seguinte resposta do algoritmo:

0 tamanho do clique & 5.
Sd0 os vértices: 01 2 3 4
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2.5.2 Algumas Consideragoes

A solucao apresentada para obter a solucao 6tima para o problema do conjunto
de vértices independentes, assim como para o problema do clique méaximo de um
grafo(através da reducdo polinomial) é uma solugdo bastante simples e conseqiien-
temente nao eficiente. Temos que algumas podas poderiam ser feitas pelo algoritmo
a medida em que determinados subconjuntos fosse tidos como nao pertencentes a
solucao final. No entanto optamos por essa implementacao para mostrar a natureza
exponencial do problema e suas consequéncias. Assim, a seguir apresentamos um
algoritmo que gera a solugao 6tima para tais problemas em tempo médio de execu-
¢ao bem melhor que o apresentado, apesar de manter a caracteristica exponencial,
ou sejam no pior caso ainda ser O(2").

2.6 Uma Solucao Otima Alternativa

Como o algoritmo que obtém a solugao 6tima implementado se mostrou bastante
inficiente em relagao ao tempo de execucao, foi elaborado juntamente com o aluno
Bruno Rocha Coutinho, uma solu¢ao alternativa que também obtém a solucao 6tima
que no pior caso também é O(2"), mas que na pratica consegue ser bem melhor.
Esse algoritmo é baseada em um algoritmo de mineracao de dados que procura
itemsets frequentes em base de dados, o GenMax [21|. A idéia de implementagao
desse algoritmo surgiu gracas a experiéncia de ambos os alunos com técnicas de
mineracao de dados de onde foi possivel modelar o problema em questao para um
problema de mineracao de dados.

Dada uma base de transacaoes 7' = {t1 ,ts,...,t,}, como o registro de compras
de uma loja de conveniéncia, por exemplo, deseja-se determinar conjuntos de produ-
tos que sd3o muitas vezes comprados juntos, pois nesse caso a compra de um produto
pode implicar na compra de outros. Assim temos que um itemsets € um conjunto
I = {iy,is,...,ix} de k itens distintos, o qual é considerado freqiiente se aparece
na base pelo menos m vezes, onde m é uma constante arbitraria. Esse itemset é
considerado maximal, se nao existe itemset freqiiente que o contenha.

O genMax é um algoritmo baseado em backtrack para minerar os itemsets ma-
ximais de uma lista de transagoes, o qual utiliza varias otimizacoes para podar o
espaco de busca e assim reduzir consideravelmente o tempo de execucao.

As propriedade para ambos os problemas sao muito parecidas: Se um conjunto
atende a restrigdo (é frequente no caso dos) itemsets maximais, todos os seus sub-
conjuntos devem atender a restricao, j4 no problema do maior conjunto de vértices
independentes, a restricao é que todos os vértices do conjunto nao devem se conec-
tar. Dados um conjunto C' de vértices onde nenhum dos seus elementos se conectam,
se retirarmos qualquer elemento de C' os vértices continuarao nao se conectando; Se
um conjunto C' nao atende & restricao, todos os conjuntos que contém C' também
nao atendem 4 restricao, se um conjuto possui 2 vértices que se conectam, ele nao
atende a restricao de que todos os vértices nao podem se conectar e nao importa
quantos vértices adicionemos ao conjunto, ele continuard a ter pelomenos 2 vértices
que se conectam.

Assim, em nosso caso, queremos encontrar o maior conjunto maximal de vértices
independentes. Assim a adaptacdo do GenMax para o nosso problema consiste
basicamente em alterar a funcdo que verifica se um determinado itemset é frequente
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em uma base de dados para que a mesma verifique se existe uma aresta entre os
membros de cada conjunto maximal encontrado na matriz de adjacéncia.

Apesar de elaborarmos juntos a solugao utilizando o GenMax e realizar parte
da implementacao juntos desse problema, o aluno Bruno Rocha Coutinho foi quem
finalizou a implementacao, assim nao entraremos e maiores detalhes da implementa-
¢ao desse algoritmo nessa documentagao. No entanto, como os tempos de execugao
para o forca bruta implementado foi muito ruim, utilizamos esse algoritmo para
gerar resultados que pudessem ser comparados com as demais implementagoes rea-
lizadas nesse trabalho, tanto em questao de tempo de execucao quanto em questao
da solugao 6tima obtida por ele.

2.6.1 Resultados Experimentais

Apenas como uma ilustracdao do quao bom esse algoritmo pode ser se comparado com
um algoritmo de for¢ca bruta, apresentamos a seguir alguns graficos que comparam
o tempo de execugao de ambos para conjunto de grafos de caracteristicas diferentes.
Foram gerados grafos aleatorios com grau de conectividade variando entre 1 e 3 e
a quantidade de vértices variando entre 10 e 70. Para cada um desses grafos foram
feitas 5 execucoes e o tempo de execucao final foi feito com base na média dos tempos
de execucgao encontrados em cada uma das execucoes.

No grafico da Figura 17 apresentamos os resultados de tempo de execucao para
grafos com conectividade 1.
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Figura 17: Tempo de Execucao - Forca Bruta x GenMax

No grafico da Figura 18 apresentamos os resultados de tempo de execucao para
grafos com conectividade 2 e por fim no grafico da Figura 19 apresentamos os resul-
tados de tempo de execugao para grafos com conectividade 3.

Em todos os graficos apresentados acima podemos perceber que o tempo de
execucao do algoritmo GenMax foi bem melhor do que o algoritmo forca bruta,
mesmo ambos tendo complexidade O(2"). Isso acontece porque o algoritmo GenMax
aplica varias podas durante seu processamento, o que, como podemos ver, melhora
significativamente o tempo de execugao. Outro fato interessante de se observar,
que ambos algoritmo apresentam um a melhora a medida em que aumentamos a
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Figura 18: Tempo de Execucao - For¢ca Bruta x GenMax
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Figura 19: Tempo de Execucao - Forca Bruta x GenMax

conectividade dos grafos. No algoritmo de forca bruto, isso é explicado pelo fato de
que, na avaliacao de uma solucao se a mesma é ou nao valida, assim que a funcao
encontra uma aresta, ela ja retorna sem analisar o restante do conjunto, e como em
grafos mais conectados a quantidade de arestas ¢ maior, faz com que a probabilidade
de se encontrar uma aresta em um conjunto qualquer seja maior, e com nao é preciso
fazer a verificacdo para os demais. Ja para o algoritmo GenMax essa melhora se deve
ao fato que o mesmo possui varias podas e a prpbabilidade de uma poda acontecer
aumenta a medida que a conectividade do grafo aumenta, pois mais arestas teremos.

2.7 Alguns Algoritmos Interessantes Descritos na Literatura

O problema do conjunto maximo de vértices independentes, assim como o problema,
do maior clique e de coloracao de grafo sao problemas ja bastante estudados na
literatura. No intuito de entender melhor o problema e as diversas solucoes de
heuristicas propostas, apresentamos nessa alguns dos principais artigos nessa area. A
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partir desse estudo, selecionamos algumas que forma implementadas nesse trabalho.

No artigo [10] os autores apresentam dois algoritmos baseados em backtracking
que utilizando técnicas de branchand-bound para podar aquelas solugoes parciais
que nao levar a um clique. A primeira versao é uma implementacao direta de um
algoritmo bésico do problema. Esta implementacdo foi utilizada para ilustrar o
método utilizado, o qual gera cliques em ordem lexicografica. A segunda versao
é derivada da primeira e gera primeiramente grandes cliques e entao fera cliques
seqliencialmente tendo uma larga intersecgao.

O artigo |9] descreve métodos heuristicos novos e eficientes para coloragdo de
grafos baseados em comparacao de grau e estrutura de grafos. Um método desenvol-
vido para grafos bipartidos ¢ uma importante parte para os procedimento heuristicos
para encontrar o clique méximo em grafos gerais. Além desse, existem outros di-
versos trabalhos sobre coloragao de grafos que podem muito bem ser adaptados ao
problema do conjunto maximo de vértices independentes como [34, 4, 29, 28]

Em [8] os autores apresentam uma heuristica baseada em recursio para resolver
o problema do méaximo conjunto de vértices independentes. Primeiramente, para o
grafico todo, escolhe-se um pivo aleatoriamente e a partir do mesmo seleciona-se to-
dos os vizinhos e nao vizinhos do mesmo e isso é feito recursivamente para esses dois
novos conjuntos até que nao existam mais aresta no grafo. Cada chamada recursiva
retorna o clique méximo encontrado e o conjunto de vértices independentes maximo
encontrado. A partir desses resultado, escolhe-se qual retornou o maior clique e
o maior conjunto independente e retorna para a chamada anterior, até que todas
as chamados seja retornadas e tem-se entao o conjunto de vértices independentes
méaximo. Além disso, os autores sugerem a aplicagao de uma customizagao, baseada
na remocao de cliques para se obter uma resposta ainda melhor.

Em [12] os autores propoem uma heuristica para o problema do do méximo con-
junto de vértices independentes que utiliza resultados para o problema da funcao
de otimizacdo quadrética sobre esferas. Essa proposta mostrou-se bastante efici-
ente através de experimentos executados com os benchmarks do DIMACS. Em [45]
os autores apresenta um método baseado em branch-and-price (B&P) para resol-
ver o problema de conjunto independente de vértices de peso méaximo (MWISP).
Nesse método o grafo e particionado em conjunto menores nos quais o problema
do (MWISP) é mais facil de se resolver O resultados desses sub-grafos sdo repas-
sados para um arcabou¢o B&P que resolve o problema original do (MWISP). Os
resultados desse artigos sao bastante interessantes para grafos esparsos

Em [39] sdo apresentados diversas heuristicas para o problema do conjunto ma-
ximo de vértices independentes e para o problema do maior clique. Nesse artigo
encontramos algumas sugestoes utilizando algoritmos gulosos como [26]. Encon-
tramos também algumas propostas de heuristicas de busca local, além de varios
exemplos de heuristicas mais avancadas como Simulated Anealing, redes neurais,
algoritmos genéticos [6], entre outros.

Dessa forma, optamos pela implementacao de trés heuristicas diferentes: uma
implementacgao gulosa, baseada na escolha da melhor solucao do momento; a heuris-
ticas apresentada por [8], brevemente acima; e por uma heuristica mais avancada
que utiliza algoritmos genéticos. Cada uma dessas heuristicas ¢ apresentada abaixo,
além da avaliacao das mesmas.
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2.8 Solucao Gulosa

Nesta se¢ao apresentamos o algoritmo que implementamos que se baseia na melhor
solucao no momento, ou seja, podemos dizer que se trata de uma heuristica gulosa.
Assim como no algoritmo de solucao 6tima, primeiramente é feita a leitura do arquivo
de entrada que contém o grafo. Nesse arquivo de entrada, temos na primeira linha
o nimero de vértices do grafo e nas linhas posteriores temos um par de ntimeros
(vértices) que representavam um aresta entre eles. Assim é feita a leitura do arquivo
e uma matriz de adjacéncia de tamanho (namero de vértices) X (nimero de vértices)
é criada. Nessa matriz armazenamos as arestas de cada vértice.

Feita a leitura do grafo e armazenada a matriz de adjacéncia, o préoximo passo
do algoritmo é ordenar os vértices de acordo com a quantidade de arestas que o
mesmo possui, ou seja, realizamos uma ordenagao do vértice menos conectado para
o vértice mais conectado. Para realizar essa ordenagao utilizamos o um algoritmo de
ordenagdo de menor ordem de complexidade, o Heapsort 48|, cujo comportamento
é O(nlogn).

3 3 2 2 2
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Numero de Arestas

2 3 4 (1] 1
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2 3 3

4
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\ / N\ /
2 3 0 1
2 2 2 3 3
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Nao ha nada o que remover
Seleciona proxima aresta
\ / N\ /
4 o 1
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Figura 20: Funcionamento Guloso

Nesse caso, criamos uma estrutura denominada [ltem que contém a quantidade
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de arestas do vértice e o niimero do proprio vértice. Essa estrutura contendo todos
os vértices do grafo é passada para o procedimento de ordenagao Heapsort, que faz
a ordenacao pela quantidade de arestas.

Feita a ordenacao dos vértices, o vértice menos conectado é inserido na solucao
final do problema e todos os vértices que possuem alguma aresta com esse vértice
sao descartados pelo algoritmo a partir desse momento. O préximo vértice menos
conectado e que nao foi descartado é entao inserido na solucao final do problema.
Novamente todos os vértices que possuem alguma aresta com esse vértice sao des-
cartados pelo algoritmo a partir desse momento. Isso é feito repetidas vezes até
que nao exista mais nenhum vértice possivel de ser inserido na solugao final. Na
Figura 20 podemos ver um diagrama de funcionamento do nosso algoritmo guloso
para o grafo da Figura 15 e abaixo segue um pseudo-c6digo para o mesmo.

void vertices_independentes_guloso()
begin
Item **matriz_adjacencia;
File x*arq;
Item *Vetor;
int *solucao
int 1 = 0;
int vertice = 0;
leitura_arquivo_entrada(arq,matriz_adjacencia) ;
Conta_arestas_por_vertice(matriz_adjacencia,Vetor) ;
Heapsort(Vetor) ;
vertice = Obtem_proximo_vertice_menos conectado(Vertor);

while(vertice>=0)

begin
solucao[i] = vertice;
Remove_vertices_adjacentes(vertice,Vetor);
it++;

vertice = Obtem_proximo_vertice_menos conectado(Vertor);

end
imprime (Vetor) ;

end

2.8.1 Avaliagcao do Algoritmo

Analisando o pseudo-codigo apresentado acima para nosso algoritmo guloso temos
que a funcao que conta o numero de arestas por vértice varre toda a matriz de
adjacéncia para contabilizar a quantidade de arestas, dessa forma é um procedimento
com complexidade O(n?). Temos que o Heapsort possui ordem de complexidade
O(nlogn) como apresentado em [48].

Além desses dois procedimentos, temos a funcao que obtém o proximo vértice
menos conectado e a fun¢ao que remove todos os vertices adjacentes a um deter-
minado vértice. Na fun¢ao que obtém o o préoximo vértice menos conectado é feita
uma procura pelos N vértices do grafo pelo de menor niimero de arestas que ainda
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nao foi inserido na solucao, assim, no pior caso temos que esse procedimento tem
complexidade O(n). Na fun¢do que remove os vértices adjacentes, no pior caso tam-
bém percorre todos os N vértices verificando se 0 mesmo possui ou nao aresta com
o vértice em questao, dessa forma esse procedimento também possui complexidade
O(n). Ambos os procedimentos estdo inseridos em uma estrutura de repetigio a
qual, no pior caso (um grafo completamente desconexo), pode executada N vezes,
onde N é o niimero de vértices do grafo. Dessa forma, temos que esse loop tem uma
complexidade de O(n?) + O(n?), o que é portanto O(n?).
Assim, temos que a complexidade do nosso algoritmo é dada por:

MAX(0(n?),0(nlogn),0(n?))

Ou seja, O(n?). Dessa forma, no intuito de verificar a ordem de complexidade
de tempo do algoritmo em questao, criamos varios arquivos de entrada de grafos
completamente desconexos, ou seja, o conjunto de vértices independentes do grafo
é o proprio grafo, e executamos nosso programa variando o tamanho da entrada
entre 10 e 10000, medindo o tempos de usuério para cada uma dessas entradas. O
resultado desses experimentos pode ser observado na Tabela 4. Os grafos escolhidos
foram desconexos pois, para o algoritmo em questdo, representa a pior tipo de
entrada possivel, pois todos os vértices serao sempre avaliados a cada momento.
Foi feita uma aproximagao desses dados com a curva f(z) = a(x?) através de
uma regressao utilizando a ferramenta Gnuplot [17]. Dessa forma encontramos a
funcao f(z) = 8.17596¢ — 09(z?), ou seja, comprovamos a complexidade de tempo
O(n?). O gréfico dos dados medidos e da curva encontrada pode ser observado na
Figura 30 mostrando a convergéncia das mesmas, que é praticamente perfeita.

Tempo Execucédo Guloso

0.9
0.8
0.7
0.6
05
04
03
0.2

Medidos -
Calculado

Tempo Execucao(s)

O e
10 100 1000 10000
log(NUumero de Vértices)

Figura 21: Analise Complexidade de Tempo - Guloso
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Tabela 4: Relacao Tempo de Execucao pelo Tamanho do Grafo - Solu¢ao Gulosa

Tamanho do Grafo Tempo Execucao(s)

10 0.000999
20 0.000000
30 0.000999
40 0.000000
a0 0.000999
60 0.000999
70 0.000000
80 0.000000
90 0.000000
100 0.000000
150 0.000999

200 0.000000
300 0.000000
400 0.000999
200 0.000999
600 0.002999
700 0.003999
800 0.005999
900 0.006998
1000 0.008998
2000 0.030995
3000 0.074988
4000 0.133979
2000 0.205968
6000 0.299954
7000 0.409937
8000 0.513921
9000 0.664898
10000 0.813876

2.8.2 Exemplo de Funcionamento

Para mostrar o funcionamento correto do algoritmo que implementamos,apresentamos
abaixo dois exemplos de grafos e o resultado obtido executando o algoritmo sobre
esses dois grafos.

O primeiro deles é o proprio grafo dado de exemplo na questdao, mostrado na
Figura 13. Para esse grafo, obtivemos a seguinte resposta do algoritmo:

0 No madximo de vertices independentes & 3.
S&o0 eles: 2 3 4

O segundo deles é uma versao do grafo dado de exemplo na questao s6 que
completamente conectado, mostrado na Figura 14. Para esse grafo, obtivemos a
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seguinte resposta do algoritmo:

0 No méximo de vertices independentes & 1.
S&o eles: 0

2.8.3 Avaliacao das Solucgoes

Nessa secao apresentamos uma avaliacdo da qualidade das resposta obtidas exe-
cutando nosso algoritmo guloso para o problema do conjunto maximo de vértices
independentes. Para esse algoritmo nao encontramos uma aproximagao analitica
que nos desce o quao proxima as solugoes encontradas pelo mesmo esta da solucao
6tima, no entanto, como apresentado na secao 2.3, sabemos que a mesma nao pode
ser um fator de 2%, caso contrario P=NP. Além disso, temos que encontrar
pode uma tarefa extremamente complicada, uma vez em [7]| argumenta-se que esse
problema nao pode ser aproximado com nada a menos que seja limitado por um n.

Dessa forma, apresentamos a qualidade das respostas do algoritmo guloso medi-
das empiricamente. Para isso, foram gerados grafos aleatorios com grau de conecti-
vidade variando entre 1 e 3 e a quantidade de vértices variando entre 10 e 70. Para
cada um desses grafos foram feitas 5 execucoes e a solugao final foi feita com base
na média das solugoes encontradas em cada uma das execugoes.

O primeiro desses resultados pode ser observado no grafico na Figura 22 onde
apresentamos a qualidade das solugoes para os grafos de conectividade 1. Para as
medicoes realizadas temos que a qualidade da respostas obtidas pela solucao gulosa
nunca foi inferior a 90%, mesmo assim nada podemos afirmar com relagdo a sua
aproximagao, no entanto mostra que o mesmo possui uma qualidade muito boa
de suas solugoes para grafos com conectividade baixa e que pode ser explicada pela
forma com que o algoritmo trabalha. O algoritmo ordena os vértices pela quantidade
de arestas que o mesmo possui e sempre coloca na solu¢cdo os menos conectados,
e como a quantidade de arestas por vértice ¢ muito préxima, a tendéncia é que
tenhamos uma boa solucao.
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Figura 22: Qualidade da Solucao - Guloso
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No grafico da Figura 23 apresentamos a qualidade das solugbes para os grafos
de conectividade 2. Para as medicoes realizadas temos que a qualidade da respostas
obtidas pela solucao gulosa nunca foi inferior a 85%, mesmo assim nada podemos
afirmar com relacdo a sua aproximacao. Apesar da qualidade das soluces obtidas
pelo algoritmo para essa classe de grafos também se mostram muito boas, se com-
pararmos com a qualidade apresentadas para grafos de conectividade 1, observamos
um pequeno declinio. Mais uma vez isso pode ser explicado pelo funcionamento do
algoritmo. O algoritmo ordena os vértices pela quantidade de arestas que o mesmo
possui e sempre coloca na solugao os menos conectados, e como a quantidade de
arestas por vértice é muito proxima e, nesse caso, comec¢a a aumentar, a tendéncia
é que tenhamos uma solugao nao tao boa.
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Figura 23: Qualidade da Solucao - Guloso
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Por fim, no grafico da Figura 24 apresentamos a qualidade das solucoes para os
grafos de conectividade 3. Para as medi¢oes realizadas temos que a qualidade da
respostas obtidas pela solu¢ao gulosa nunca foi inferior a 80%, mesmo assim nada
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podemos afirmar com relacdo a sua aproximacgao. Apesar da qualidade das solugoes
obtidas pelo algoritmo para essa classe de grafos também se mostram muito boas,
se compararmos com as qualidades apresentadas para grafos de conectividade 1 e 2,
novamente observamos um pequeno declinio. Mais uma vez isso pode ser explicado
pelo funcionamento do algoritmo. O algoritmo ordena os vértices pela quantidade
de arestas que o mesmo possui e sempre coloca na solu¢do os menos conectados, e
como a quantidade de arestas por vértice é muito proxima e, nesse caso, comeca a
aumentar, a tendéncia é que tenhamos uma solucao nao tao boa.

2.9 Algoritmo por Remocgao de Cliques

Nessa se¢do apresentamos nossa implementagdo da solugdo proposta por [8]. Essa
uma heuristica que utiliza recursao para resolver o problema do méaximo conjunto
de vértices independentes. Essa heuristica se baseia em uma estratégia gulosa. Es-
colhendo um vértices qualquer v para fazer parte da nossa solucao. O restante da
solugao deve entao ser preenchida com o conjunto dos vértices nao-vizinhos de v
(N(v)). Especificando esse resultado formalmente temos:

Escolha v € V(G)
I(G) «— vUI(N(v))

Essa solugao é bastante atraente pois encontra de forma bastante rapida a so-
lugao para o problema. No entanto, se desconsiderassemos o vértice v, poderiamos
encontrar uma outra solucao com mais vértices que a encontrada. Além disso, se a
escolha desse pivo for feita de forma equivocada, ou seja, escolhéssemos um vértice
muito conectado, obteriamos um conjunto de vértices independentes muito pequeno,
ou seja, temos uma solu¢ao muito ruim no pior caso.

Dessa forma, vamos tomar uma nova regra para obtermos o conjunto indepen-
dente. Como anteriormente, escolhemos um vértice construimos o conjunto dos
vértices nao-vizinhos a esse pivd. Mas ao mesmo tempos construimos o conjunto
de vértices vizinhos a esse pivo e entao escolhemos aquele que obtiver o melhor re-
sultado. Da mesma forma, essas regras se aplicam a conjunto clique. Assim temos
mais formalmente:

Escolha v € V(G)
I(G) +— MAX(vUI(N(v)),I(N(v)))
C(G) «— MAX(vUC(N(v)),C(N(v)))

Assim temos como resultado para essas definigoes o seguinte algoritmo:
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solucao GeraSolucao(G)
begin
se vazio(G) {
retorna (vazio,vazio);
}
EscolhaVertice(G);
V = Vizinhos(G,v);
Nv = Nvizihos(G,v);
(C1,I1) = GeraSolucao(V);
(C2,I2) = GeraSolucao(Nv);
retorna(MAX((C1 uniao v),C2),MAX((I2 uniao v),I1));
end

Observando o algoritmo, temos que primeiramente, para o grafico todo, escolhe-
se um pivod aleatoriamente e a partir do mesmo seleciona-se todos os vizinhos e
nao vizinhos do mesmo e a a funcdo é chamada recursivamente para esses dois
novos conjuntos até que nao existam mais aresta no grafo. Cada chamada recursiva
retorna o clique maximo encontrado e o conjunto de vértices independentes méximo
encontrado. A partir desses resultado, escolhe-se qual retornou o maior clique e
o maior conjunto independente e retorna para a chamada anterior, até que todas
as chamados seja retornadas e tem-se entao o conjunto de vértices independentes
mAaximo.

Sobre esse algoritmo, existe ainda uma customizacao que pode ser feita baseada
na remocao de cliques para se obter uma resposta ainda melhor para o conjunto
méximo de vértices independentes. Isso é feito sobre o principio de que cada conjunto
de vértices independentes e o conjunto dos vértices do clique possuem no maximo
um vértice em comum. Assim, de forma interativa, a funcao GeraSolucao é chamada
varias vezes, e para cada nova chamada da fun¢ao, removemos do grafo a ser passado
para a funcao todos os vértices encontrados no conjunto clique anterior. Isso é feito
até que todos os vértices do grafo seja removido. A cada iteragao, verifica-se se o
conjunto encontrado é maior que o maior conjunto até aquele momento, em caso
afirmativo o mesmo é substituido. Segue abaixo um pseudo-c6digo para essa solucao,
utilizando o c6digo ja apresentado acima.

Remove_Clique(G)
begin
conjunto_maximo = vazio;
enquanto(!vazio(G)) faca
begin
(C,I) = GeraSolucao(G);
se (I > conjunto_maximo){
conjunto_maximo = I;
}
RetiraClique(C,G);
end
end
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2.9.1 Avaliagao do Algoritmo

Para realizar a avaliagao de complexidade dessa solugao implementada, vamos pri-
meiramente analisar a complexidade da funcao que gera solucao, ou seja, o algo-
ritmo de Ramsey. Nessa funcao, temos duas chamadas recursivas, uma para o
conjunto de vértices vizinhos do pivo escolhido e uma para o conjunto de vértices
nao vizinhos. Dessa forma, temos que uma delas ird percorrer até todas as ares-
tas e a outra poderd percorrer até todos os vértices. Isso nos da uma ordem de
complexidade de O(|E]|) + O(|V|), onde E sao as arestas do grafico e V' os vér-
tices do mesmo. Como a nimero de arestas na grande maioria dos casos é bem
maior que o de arestas, temos que O(|F|) domina assintoticamente a funcao, te-
mos assim uma complexidade para o algoritmo de Ramsey de O(|E|), coerente
como a complexidade para o mesmo algoritmo apresentado em [38]. Em nossa
implementacao, funcao de Ramsey, ou GeraSolucao, possui vérias atribuicoes, cada
uma delas O(1). Nessa mesma func¢do, no entanto, temos oito loops de intera-
¢ao, dois para obter os conjuntos de vizinhos e nao vizinhos, quatro para obter
a quantidade de vértices independentes e no clique de cada sub-solucao e dois lo-
ops onde sao feitas as copias das melhores solugoes. Cada uma dessas iteragoes
tem complexidade O(V'), assim a complexidade dessa funcao para cada iteracao é
MAXOWV)+O0(V)+0(V)+0(V)+0(V)+0(V)+0O(V)+ O(V)) que nos da
uma complexidade de O(V'). Como essa fungio é chamada recursivamente | E| vezes,
temos a complexidade total para o algoritmo de Ramsey implementado é dada por
O(|E|.|V|) em nossa implementagao.

Analisando agora o procedimento de remocao de clique, temos que a cada iteracao
um clique é removido do grafo, até que o todos os vértices do grafo sejam removidos.
Por [38] temos que o niimero de cliques que sao removidos durante todas as iteragoes
é dada por nlogn, como para cada uma dessas remocoes o algoritmo de ramsey é
executado temos a complexidade O(|F|.nlogn). Como em nossa implementagao
temos que o algoritmo de Ramsey tem complexidade igual a O(|E|.|V|) devido a
copia das sub-solucoes, temos que a complexidade final do algoritmo de remocao de
clique &€ O(|F|.|V|.nlogn) para nossa implementagao.

Seguindo o mesmo raciocino acima descrito, como andlise, vamos tomar um caso
extremo como um grafo completamente desconectado. No caso de um grafo com-
pletamente desconectado, o conjunto de vértices nao vizinhos de um pivo qualquer,
escolhido aleatoriamente, sera o restante do grafo e o conjunto de vizinhos sera vazio.
Dessa forma, a cada chamada recursiva, apenas um vértice serd removido para a pro-
xima chamada, nesse caso teremos V' chamadas recursivas para a funcao de Ramsey
e como cada chamada tem um custo V, temos nesse caso uma complexidade O(V?).
Feita a anélise do algoritmo de Ramsey, vamos analisar agora o algoritmo de remo-
cao de cliques que utiliza a funcao de Ramsey. Continuando o caso extremo acima
de um grafo completamente desconectados, temos que a cada iteracao, apenas um
vértice serd removido do grafo, uma vez que o tamanho méximo de um clique para
um grafo completamente conectado é 1. Nesse caso serdao necessarias V iteragoes.
Como o algoritmo de Ramsey possui uma complexidade de O(V?) e o mesmo é exe-
cutado V' vezes, temos assim nesse caso uma complexidade de O(V?), que domina
O(|E|.|V|.nlogn).

Dessa forma, no intuito de verificar a ordem de complexidade de tempo do al-
goritmo em questao para esse caso extremo, criamos varios arquivos de entrada de
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grafos completamente desconexos, ou seja, o conjunto de vértices independentes do
grafo é o proprio grafo, e executamos nosso programa variando o tamanho da en-
trada entre 10 e 10000, medindo o tempos de usuério para cada uma dessas entradas.
O resultado desses experimentos pode ser observado na Tabela 5.

Tabela 5: Relacao Tempo de Execu¢ao pelo Tamanho do Grafo - Ramsey(Remocao

de Clique)

Tamanho do Grafo

Tempo Execugao(s)

10
20
30
40
a0
60
70
80
90
100

200
300
400
500
600
700
800
900
1000

0.000000
0.000999
0.000999
0.002999
0.003999
0.007998
0.011998
0.016997
0.022996
0.028995
0.194970
0.644901
1.529767
3.025540
5.315191
8.436717
12.577087
17.919275
24.624256

Foi feita uma aproximagao desses dados com a curva f(z) = a(z®) através de
uma regressao utilizando a ferramenta Gnuplot [17]. Dessa forma encontramos a
fungio f(z) = 2.45975e — 08(x?), ou seja, comprovamos a complexidade de tempo
O(n?). O gréfico dos dados medidos e da curva encontrada pode ser observado na
Figura 25 mostrando a convergéncia das mesmas, que é praticamente perfeita.
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Figura 25: Analise Complexidade de Tempo - Ramsey(Remogao de Clique)

2.9.2 Aproximacgao do Algoritmo

Utilizando a teoria de Ramsey [47], Boppana and Halldérsson em [8] mostram que
para o clique C e o conjunto independente I retornados pelo Ramsey(G) temos que
|C|./I| > +(logn)?. Este limite por si s6 ndo garante um tamanho minimo para |I|
uma vez que |C| pode ser bem grande. A proposta do algoritmos de exclusido de
sub-grafo é feita para modificar o grafo uma vez que, |C| pode ser muito pequeno.
Isto é obtido pela chamada repetida de Ramsey e excluindo (removendo) o clique
retornado.

O conjunto independente pode perder no miximo um vértice a cada iteragao,
isto porque o clique e o conjunto independente podem compartilhar no méximo um
vértice. Se o grafo possui um conjunto suficientemente de vértices independentes,
uma fracao constante do grafo serda mantida se todos os vértices do clique de um
certo tamanho minimo k£ sdo excluidos. Se o algoritmo de Ramsey é executado
no grafo resultante, o tamanho de C' serd no maximo k. Isto implica que o limite
inferior sera || > %. Se 0 maior conjunto independente é pequeno, o desempe-
nho desse algoritmo sera muito bom. O resultado dessa analise é um garantido de

O((logLn)Q). Maiores detalhes sobre como obter a aproximacao aqui mostrada pode
ser encontrada em [8, 25|

2.9.3 Exemplo de Funcionamento

Para mostrar o funcionamento correto do algoritmo que implementamos,apresentamos
abaixo dois exemplos de grafos e o resultado obtido executando o algoritmo sobre
esses dois grafos.

O primeiro deles é o proprio grafo dado de exemplo na questao, mostrado na
Figura 13. Para esse grafo, obtivemos a seguinte resposta do algoritmo:

0 No maximo de vertices independentes & 3.
S80 eles: 2 3 4
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O segundo deles é uma versdao do grafo dado de exemplo na questdao s6 que
completamente conectado, mostrado na Figura 14. Para esse grafo, obtivemos a
seguinte resposta do algoritmo:

0 No maximo de vertices independentes & 1.
S8o0 eles: 0O

2.9.4 Avaliacao das Solucgoes

Nessa secao apresentamos uma avaliagao da qualidade das resposta obtidas escu-
tando nosso algoritmo de remocao de cliques para o problema do conjunto méximo
de vértices independentes. Para esse algoritmo foi mostrada anteriormente, na se-
¢ao 2.9.2, a aproximacao analitica apresentada por [8, 25| que fala que a qualidade
das solugoes é garantidamente de O(W).

De qualquer forma, apresentamos a qualidade das respostas do algoritmo de
remoc¢ao de clique medidas empiricamente. Para isso, foram gerados grafos aleatorios
com grau de conectividade variando entre 1 e 3 e a quantidade de vértices variando
entre 10 e 70. Para cada um desses grafos foram feitas 5 execugoes e a solugao final
foi feita com base na média das solugoes encontradas em cada uma das execugoes.

O primeiro desses resultados pode ser observado no grafico na Figura 26 onde
apresentamos a qualidade das solucoes para os grafos de conectividade 1. Para
as medicoes realizadas temos que a qualidade da respostas obtidas pela solugao
do algoritmo nunca foi inferior a 65%, nao contradizendo a aproximacao mostrada
anteriormente. No entanto mostra que o mesmo possui uma qualidade nao muito
boa para alguns casos se comparada com as solugoes encontradas pelo algoritmo
guloso grafos com conectividade 1.

Grafos com Grau Conectividade 1

110 R
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105 | Remocdo Subgrafos ---o-- 1
100 ¢ ]
95 "\\ ? 7
90 '\\\ 4R ¢ b"a@’ ]
85 F - A Y 1
80 F L 1

Qualidade da Solugao(%)
7

70 1
65

10 20 30 40 50 60 70
Tamanho do grafo

Figura 26: Qualidade da Solucao - Remocao Cliques

Outros resultados podem ser observados no grafico na Figura 27 onde apresen-
tamos a qualidade das solugoes para os grafos de conectividade 2. Para as medigoes
realizadas temos que a qualidade da respostas obtidas pela solucao do algoritmo
nunca foi inferior a 65%, nao contradizendo novamente a aproximacao mostrada em
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secoes anteriores. No entanto, mais uma vez temos o mesmo possui uma qualidade
nao muito boa para alguns casos se comparada com as solugoes encontradas pelo
algoritmo guloso grafos com conectividade 1.

Grafos com Grau Conectividade 2
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Figura 27: Qualidade da Solucao - Remocao Cliques

Outros resultados podem ser observados no grafico na Figura 28 onde apresen-
tamos a qualidade das solugoes para os grafos de conectividade 3. Para as medigoes
realizadas temos que a qualidade da respostas obtidas pela solugao do algoritmo
nunca foi inferior a 65%, nao contradizendo novamente a aproximacao mostrada em
secoes anteriores. No entanto, mais uma vez temos o mesmo possui uma qualidade
nao muito boa para alguns casos se comparada com as solugoes encontradas pelo
algoritmo guloso grafos com conectividade 1 e 2.

Grafos com Grau Conectividade 3
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Figura 28: Qualidade da Solucao - Remocao Cliques

Por fim, fizemos uma anélise de eficiéncia da aproximacao apresentada. Para
isso, foram gerados grafos aleatorios com grau de conectividade variando entre 1 e
3 e a quantidade de vértices variando entre 10 e 70. Para cada um desses grafos
foram feitas 1 execu¢do com o algoritmo que obtém a solugdo 6tima e 5 execugoes
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com o algortimo de remocao de clique e a solugao final desse algoritmo foi obtida
com base na média das solucoes encontradas em cada uma das execucoes. Em posse
desses dados, ordenamos as solugoes 6timas encontradas em oredem crescente e para
cada uma delas plotamos um ponto no grafico referente ao razao da solucao 6tima
pela solugao encontrada, uma vez que o problema do méaximo conjunto de vértices
independentes ¢ um problema de maximizagao:
)
S)
Mostramos na se¢ao 2.9.2, a aproximacao analitica apresentada por [8, 25| que
fala que o fator de aproximagao da solugao para o algoritmo de remocao de cliques
de da ordem de O(m), o que significa que, como o problema é de maximizagao,

a equagao Ry = SS(—(I)) nunca sera maior que O(#nf). Pela defini¢ao da notacao O,

temos que, existe uma constante b tal que multiplicada por Toa )2 faz com que a

mesma domine assintoticamente todas as razoes R4 = 5;(_(11)) Assim plotamos a curva
para m, com [og na base e, e ajustamos a mesma através de sua multiplicacao
por uma constante até que todos os pontos da razao plotados estivessem abaixo
dessa curva. Para os nosso resultados encontramos b = 0.77, ou seja, para 0s nossos
dados medidos, a funcao deve multiplicada por 0.77. No entanto nao podemos
afirmar que essa constante seja suficiente sempre, mas com esse resultado podemos
que afirmar que a constante deve ser pelo menos 0.77. Quanto mais experimentos
sao executados, mais pontos sao encontrados e maior pode ser essa constante, mas
novamente frisamos que para nossos experimentos essa constante foi suficiente o que
garante que pelo menos a constante deve ser 0.77 para log na base e, mas nada
impede que esse valor seja maior ou menor.

No grafico da Figura 29 temos que a cruva com legenda Limite Superior repre-

mn

senta a fungao f(z) = 0.77((10g—n)2) e a curva com legenda Limite Inferior representa
5*(I)

a fun¢do f(zr) = 1. Cada ponto representa um razao R4 = 50 Dessa forma, ne-
nhum ponto pode ser inferior a curva de Limite inferior, caso contrario teriamos um
caso absurdo onde a solucao encontrada pelo algoritmo de remocao de sub-cliques
¢ melhor que a solucao 6tima. Ao mesmo tempo, nenhum ponto pode estar acima
da curva de limite superior, caso contrario a curva nao representaria o fator de
aproximagao.
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Figura 29: Anélise de Eficiéncia

O que podemos concluir é que a qualidade das solucoes geradas pelo algoritmo
de remocao de cliques nao se mostrou tao boa para os testes realizados, no entao tal
algoritmo tem uma garantia de qualidade minima, o que pode ser muito importante
a medida em que aumentamos o tamanhos dos grafos e a conectividade dos mesmos.

2.10 Algoritmos Genéticos
2.10.1 Introducao

Algoritmos Genéticos sao procedimentos de procura em paralelo inspirado no meca-
nismo de evolugdo natural de sistemas [16, 43, 20]. Ao contrario das mais tradicio-
nais técnicas de otimizacao, eles trabalham com uma populacao de pontos, que na
terminologia de algoritmos genéticos, sao chamados de cromossomos ou individuos.
Na implementacoes mais simples e mais populares, cromossomos sao uma longa
cadeia de bits. Cada individuo tem uma "satde"associado ao mesmo, valor que
determina a probabilidade do mesmo sobreviver para a préoxima geracao: aqueles
com melhor "saude", possuem uma probabilidade maior de sobreviver. Algoritmos
genéticos comecam com uma populacao inicial de membros, geralmente escolhidos
randomicamente, e que evoluem através de operacdes como reproducao e mutagao.
A reproducao consiste em escolher dois membros aleatérios da populacao para gerar
um novo individuo para a préxima geracao. A combinacao dos dois pode ser feita de
varias formas, a mais comum é o Cross-Over, no qual parte da de cada um dos dois
individuos selecionados sao combinados para forma um novo individuo. Finalmente
a operacao de mutagao é aplicada que se baseia na inversao de alguns valores do in-
dividuo de forma randémica. Assim, a programacao evolutiva é uma meta-heuristica
que se fundamenta em uma analogia com processos naturais de evolugao, nos quais,
dada uma populacao, os individuos com caracteristicas genéticas melhores tém mai-
ores chances de sobrevivéncia e de produzirem filhos cada vez mais aptos, enquanto
individuos menos aptos tendem a desaparecer. Cada individuo novo é submetido a
uma mutacao. Dessa forma, os individuos da populagao se tornam mais aptos e as
recombinagoes genéticas tendem a gerar individuos melhores.
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2.10.2 Trabalhos Relacionados

Uma das tentativas de resolver o problema do maximo clique utilizando algorit-
mos genéticos foi feita em 1993 por Carter and Park [13] que depois de apresentar
a ineficiéncia de uma algoritmo genético simples |[20| para resolver o problema de
encontrar grandes cliques, mesmo em pequenos grafos, eles introduzem algumas mo-
dificagoes na tentativa de melhorar a eficiéncia do mesmo. No entanto,mesmo com
esse esforgo, eles | ndo conseguiram resultados satisfatorios e concluiram que algo-
ritmos genéticos necessitam de algumas alteragoes mais pesadas para se tornarem
competitivos com as propostas tradicionais, além de serem um tanto quanto caros
computacionalmente falando.

Mais tarde, no estudo em [36] os autores chegam a conclusao que algoritmos
genéticos sao menos eficientes que simulated annealing, no entanto, nessa mesma
época, Back e Khnuri [1] trabalharam com o problema do méaximo conjunto de
vértices independentes e chegaram na conclusao oposta. Utilizando um proposta
geral e direta de algoritmos genéticos chamado de GENEsYs e com uma funcao de
"satide"mais elaborada, que inclui penalidades gradativas para penalizar solugoes
invalidas, eles conseguiram resultados interessantes sobre grafos randémicos e regu-
lares com até 200 vértices. Esses resultados indicaram que a escolha da funcao que
determina a "satde"dos individuos é crucial para prover algoritmos com resultados
satisfatorios.

Murph et al. [37] também realizaram experimentos com algoritmos genéticos um
novo modelo baseado em partial copy crossover e assim modificaram o operador de
mutacdo. Entretanto, na apresentagao dos resultados foi feita em grafos pequenos(no
méaximo 50 vértices), o que tornou dificil avaliar efetivamente o algoritmo. Bui e
Eppley [11] obtiveram resultados bastante satisfatorios utilizando uma estratégia
hibrida a qual incorpora uma otimizacao local a cada nova geragao do algoritmo
genético e uma fase de preprocessamento de ordenacao de vértices. Eles testaram
essa proposta e alguns grafos da DIMACS obtendo bons resultados comparados com
[30].

Ao invés de usarem uma representacao binaria padrao dos cromossomos, Foster
e Soule [42] utilizaram um esquema baseado em inteiros. Além disso, eles utilizaram
uma funcdo mais elaborada de "satde"similar a utilizada por Carter and Park [13].
Os resultados foram interessantes, no entanto nao foram comparados com as heuris-
ticas mais tradicionais do problema. Fleurent e Ferland [19] um sistema de propoésito
mais geral para resolver problemas como o de coloragao de grafos, maximo clique e
satisfabilidade. A medida que o problema do méaximo clique se tornava mais inte-
ressante, eles realizavam experimentos utilizando um esquema hibrido de procura,
incorporando tabu search e outras técnicas de de busca local, assim como técnicas
alternativas de mutacao. Os resultados apresentados sao realmente muito bons, mas
o tempo de execucao é um pouco alto.

Em [24], Hifi modificam um algoritmo genético basico em vérios aspectos: um
operador de crossover que gera dois filhos diferentes; um operagdao de mutacao que
é substituida por um uma heuristica de transicao de praticabilidade que dificulta
a estabilizacao da populacao. Resultados experimentais em grafos randémicos e
também em alguns grafos do DIMACS sao reportados e validam a proposta.

Finalmente, Marchiori [33] apresenta uma heuristica simples que consiste na
combinagao de algoritmos genéticos com um procedimento guloso. Neste trabalho
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existe uma divisao do trabalho, a procura por grandes sub-grafos e a procura por
um clique. Essa proposta foi avaliada sobre diversos grafos do DIMAC com bons
resultados, tanto em questao de desempenho quanto na qualidade das solugoes.

O que podemos ver por meio dos trabalhos relatados acima é que ainda nao existe
um consenso com relagao ao uso de algoritmos genéticos para resolver o problema
do méximo clique e do maximo conjunto de vértices independentes. Existem alguns
trabalhos que obtiveram bons resultados, acima como outros que os resultados nao
foram tao satisfatérios. Existe ainda uma lacuna a ser preenchida com relacao a
aplicacao de algoritmos genéticos nesse tipo de problema. No entanto, algumas con-
clusoes ja existem como a de que a operacao de mutacao é crucial para se obter bons
resultados, além de que a combinacgao dessas técnicas com outras tradicionais podem
resultar em boas solucoes. Dessa forma, apresentamos a seguir nossa proposta de
um algoritmo genético que utiliza alguns aspectos que ainda nos trabalhos acima
relacionados nao foram avaliados, como nossa funcao de mutacao que trabalha sobre
cada gene do individuo e nossa operacao de recombinag¢ao de individuos que mescla
varias técnicas, desde a mais ousadas como o uso de mascaras, até as mais tradici-
onais como o operado légico AND sobre os individuos. Além disso, simplificamos
nossa fun¢ao de "satude", na qual apenas individuos validos sao gerados e qualidade
dos mesmos é medida pela quantidade de vértices que o mesmo possui.

2.10.3 Implementagao

Nesta secao apresentamos o algoritmo que implementamos que se baseia na aplicagao
de programacao evolutiva através de algoritmos genéticos |23, 2|. Para a aplicagao
de Algoritmos Genéticos é necessario transformar cada solucao em uma seqiiéncia de
valores, sendo que cada elemento dessa seqiiéncia representa um cromossomo de um
individuo. Neste trabalho é proposta uma representacao da solugao por um vetor
com N posi¢oes, onde N é o nimero de vértices do grafo. Cada posicao do vetor
representa se o vértice correspondente ao indice daquela posi¢ao estd presente ou
nao naquela solucao, ou seja, um vetor binario, de maneira que se o vértice pertence
a aquela solucao entao atribuimos 1 para aquele cromossomo do individuo e 0 se nao
pertence. Um exemplo de um individuo pode ser visto na Figura 30. O individuo,
ou seja, a solucao representada por esse vetor contém os vértices 2, 3 e 4.

01 2 3 4
Ojoj1|1]|1

Figura 30: Exemplo de um Individuo(Solugao)

Primeiramente o algoritmo gera uma populacao inicial de individuos onde a quan-
tidade de individuos é especificada. Em nosso programa utilizamos uma defini¢ao
de programa(#define NUM_INDIVIDUOS 50), ou seja, nesse caso nossa populacao
possui 50 individuos. Em nossa proposta, apenas individuos validos sao gerados, ou
seja, todo individuo que possui alguma aresta entre os vértices é descartado.

Assim como na evolugdo genética, os individuos de uma populacao passam por
evolucoes ao longo das geragoes. Em um algoritmo genético, a quantidade de ge-
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racoes deve ser especificada e em nossa implementacao essa especificagao foi feita
por uma definicdo de programa(#define NUM_ GERACOES 300). A cada gera-
¢ao, um fracdo da populacao é trocada, ou seja, a cada geracao alguns individuos
morrem"outros iiascem", no entanto a quantidade de individuos a cada geracgao é
mantida. Essa fracdo de troca a cada geracao também é uma definicdo de pro-
grama(#define FRACAO TROCA 2). Em nosso algoritmo, essa troca de indivi-
duos a cada geracao é feita por meio de dois loops aninhados, o mais externo é o de
geracoes e 0 mais interno o de individuos. Enquanto a fracao de individuos nao é
completamente trocada, o programa nao comeca uma nova geracao.

Cada troca de individuo em uma geragao é feita da seguinte forma: seleciona-se
dois individuos aleatoriamente da populagao atual e através de uma recombinagao
dos dois é gerado um novo individuo. Para cada novo individuo gerado, verifica-se
se o mesmo ¢ valido ou nao, ou seja, dada a matriz de adjacéncia dos vértices do
grafo, verifica-se se existe alguma aresta entre eles ou nao. Caso exista, o individuo
nao é valido, e uma nova combinagao deve ser feita. Isso garante que os individuos
sempre correspondam a um solucao valida para o problema.

Para esse individuo que surge, existe uma probabilidade do mesmo sofrer uma
mutacao, em nosso caso, cada cromossomo do individuo possui uma probabilidade
de ser trocado. Feito isso, selecionamos o pior individuo da populacao atual e se
o mesmo for pior que o individuo que acabou de ser gerado, troca-se os dois e 0
individuo que acabou de ser gerado passa a fazer parte da populagao. Em nosso
problema, a qualidade de um individuo é medida pela quantidade de vértices que
0 mMesmo possui, uma vez que queremos encontrar o maior conjunto de vértices
independentes. Ao longo das geracoes, temos pela teoria da evolugao genética,
individuos cada vez melhores, assim, basta ao final selecionar aquele que foi o melhor.
Abaixo apresentamos um pseudo-codigo para o algoritmo implementado.

void algoritmo_genetico()
GerarPopulacaoInicial(P);
enquanto (i<NGeracoes) faga
enquanto (j<NIndividuos/Fracao) faga
pai = SelecionarPaiAleatoriamente(P);
mae = SelecionarPailAleatoriamente(P);
filho = RecombinacaoAleatoria(pai,mae);
se(probabilidade de mutagdo aceita) entdo
mutagdo(filho) ;
fim se
Pior = SelecionaPiorIndividuo (p);
se(Filho for melhor ou igual ao Pior) enté&o
TrocaFilhoporPior(Filho,Pior);
Jjt+;
fim se
fim-enquanto
it++;
fim-enquanto
SolucaoFinal = SelecionaMelhorIndividuo(P) ;
fim algoritmo_genetico;
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Para um melhor entendimento do funcionamento do algoritmo, segue abaixo
uma descricao mais detalhada das funcoes principais do algoritmo genético imple-
mentado:

e Gera Populagao Inicial: Essa é a funcao que gera a populagao inicial do
algoritmo genético. Primeiramente é feita uma ordenacao, utilizando o Heap-
sort, de todos os vértices pela quantidade de arestas que cada um deles possui.
Cria-se um individuo que nao contém nenhuma vértice. Verifica-se entao se ao
inserir o vértice menos conectado nesse individuo(solugdo) o mesmo é ou nao
uma solucao viavel para problema. Caso a mesma seja vidvel, randomicamente
decide-se se esse vértice fara parte ou nao desse individuo. Caso nao seja via-
vel, o mesmo nao é inserido no individuo. Entao seleciona-se o préoximo vértice
menos conectado e verifica-se entao se ao inserir-lo no individuo em questao é
ou nao uma solu¢ao viavel para problema. Mais uma vez, se for viavel rando-
micamente decide-se se esse vértice fard parte ou nao desse individuo. Caso
nao seja vidvel, o mesmo nao é inserido no individuo. Isso é feito até que todos
os vértices ordenados tenham sido avaliados para aquele individuo, ou seja, se
todos os cromossomos foram avaliados. Ao final dessa verificacao, temos um
individuo valido. Todo esse processo é repetido na criacao de cada individuo
da populagao até que toda a populagao inicial tenha sido criada.

e Seleciona Pai Aleatoriamente: Essa funcao retorna um individuo da po-
pulacao de forma randémica.

¢ Recombinacgao Aleatéria de Individuos: Essa fungdo recombina dois in-
dividuos quaisquer e gera um terceiro. Essa recombinacao pode ser feita de
diversas formas diferentes:

1. Por meio de uma Mascara: Para cada cromossomo do filho(individuo
a ser gerado), ou seja, para cada posi¢do do vetor que representa se o
vértice estd ou nao presente no individuo(solugdo), gera-se um nimero
aleatorio entre 0 e 1. Se esse nimero for menor que 0.5 esse cromossomo
do filho serd o mesmo da mae dele, ou seja, se a mae tiver aquele vértice
ele também o tera, se ela nao o tiver, o filho também nao o terd. Se
esse valor randdémico for maior que 0.5 esse cromossomo do filho sera o
mesmo do pai dele, ou seja, se o pai tiver aquele vértice ele também ira
ter, se ele nao o tiver, o filho também nao o tera. Na Figura 31 temos
uma ilustracao desse método de recombinagao.
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FILHO

Figura 31: Recombinacao por Mascara

2. Cross-Over: O filho é formado pela primeira metade dos cromossomos do
pai e pela segunda metade dos cromossomos da mae. Na Figura 32 temos
uma ilustracao desse método de recombinagao.

Cross-Over

0 112 3 a4 0o 1 ]2 3 a4
1 0|1]1 oOj1|1]1]0
MAE PAI
\1 2 3/
1/0]1 0
FILHO

Figura 32: Recombinacao por Cross-Over

3. OR: O filho é formado pela operacgao logica OR entre os cromossomos do

pai com os da mae Na Figura 33 temos uma ilustracao desse método de
recombinacao.

3
110|0|1|1]| MAE
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110|1|1]| 1] FILHO

Figura 33: Recombinacao por OR
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4. XOR: O filho é formado pela operacao logica XOR entre os cromossomos
do pai com os da mae Na Figura 34 temos uma ilustragao desse método
de recombinagao.

0 1 2

11010
0o 1 2
0Olof(1]0 (1| PAI

= |w
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MAE

w
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110|1|1]| 0| FILHO

Figura 34: Recombinacao por XOR

5. AND: O filho é formado pela operacao logica AND entre os cromossomos
do pai com os da mae Na Figura 35 temos uma ilustragao desse método
de recombinagao.
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1(0](1
0 1 2
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Figura 35: Recombinacao por AND

A recombinagao é tentada nessa ordem, se através da méscara gerar um in-
dividuo invalido, tenta-se entao o Cross-Over, se novamente falhar, tenta-se o
OR e depois 0 XOR e por ultimo o AND. Se, mesmo depois de todas essas
tentativas nao surgir um individuo valido, um novo pai e uma nova mae devem
ser selecionados.

e Mutacao: Esta ¢ a funcao que realiza uma mutagao no individuo. Para cada
cromossomo do individuo, existe uma probabilidade de 10% daquele cromos-
somo ser alterado, ou seja, se o vértice pertence ele deixa de pertencer, se nao
existe passa a pertencer. Se a alteracao gera um individuo invalido, desfaz-se a
mutacao. Essa probabilidade é verificada para cada cromossomo do individuo.

e Seleciona Pior Individuo: Nesse procedimento primeiramente é feita uma
ordenacao entre os individuos que fazem parte da populacao pela quantidade
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de vértices que os mesmos possuem, ou seja, daqueles com menos vértices para
aqueles com mais vértices. Mais uma vez, utilizamos o Heapsort. Aqueles in-
dividuos com menos vértices sao tidos como individuos(solugoes) ruim. Dessa
forma, utilizando uma funcao randémica que escolhe aleatoriamente um dos
piores individuos e retorna o mesmo. A opcao por fazer essa escolha aleatoria
entre os piores e nao retornar sempre o pior dos piores foi feita para man-
ter o algoritmo o mais parecido com a evolucao genética, onde nem sempre
os piores sempre morrem. Com isso nao perdemos as caracteristicas desses
individuos e nao perdemos conseqiientemente possiveis solu¢oes melhores que
esses individuos possam resultar.

e Compara dois Individuos: Dois individuos(o filho e o pior individuo) sdo
passados como entrada para essa funcao e a mesma compara qual dos dois
individuos é o melhor. Essa comparacao é feita pela quantidade de vértices
que cada um deles possui. Se o filho é o melhor a funcdo retorna 1, caso
contrario retorna 0.

e Troca Filho com o Pior: Para essa fun¢ao, dada dois individuos, o filho e
o pior individuo, ela remove o pior individuo da populagao e insere o filho a
mesma.

e Seleciona Melhor Individuo: Nesse procedimento primeiramente é feita
uma ordenacao entre os individuos que fazem parte da populacao pela quanti-
dade de vértices que os mesmos possuem, ou seja, daqueles com menos vértices
para aqueles com mais vértices. Mais uma vez, utilizamos o Heapsort. Ao final
dessa ordenacao, basta retornar aquele individuo da populacao que contém o
maior nimero de vértices.

e Verifica Individuo é Valido: Essa funcao recebe como parametro o indi-
viduo e a matriz de adjacéncia. Para cada par de vértices que pertencem ao
individuo, verifica-se se existe uma aresta entre esses dois individuos. Encon-
trada a primeira aresta, o procedimento retorna imediatamente que o individuo
é invalido, retorna 0, e a aborta o restante da verificacdo. Caso nao encontre
nenhuma aresta, retorna que o individuo é vélido, retorna 1.

Em nossa implementagao colocamos ainda um algoritmo guloso como uma tltima
tentativa de melhorar a solucao final. Esse algoritmo guloso é bastante parecido com
0 ja descrito acima, referente a solugao gulosa. Ao final da execucao do algoritmo
genético, ordenamos todas os vértices do grafo pela quantidade de arestas. Do menos
conectado ao mais conectado, tentamos inserir o vértice na solucao, caso o mesmo
ja nao esteja na solucao. Se ao inserir tal vértice na solucao, a mesma se mantiver
correta, o vértice passa a fazer parte da solugdo. Caso contririo, o mesmo nao é
inserido. Isso é feito para todo vértice do grafo, e ao final isso pode levar a uma boa
solucgao, caso a populagao do algoritmo nao tenha se estabilizado.

2.10.4 Avaliacao do Algoritmo

Existem varios parametros do algoritmo genético que podem ser escolhidos para
melhorar o seu desempenho, adaptando-o as caracteristicas particulares de deter-
minadas classes de problemas. Entre eles os mais importantes sao: o tamanho da
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populacao, o nimero de geracoes, a probabilidade da escolha da recombinacao e a
probabilidade de mutag@o. A influéncia de cada parametro no desempenho do algo-
ritmo depende da classe de problemas que se esta tratando. Assim, a determinacgao
de um conjunto de valores otimizado para estes parametros dependeré da realizacao
de um grande niimero de experimentos e testes. Na maioria da literatura os valores
encontrados estdo na faixa de 60 a 65% para a probabilidade de cross-over e entre
0,1 e 5% para a probabilidade de mutacdo. O tamanho da populagdo e o nimero
de geragoes dependem da complexidade do problema de otimizagao e devem ser
determinados experimentalmente. No entanto, deve ser observado que o tamanho
da populagao e o niimero de geragoes definem diretamente o tamanho do espaco de
busca a ser coberto, o que aumenta assim o tempo de execugao desses algoritmos.
Existem estudos que utilizam um AG como método de otimizacgdo para a escolha dos
parametros de outro AG, devido a importancia da escolha correta destes parametros.

Observando a pseudo-codigo cédigo apresentado na descricao da implementa-
¢ao, podemos ver que existe uma dependéncia muito grande do nosso algoritmo
de funcgoes randomicas. A maioria das ag¢oes sao tomadas com base em probabili-
dade igualmente distribuidas, desta forma, torna-se extremamente complicado, ou
até mesmo impossivel, calcular a complexidade desse tipo de algoritmo. Sao essas
funcoes de probabilidade que irdao determinar, juntamente com espaco de busca a
ser coberto(tamanho da populagdo e numero de geracoes), a complexidade de tempo
desses algoritmos. Nao existe um pior caso, nem um melhor caso para essa classe de
algoritmos, tudo depende das decisoes tomadas randomicamente como populagao
inicial, mutagao, selecdo de individuos para recombinagao ao longo das geragoes e o
quao rapido a populagdo converge para uma populac¢do de super-individuos(maximo
global ou um méaximo local). Dessa forma, existe um compromisso entre espago de
busca a ser coberto, tempo de execucao e qualidade da solu¢do. Se o espaco de busca,
a ser coberto é muito grande, a probabilidade de termos uma solugao de melhor qua-
lidade ¢ muito grande, a mesmo tempo, isso poder ser caro, computacionalmente
falando. No entanto, se o espaco de busca a ser coberto for pequeno, o tempo de
execucao pode ser baixo, mas a qualidade da solucao pode nao ser muito boa.

Dessa forma realizamos alguns testes até determinar qual seria os valores que uti-
lizarifamos para os parametros citados acima. Nossos testes se basearam em grafos
aleatorios com grau de conectividade variando entre 1 e 3 e a quantidade de vértices
variando entre 10 e 70. Para o Cross-Over, nossa implementacao é um pouco dife-
rente das tradicionais. Um novo individuo s6 surge a partir de uma recombinacgao de
outros dois individuos da populacao, e como descrito anteriormente, sao feitas até
5 tentativas de recombinacao para cada par de individuos antes de desistirmos de
recombiné-los. Um dessas tentativas é p cross-over. Assim, em nossa implementacao
esse nao foi um parametro a ser calibrado.

Foram feitos intimeros testes, e ao final, para essa classe de grafos, determinamos
que os valores que resultaram em um melhor custo beneficio entre tempo de execucao
e qualidade da solucao pode ser observados na Tabela 6

Fazendo-se uma anélise mais simplificada da complexidade do algoritmo imple-
mentado,temos que que a funcao que gera a populagao inicial tem uma complexidade
de O(v?) , onde v é o ntimero de arestas, uma vez que a mesma varre todos os vérti-
ces do grafo para montar a populacao inicial. Essa ¢ a tinica funcao que se encontra
fora dos loops de geracao e troca de individuos. Dentro desse loop temos a funcgao
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Tabela 6: Relacao dos Valores dos Parametros

Parametro Valor
Niumero de Geragoes 300
Nimero de Independentes 50

Prob. de Mutacao 10%por gen

que escolhe individuos para serem recombinados que tem complexidade O(1), uma
vez que a escolha é feita através de uma fun¢ao randoémica.

Temos também a funcao de recombinacao, que é executada no pior dos casos 5
vezes, onde 5 é o numero de fungoes de recombinacao existentes. Cada uma des-
sas fungbes tem uma complexidade de O(v), um vez que todos os vértices de cada
individuo deve ser percorrida. Assim para esse procedimento temos uma comple-
xidade total de 5.0(v?), assim O(v?). Temos que, para cada recombinagdio feita, é
feita também uma avaliacao se o individuo gerado é ou nao valido. Essa funcao de
avaliagao do individuo tem uma complexidade de O(v?), uma vez que cada vértice
da solucao avaliada deve ser combinado com os outros todos da solucao para se ter
a certeza de que nao existe nenhuma aresta entre eles.

Temos ainda a funcao de mutagao que percorre cada um dos vértices do individuo
verificando se a probabilidade de mutacao de cada um deles deve ser feita ou nao.
Em caso afirmativo, o individuo resultante da mutagdo deve ser avaliado se é ou
nao valido. Assim, temos como caso extremo, todos os vértices sendo alterados uma
verificacdo sendo feita para cada alteragao. Assim a complexidade dessa func¢ao é
dada por O(v).O(Vv?), onde O(v?) e a complexidade da fun¢ao de validagao, assim
a complexidade é¢ O(v?).

E por fim temos as fungoes que seleciona o pior individuo e a funcao que troca os
individuos. A primeira tem uma complexidade de O(v.NUM INDIVIDUOS),
como o NUM INDIVIDUOS pode ter o tamanho do ntimero de vértices, vamos
fazer uma simplificacdo e assumir que a complexidade da mesma é de O(v?). A
segunda é uma funcao simples, que remove um individuo e insere um novo, vértice
a vértice, ou seja, complexidade O(v).

Assim, dentro desses dois loops temos que a complexidade é dada pela fungao de
maior complexidade, assim M AX(O(v), O(v?), O(v?, O(v?))) temos a complexidade
O(v?). Assim temos que, essa fun¢ao é executada por N troca de individuos por
M geragoes. Mais uma vez, simplificando o calculo, temos que a complexidade é
dada por O(v3).N.M é transformada em O(v®). No fim do programa, ainda temos
um algoritmo guloso que tenta melhorar a solugio com complexidade O(v?) e a
funcao que escolhe o melhor individuo com complexidade O(v). Assim temos que o
complexidade do algoritmo genético implementado pode ser dada de forma bastante
simplificada por O(v°).

Sobre essa complexidade, ainda temos uma observagao importantissima a ser
feita. A complexidade é polinomial, no entanto o tempo de execucdo pode ser alto,
uma vez que a troca de individuo entre uma geracao e outra pode ser demorada se
a convergéncia da populacao for lenta. Como dito anteriormente, existem diversos
fatores que influenciam na qualidade da resposta e na velocidade com que a mesma

49



2

é obtida, uma vez que a maioria das decisoes sao tomadas com base em funcoes
de probabilidade. Assim, o algoritmo genético, apesar de poder ser dado de forma
bastante simplificada como sendo polinomial, na prética, o tempo de execugao pode
ser bastante alto.

Na Figura 36 apresentamos uma analise para o tempo de execucao do algoritmo
genético implementado para grafos de tamanhos variados com grau de conectividade
1. Como mencionado anteriormente, utilizamos os pardmetros apresentados na Ta-
bela 6 . Para cada um dos grafos foram feitas 5 execugoes diferentes e tomado o
tempo médio dessas execugoes. Observando esse grafico, temos como legenda que
FB refere-se aos tempos medidos para o algoritmo de for¢a bruta, GM refere-se aos
tempos coletados para o algoritmo GenMax e AG refere-se aos tempos do algoritmo
genético. Enquanto os tempos de execucao dos algoritmos que geram a solugao
6tima crescem rapidamente, temos que o tempo de execugao para o algoritmo gené-
tico cresce mais lentamente, apesar de um tempo maior que as demais solucoes para
os problemas menores. Podemos observar também que para problemas maiores, o
tempo de execugao para o algoritmo genético variou bastante, o que comprova o que
foi dito anteriormente sobre a influéncia que as escolhas probabilisticas tém sobre
o desempenho do algoritmo, chegando em alguns casos a ser tao ruim quanto um
algoritmo que obtém a solucao 6tima.
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Figura 36: Tempo de Execucao - Alg. Genéticos - Conectividade 1

Na Figura 37 apresentamos uma anélise para o tempo de execugao do algoritmo
genético implementado para grafos de tamanhos variados com grau de conectividade
2. Mais uma vez utilizamos os parametros apresentados na Tabela 6 . Para cada
um dos grafos foram feitas 5 execugoes diferentes e tomado o tempo médio dessas
execucoes. Observando o grafico, mais uma vez podemos perceber que o tempo de
execucao do algoritmo genético cresce bem mais lentamente que os demais algorit-
mos a medida que aumentamos o tamanho da entrada. No entanto, é importante
ressaltar que a medida que cresce o tamanho do grafo, os parametros escolhidos
podem nao ser suficientes para que tenhamos uma solucdo boa para o problema.
Assim, a medida que aumentamos o tamanho dos grafos que o algoritmo genético
deve resolver, devemos também realizar varios experimentos com o mesmo para que
novos parametros sejam escolhidos para melhorar a solucao, e isso pode acarretar
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em um tempo de execu¢ao maior também.
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Figura 37: Tempo de Execucao - Alg. Genéticos - Conectividade 2

Na Figura 38 apresentamos uma anéalise para o tempo de execucao do algoritmo
genético implementado para grafos de tamanhos variados com grau de conectividade
3. Mais uma vez utilizamos os parametros apresentados na Tabela 6 . Para cada
um dos grafos foram feitas 5 execugoes diferentes e tomado o tempo médio dessas
execugoes. Observando o grafico, mais uma vez podemos perceber que o tempo de
execucao do algoritmo genético cresce bem mais lentamente que os demais algoritmos
a medida que aumentamos o tamanho da entrada, se tornando uma excelente opcao
para resolver o problema. No entanto, é importante ressaltar que a medida que cresce
o tamanho do grafo, os parametros escolhidos podem nao ser suficientes para que
tenhamos uma solucao boa para o problema. Assim, a medida que aumentamos o
tamanho dos grafos que o algoritmo genético deve resolver, devemos também realizar
varios experimentos com o0 mesmo para que novos parametros sejam escolhidos para
melhorar a solucao, e isso pode acarretar em um tempo de execucao maior também.
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Figura 38: Tempo de Execucao - Alg. Genéticos - Conectividade 3
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Através dos figuras apresentadas acima, podemos perceber um crescimento bem
menos no tempo de execu¢ao, mas que em alguns casos pode se tornar extrema-
mente alto. Além disso temos que a calibragem do algoritmo, ou seja, determinar
quais os valores dos parametros devem ser utilizados influenciam muito o tempo de
execucao, assim como as fungoes probabilisticas também influenciam. Assim, pode-
mos concluir que na maioria dos casos, o tempo de execucao do algoritmo genético
¢ bem melhor que para os demais algoritmos, o que o torna, nesse aspecto, bastante
promissor e uma boa opc¢ao.

2.10.5 Exemplo de Funcionamento

Para mostrar o funcionamento correto do algoritmo que implementamos,apresentamos
abaixo dois exemplos de grafos e o resultado obtido executando o algoritmo sobre
esses dois grafos.

O primeiro deles é o proprio grafo dado de exemplo na questao, mostrado na
Figura 13. Para esse grafo, obtivemos a seguinte resposta do algoritmo:

0 No maximo de vertices independentes & 3.
S80 eles: 2 3 4

O segundo deles é uma versdao do grafo dado de exemplo na questdao s6 que
completamente conectado, mostrado na Figura 14. Para esse grafo, obtivemos a
seguinte resposta do algoritmo:

0 No maximo de vertices independentes & 1.
Sdo eles: 0

2.10.6 Avaliacao das Solucgoes

Nessa secao apresentamos uma avaliacao da qualidade das resposta obtidas execu-
tando nosso algoritmo genético para o problema do conjunto maximo de vértices
independentes. Para esse algoritmo nao encontramos uma aproximagao analitica
que nos desce o quao proxima as solucoes encontradas pelo mesmo esta da solugao
6tima, no entanto, como apresentado na secao 2.3, sabemos que a mesma nao pode
ser um fator de 2%, caso contrario P=NP. Além disso, temos que encontrar
pode uma tarefa extremamente complicada, uma vez em [7]| argumenta-se que esse
problema nao pode ser aproximado com nada a menos que seja limitado por um n.
Outro fato complicador para o calculo da aproximacao desse algoritmo esta relacio-
nada a forma com que o algoritmo trabalha condicionado a fun¢des de probabilidade
para determinar quais acoes serao tomadas. Por exemplo, se optarmos por um es-
paco de busca a ser coberto muito pequeno, podemos chegar a um minimo local
para a solucao do problema e que pode estar muito longe da solucao 6tima, além
das mutagoes que sao as grandes responsaveis para o algoritmo genético saia de uma
solucao maximal local.

Dessa forma, apresentamos a qualidade das respostas do algoritmo genético me-
didas empiricamente. Para isso, foram gerados grafos aleatorios com grau de co-
nectividade variando entre 1 e 3 e a quantidade de vértices variando entre 10 e 70
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e utilizando os parametros descritos na Tabela 6. Para cada um desses grafos fo-
ram feitas 5 execucgoes e a solucao final foi feita com base na média das solugoes
encontradas em cada uma das execugoes.

O primeiro desses resultados pode ser observado no grafico na Figura 39 onde
apresentamos a qualidade das solugoes para os grafos de conectividade 1. Para as
medicoes realizadas temos que a qualidade da respostas obtidas pela solucao gulosa
nunca foi inferior a 95%, inclusive, encontrando muitas vezes a propria solucdo
6tima. Mesmo assim nada podemos afirmar com relagdo a sua aproximacgdo, no
entanto mostra que o mesmo possui uma qualidade muito boa de suas solugoes para
grafos com conectividade baixa. Isso mostra que a calibragem dos parametros do
algoritmo foi bem feita, tornando o algoritmo bastante eficiente.
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Figura 39: Qualidade da Solugao - Algoritmos Genéticos

No grafico na Figura 40 apresentamos a qualidade das solugoes para os grafos
de conectividade 2. Para as medicoes realizadas temos que a qualidade da respostas
obtidas pelo algoritmo genético nunca foi inferior a 90%, inclusive, encontrando
muitas vezes a propria solucao 6tima. Mesmo assim nada podemos afirmar com
relacao a sua aproximacao. No entanto, se compararmos esse resultados com a
qualidade das solugoes encontradas para grafos de conectividade 1, percebemos uma
leve queda na qualidade, de onde podemos concluir que para essa classe de grafos,
a calibragem dos parametros do algoritmo pode ser ainda melhorada, tornando o
algoritmo ainda mais eficiente.

Por fim, no gréifico na Figura 41 apresentamos a qualidade das solugbes para
os grafos de conectividade 3. Para as medigoes realizadas temos que a qualidade
da respostas obtidas pelo algoritmo genético nunca foi inferior a 90%, inclusive,
encontrando muitas vezes a propria solugao 6tima. Mesmo assim nada podemos
afirmar com relacao a sua aproximacao. No entanto, se compararmos esse resulta-
dos com a qualidade das solugoes encontradas para grafos de conectividade 1 e 2,
percebemos novamente uma leve queda na qualidade, de onde podemos concluir que
para essa classe de grafos, a calibragem dos parametros do algoritmo pode ser ainda
melhorada, tornando o algoritmo ainda mais eficiente.

O que podemos concluir com relacao a qualidade das solugoes obtidas pelo al-
goritmo genético é que a mesma é muito dependente da calibragem dos parametros
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Figura 41: Qualidade da Solugao - Algoritmos Genéticos

do algoritmo, no entanto essa calibragem depende das caracteristicas do grafo como
conectividade, tamanho etc. Para cada classe de grafos varios testes devem ser feitos
para que encontremos a calibragem ideal para aquele conjunto. Na pratica isso nao
¢ muito bom, pois a principio desconhecemos algumas das caracteristicas do grafo
que queremos analisar. No entanto, feita essa calibragem e observando os resulta-
dos obtidos com relacao a qualidade obtida e os tempos de execucao, temos que
algoritmos genéticos se mostram bastante promissores.

Além disso, temos que alguns pontos dos algoritmo ainda podem ser otimizados
e com essas otimizacoes pode ser que ele se torne mais eficiente. Dentre essas
alteracoes podemos citar a criagao de outras forma de recombinagao, transforma a
funcao de selecao de pais em uma funcao onde individuos melhores possuem uma
probabilidade maior de recombinacao e essa probabilidade diminui a para individuos
piores.
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2.11 Comparando Todos os Algoritmos Implementados

Nesta secao apresentamos algumas comparacoes entre todos os algoritmos imple-
mentados. Essa comparacgao foi feita com base nos tempos de execucao e qualidade
de respostas dos mesmos. Para isso, foram gerados grafos aleatorios com grau de
conectividade variando entre 1 e 3 e a quantidade de vértices variando entre 10 e
70. Para algoritmo genético mais uma vez utilizamos os parametros descritos na
Tabela 6. Para cada um desses grafos foram feitas 5 execucgoes e a solucao final
foi feita com base na média das solugoes encontradas em cada uma das execugoes,
tanto para os tempos quanto para a solucao encontrada em cada um deles.

Primeiramente apresentamos os resultados para os grafos de conectividade 1. Na
Figura 42 mostramos um grafico que compara os tempos de execugao e na Figura 43
apresentamos um grafico que compara as qualidade das solucoes encontradas para
cada um dos grafos pelos algoritmos.
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Figura 42: Tempos de Execucao - Conectividade 1

Em termos da relacao custo beneficio entre tempo de execucao e qualidade da
resposta, claramente o algoritmo genético se mostra superior, mesmo que em alguns
casos seu tempo de execucao seja tao ruim quanto um algoritmo que gera a solugao
6tima. No entanto temos que o algoritmo guloso se mostra extremamente eficiente
com relacao ao tempo de execugao, no entanto a qualidade de suas solugoes nao
sao tao boas. Ja o algoritmo de remocao de cliques se mostra mais eficiente que o
algoritmo genético em termos de tempo de execugao, no entanto menos eficiente que
o algoritmo guloso, mas em todos os casos a qualidade de suas respostas é inferior.

Nas Figura 44 e Figura 45 apresentamos os resultados para os grafos de co-
nectividade 2 que comparam os tempos de execucao e as qualidade das solucoes
encontradas respectivamente.

Mais uma vez, em termos da relagao custo beneficio entre tempo de execucao e
qualidade da resposta, claramente o algoritmo genético se mostra bastante superior.
No entanto temos que o algoritmo guloso se mostra extremamente eficiente com
relacao ao tempo de execucao, no entanto a qualidade de suas solugoes nao sao
tao boas. Ja o algoritmo de remocao de cliques se mostra mais eficiente que o
algoritmo genético em termos de tempo de execugao, no entanto menos eficiente que
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Figura 44: Tempos de Execucao - Conectividade 2

o algoritmo guloso, mas em todos os casos a qualidade de suas respostas é inferior.

Mas nesse caso ja podemos observar que a qualidade das solugoes do guloso
comeca a cair com relagdo aos grafos de conectividade 1, assim como a qualidade
das solucoes do algoritmo genético, enquanto que a qualidade das solugoes para o
algoritmo de remocao de cliques se mantém mais ou menos constante. Isso acontece
porque o algoritmo genético ainda pode ser um pouco mais calibrado para esse
caso e no caso do guloso, a medida que a conectividade aumenta, com explicado
anteriormente, ele tende a piorar um pouco a qualidade de suas solucoes, enquanto
que o algoritmo de remocao de sub-clique tem uma limite inferior para a qualidade
de suas solucoes, mesmo que esse limite nao seja tao bom.

Nas Figura 46 e Figura 47 apresentamos os resultados para os grafos de co-
nectividade 3 que comparam os tempos de execucao e as qualidade das solugoes
encontradas respectivamente.

Mais uma vez, em termos da relagao custo beneficio entre tempo de execucgao e
qualidade da resposta, claramente o algoritmo genético se mostra bastante superior.
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Figura 46: Tempos de Execucao - Conectividade 3

No entanto temos que o algoritmo guloso se mostra extremamente eficiente com
relagao ao tempo de execucao, no entanto a qualidade de suas solugoes nao sao tao
boas e ja reduz em relagao as comparagoes anteriores. J& o algoritmo de remocao
de cliques se mostra mais eficiente que o algoritmo genético em termos de tempo de
execucao, no entanto menos eficiente que o algoritmo guloso, mas em todos os casos
a qualidade de suas respostas é inferior.

Novamente podemos observar que a qualidade das solu¢des do guloso comeca a
cair com relagao aos grafos de conectividade 1 e 2, assim como a qualidade das solu-
coes do algoritmo genético, enquanto que a qualidade das solugoes para o algoritmo
de remocao de cliques se mantém mais ou menos constante. Isso acontece porque
o algoritmo genético mais uma vez ainda pode ser um pouco melhor calibrado para
esse caso e no caso do guloso, a medida que a conectividade aumenta, com explicado
anteriormente, ele tende a piorar um pouco a qualidade de suas solugoes, enquanto
que o algoritmo de remocao de sub-clique tem uma limite inferior para a qualidade
de suas solucoes, mesmo que esse limite nao seja tao bom.
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Dessas comparagoes podemos concluir que o algoritmo genético se mostrou bas-
tante eficiente, tanto em relagdo ao tempo de execugcao quanto em termos de qua-
lidade de resposta. No entanto, a cada nova classe de grafos, o mesmo deve passar
por uma bateria de testes para que o ponto de equilibrio seja encontrado. Grafos
diferente podem precisar de pontos de equilibrio muito distintos e isso, na préatica
pode ser bastante trabalhoso.

Podemos concluir também que apesar do algoritmo guloso apresentar solugoes de
qualidade superior a solucoes apresentadas pelo algoritmo de remocao de cliques nos
testes realizados, isso pode nao ser verdade a medida em que o grau de conectividade
aumenta ou até mesmo o tamanho dos grafos aumente. Isso porque o mesmo nao
possui qualquer garantia de qualidade, ao contrario do algoritmo de remocao de
cliques.

Dessa forma, na escolha de algoritmos para resolver esse tipo de problema existe
um compromisso entre qualidade de solugao, tempo de execucao e garantia de qua-
lidade que deve ser levado em consideragao. Se uma garantia necessaria, mesmo que
a mesma nao seja tao boa, a opg¢ao é um algoritmo com uma aproximagao como o
de remocao de cliques. Se o tempo e execucao é o mais importante, a op¢ao sao
os algoritmos mais simples mas que nao oferecem nenhuma garantia. Se o mais
importante é sempre obter a melhor solugao, mesmo que isso tenha um custo alto, a
op¢ao sao os algoritmos que geram a solugao 6tima, mesmo que suas complexidade
sejam nao polinomiais. E por fim, se a necessidade é um casamento entre custo e
qualidade e a classe do problema ja bem conhecida, ou caso nao seja conhecida e
o trabalho de configuracao inicial ndo seja um problema, técnicas de aproximacao
avancadas como stmulated annealing e algoritmos genéticos sao uma boa opgao.
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3 Conclusoes

Neste trabalho estudamos dois problemas classicos da computacao: Distancia de
Palavras e Conjunto Maximo de Vértices Independentes, que é um problema NP-
Completo. Para o primeiro problema implementamos uma solu¢ao baseada em pro-
gramagao dindmica que consiste em resolver incrementalmente problemas menores
até se atingir uma solucao 6tima global, nesse caso a solu¢ao utilizada foi a sugerida
por Levenshtein. Para resolver esse problema foi necessario realizar um estudo mais
aprofundado das técnicas de programacao dinamica.

Para o segundo trabalho, foram desenvolvidos alguns algoritmos utilizando téc-
nicas diferentes: um que obtém-se a resposta 6tima; um guloso sem garantia minima,
da qualidade da solugao; um de custo polinomial com garantia de qualidade minima;
e por fim um algoritmo genético. Mostramos que na escolha de qual algoritmo uti-
lizar para resolver esse tipo de problema existe um compromisso entre qualidade de
solugao, tempo de execugao e garantia de qualidade que deve ser levado em consi-
deracao.

Com relacao ao algoritmo genético implementado, acreditamos que algumas me-
lhoras ainda podem ser implementadas tornando ainda mais eficiente, como a criagao
de outras forma de recombinagao, transforma a funcao de selecao de pais em uma
funcao onde individuos melhores possuem uma probabilidade maior de recombina-
¢ao e essa probabilidade diminui a para individuos piores. A maior parte de tempo
desse trabalho foi gasto na implementacao desse algoritmo e na calibragem do mesmo
para a execug¢ao dos testes realizados. Acreditamos que com mais alguns ajustes no
mesmo, eventualmente esse trabalho venha a se tornar o seminéario da disciplina, ou
até mesmo um artigo.
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A Apéndice A - Como Executar os Programas

Em http://www.dcc.ufmg.br/ lcrocha/paa/tp2/src podemos encontrar o codigo fonte
de todas as implementacoes realizadas nesse trabalho, separados de acordo com o
problema e a solugao dos mesmos.

Todos os programas foram construidos de forma padronizada e todos possuem
um Makefile. Para compilar os programas, basta executar o seguinte comando:

make

Para executar o programa de distancia de edi¢ao, ap6s executar o Makefile, basta
executar a seguinte linha de comando:

./compara_string.e -i <arquivo_entrada> -o <arquivo_saida>

Para executar os programa de calculo do conjunto maximo de vértices indepen-
dentes, basta entrar no diretorio da solugao que se deseja avaliar e, apés executar o
Makefile, basta executar a seguinte linha de comando:

./vertices_independentes -i <arquivo_entrada> -o <arquivo_saida>

Caso se queira executar esses algoritmos para resolver o problema do clique,
basta executar a seguinte linha de comando:

./vertices_independentes -i <arquivo_entrada> -0 <arquivo_saida> -c¢
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