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Segunda Prova/Solugao do professor

0. Um torneio de natacdo vai ser disputado por 8 atletas. Quantas possibilidades de premiacio existem,
considerando que s6 recebem prémios o primeiro (medalha de ouro), o segundo (medalha de prata) e o

terceiro (medalha de bronze) colocados?

Solugio: P(8,3) = 8.7.6 = 336.

1. De quantas maneiras se pode arranjar as letras AAAAOOQOXX (4 As, 4 Os, 2 Xs):

(a) No total?

(b) Sem As consecutivos?
Solugdo:

(a) P(10;4, 4, 2) = 10!/(4!4!2!) = 10.9.8.7.6.5/(24.2) =10.9.7.5 = 3150.
(b) P(6; 4, 2) x C(7,4) = [6!/(4!2!)] X [(7.6.5)/6] =15 x 35 = 525.
2. Suponha que n bolinhas brancas idénticas sio distribuidas (aleatoriamente) em n caixas numeradas de 1
a n. Qual é a probabilidade que:

(a) Nenhuma caixa fique vazia?

(b) Exatamente uma caixa fique vazia?

Solugao:

O namero de distribuigbes possiveis de n bolinhas idénticas em n caixas distintas é C'(n —
1+n,n)=C2n—1,n) = (2n—1)!/nl(n — 1)!. Segue-se que:

(a) Como o namero de distribui¢des em que nenhuma caixa fique vazia ¢ 1, a probabili-
dade ¢ 1/C(2n —1,n) =nl(n —1)!/(2n — 1).

(b) As caixas a ficar vazia e a conter duas bolinhas podem ser escolhidas de n(n — 1)
maneiras. As outras n — 2 caixas vao conter as bolinhas restantes. Logo, a probabili-
dade ¢ n(n—1)/C(2n—1,n) = n(n—1)n!(n—1)!/2n—1)! = (n—1)(n!)?/(2n — 1)

3. Escreva problemas do tipo “solugdes em inteiros de uma equagao” equivalentes aos abaixo. Em seguida,
para cada um, determine a fungdo geradora correspondente.

(a) O ntmero de maneiras de distribuir r bolas idénticas em n caixas distintas com pelo menos i bolas
na j-ésima caixa.
(b) O namero de multiconjuntos de 6 elementos tirados do conjunto {1,2,3,4,5} tais que:

e o nimero 1 pode aparecer no maximo duas vezes;

e o nimero 5 deve aparecer no minimo duas vezes.

Para este problema, determine também a solucio: o coeficiente de x° na funcio geradora.
Solugao:

(a) x1+x2+ -+ 2 =7, cCOm T; > 0.
FG: (1’+.T2+I’3+"')(.%'2+l’3+£€4+"')"~($n—|—xn+1+x"+2+...).



(b) 1 + a2+ a3+ x4+ 25 =6, com x1 < 2, x9, 23,24 >0, T5 > 2.
FG: (1+z+a?)(14+z+a?+-- P +23+a2t +- ).
Como (1+z+2?)(1+z+22+-- P @@?+23+2* 4+ ) = 1-2)2? (1 +2+22+-- )P =
(22 —2) (1 + 2+ 22 +---)% o coeficiente de 2% ¢ C(5—1+4,4) - C(5—-1+1,1) =
C(8,4) — C(5,1) = 70 — 5 = 65.

4. Determine o niimero de maneiras de pintar 10 bolas idénticas, dadas as seguintes restrigdes:

e ha 4 cores disponiveis: branca, amarela, azul e verde;
e as tintas azul e verde sdo suficientes para pintar no méaximo 3 bolas (para cada uma das cores);

e existem tintas branca e amarela & vontade.

Dica: Use fungao geradora.

Soluc¢ao: O ntmero pedido é o nimero de solucées para a equacio:
T1 + 9 + a3+ x4 = 10 para 1,22 < 3 e x3,24 > 0.

A funcio geradora é, portanto, (1+z+224+23)2(1+z+22+- )2 = (1-21)2(1+a+22+- - )3,
que ¢ igual a [C(2,0) — C(2,1)z* + C(2,2)2%][C(4 —14+0,0) + C4 -1+ 1, 1)z + C(4 —
14+2,2)2% +---]. O coeficiente de z'° ¢ C(2,0)C(4—1+10,10) — C(2,1)C(4 —1+6,6) +
C(2,2)0(4 — 1+2,2) = C(13,10) — 2C(9,6) + C(5,2) = 286 — 168 + 10 = 128.

5. Encontre fungdes geradoras para:

Solugao:

(a) FG para n: z[1/(1 —2))] = z/(1 — x)%

(b) FG para 2": 1/(1 — 2x).

(c) FG para 2" —2n: [1/(1 — 22)] —2/(1 — x)%.

(d) FG para 37 (28 — 2k): [1/(1 —22)(1 —2)] — z/(1 — z).



