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As b primeiras questoes valem 3 pontos, e as ultimas 3 questoes valem 1 ponto cada uma.

1. Um certo banco paga 6% de juros ao ano para um certo tipo de aplica¢do. Além disso, ele paga um bonus
de 10% do investimento inicial ao final de cada ano (apds computados os juros). Encontre uma relagao de
recorréncia para o saldo apos decorridos n anos, se nao houver nenhum saque, e se o investimento inicial
for de R$ k.

Solugao:

So = k,
S, = 1,06S5,_1 + 0,10k para n > 1.

2. Seja an o ntimero de maneiras de dispor n bandeirinhas lado a lado, podendo cada bandeirinha ser de
uma das cores: verde, amarelo ou azul. Determine uma relagdo de recorréncia para a,, supondo que

bandeirinhas adjacentes ndo podem ser ambas amarelas.

Solugao:

ag = 1, a] = 3;

ap = 261 + 2a,_2 para n > 2.

Veja: o primeiro termo conta as sequéncias em que a dltima banderinha é verde ou azul;
o segundo conta as sequéncias em que a Gltima é amarela e, com isto, a pentltima é verde
ou azul.

3. Resolva a relagio de recorréncia:

ap =0, a1 = 3;
an = ap—1 + 2a,—2 para n > 2.

Solugao:

Equacdo caracteristica: a® —a —2 = 0. Suas raizes sdo a1 = —1 e ay = 2. Logo, a solucio
geral para a parte recorrente é: Cq(—1)" + C2™.

Para as condicdes iniciais tem-se C1(—1)0 + 32 = 0 e C1(—1)! + C22! = 3, de onde se
segue que C; = —1 e Cy = 1. Portanto, a, = (—1).(=1)" + 1.2" = 2" 4 (—1)"*1,

4. Resolva a relagao de recorréncia:
ap =0, a1 = 3;
an = Qn-1 + 2an—2 +4.3" para n > 2.
Solugao:
A solugao geral para a parte homogénea é (da questdo 3): g(n) = C1(—1)" + C2™.

A solucdo para a parte ndo homogénea é da forma A3". Assim, A3" — A3"~1 — 24372 =
4.3". Segue-se que A =9 e p(n) = 3"+2.

Logo, a solucdo geral para a parte recorrente ¢ g(n) +p(n) = C1(—1)" 4 C92" +3"*2. Para
as condigoes iniciais: C1(—1)0 + C92° + 3712 =0 e C1(—1)! + 092! + 372 = 3. Tem-se,
entdo, que O = 2 e Cy = —11. Portanto, a, = 3"+2 — 11.2" 4 2(—1)".



5. De quantas maneiras podemos permutar os 10 digitos decimais de forma que nenhum digito impar fique
em sua posi¢ao natural? Considere que a posi¢ao natural de 0 é 0, a posicao natural de 1 é 1, a posigao
natural de 2 é 2, e assim por diante. Por exemplo, o arranjo 0563912748 s6 tem em suas posi¢oes naturais
os digitos 0, 3 e 7.

Solugao:

Seja A; o conjunto dos arranjos em que o digito impar ¢ aparece em sua posi¢do natural.
Pede-se, entao, N(A; N As3N As N A7 N Ag) Tem-se:

N(A;NA3N A5 N A7 N Ag) = 10! — K‘;’)m— <2>8!+ <2>7!— <Z>6!+ (2)5'} )

6. Seja novamente a, o nimero de maneiras de dispor n bandeirinhas lado a lado, podendo
cada bandeirinha ser de uma das cores: verde, amarelo ou azul. Determine uma relacao de
recorréncia para an,, supondo agora que bandeirinhas adjacentes nao podem ter a mesma
cor.

Solugao:

apg = 1, al = 3;
an = 2a,—1 para n > 2.

Veja: a n-ésima cor é uma das duas diferentes da n — 1-ésima. Mas, isto s6 vale se n > 2
(ou seja, existe cor anterior); logo, é preciso dizer que a; = 3 explicitamente.
7. Resolva a relacao de recorréncia obtida na questao 1.
Solugao:
A solugdo para a parte homogénea é g(n) = C1(1,06)".

A solugdo para a parte ndo homogénea é um polindmio de grau zero, A. Substituindo na
parte recorrente: A — 1,064 = 0,1k. Logo, A = —0,1k/0,06 = —5k/3. Logo, a solugao
da parte ndo homogénea é p(n) = —5k/3.

Portanto, a solugao geral da parte recorrente ¢ g(n) + p(n) = C1(1,06)" — 5k/3.
Como Sy = k, C1(1,06)° — 5k/3 = k e, portanto, C; = 8k/3. Logo, S, = 8(1,06)"k/3 —
5k/3 = [8(1,06)™ — 5]k/3.

8. Quantos arranjos existem das letras AAAOOOXX em que ndo aparecam 3 letras consecu-
tivas idénticas?
Solugao:

Sejam A o conjunto dos arranjos em que aparecem 3 As consecutivos e O o conjunto dos
arranjos em que aparecem 3 s consecutivos.

Entdo, N(ANO) = N(U) — N(AUO). Logo,

N(ANO)=P(8;3,3,2) — [(i) P(6;3,2,1) — (3) P(4;2,1,1)] )

Portanto,
— 8! 6! 4!
—2=—=—-—=| = — 120 4 12 = 452.
{ 62 2} 560 0 )



