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O QUE E COMBINATORIA

e Combinatdria: “a arte de contar sem contar”.
e Idéia basica: correspondéncia um-para-um (fungao bijetora).
e Exemplo 1:

Seja um conjunto A de n elementos. Existe uma
correspondéncia um-para-um de P(A) para o conjunto das
sequéncias bindrias de n digitos. Como o nimero destas
sequéncias é 2", P(A) tem 2" elementos.
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O QUE E COMBINATORIA

Matemética Discreta

e Combinatéria: “a arte de contar sem contar”.
e Idéia basica: correspondéncia um-para-um (funcao bijetora).
e Exemplo 2:

Seja o conjunto de caminhos da raiz as folhas, para uma arvore
estritamente bindria e completa de altura n. Existe uma
correspondéncia um-para-um de tal conjunto para o conjunto
das sequéncias binarias de n digitos:

e

Logo, o nimero de folhas da arvore é 2".
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O QUE E COMBINATORIA

e Outra formulacao do problema do nimero de sequéncias binarias de
r digitos:
Quantas amostras de r objetos podem ser extraidas do conjunto
{0, 1}, se ordem é importante e repeticao é permitida?
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O QUE E COMBINATORIA

Matema’tica Discreta

e Combinatéria: “a arte de contar sem contar”.
e Idéia basica: correspondéncia um-para-um (fungao bijetora).

e Exemplo 3:
Existe uma correspondéncia um-para-um das linhas da tabela da
verdade para o conjunto das sequéncias binarias de n digitos.
Logo, o nimero de linhas de uma tabela da verdade para n
variaveis proposicionais é 2",
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O QUE E COMBINATORIA

e Outra formulacao do problema do nimero de sequéncias binarias de
r digitos:

Quantas amostras de r objetos podem ser extraidas do conjunto
{0, 1}, se ordem é importante e repeticao é permitida?

¢ Generalizacao do problema:
Quantas amostras de r objetos podem ser extraidas do
conjunto {x1,x2,...,Tn}, se ordem é importante e repeticao é
permitida?
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Q:MG




Matemética Discreta k= =1l

OBJETIVOS

Os dois objetivos:

e Identificar problemas gerais aos quais muitos outros possam ser
reduzidos.

e Praticar a “arte de contar sem contar”.

Capi’tulo}
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Abstracao do segundo problema basico

e Problema:

Um torneio de natacao vai ser disputado por 8 atletas. Quantas
possibilidades de premiacao existem, considerando que sé
recebem prémios o primeiro (medalha de ouro), o segundo
(medalha de prata) e o terceiro (medalha de bronze) lugares?

e Problema geral:

Quantas amostras de r objetos podem ser extraidas do
conjunto {x1,x2,...,x,}, se ordem é importante e repeticdo
nao é permitida?
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Abstracao de mais 3 problemas basicos

e Problema:

Um torneio de natacao vai ser disputado por 8 atletas. Quantas
possibilidades de premiacao existem, considerando que sé
recebem prémios o primeiro (medalha de ouro), o segundo
(medalha de prata) e o terceiro (medalha de bronze) lugares?

Capl’tultm
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Abstracao do terceiro problema basico

¢ Problema:
Quantos caminhos existem do ponto no canto superior esquerdo
ao ponto no canto inferior direito?
1234567 1
2
3
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Abstracao do terceiro problema basico

e Problema:

Quantos caminhos existem do ponto no canto superior esquerdo
ao ponto no canto inferior direito?
1234567

CON=

e Problema geral:

Quantas amostras de r objetos podem ser extraidas do
conjunto {x1,x2,...,Tn}, se ordem ndo é importante e
repeticao nao é permitida?

QFMG VR 0D 9
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Abstracao do quarto problema basico

e Problema:
Quantos dominds existem?
¢ Problema geral:

Quantas amostras de r objetos podem ser extraidas do
conjunto {x1,x2,...,Tn}, se ordem ndo é importante e
repeticao é permitida?

\UFMG VR SOD w
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Abstracao do quarto problema basico
e Problema:
Quantos dominds existem?

\UFMG R OOD 13/
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A REGRA DA SOMA

Matemética Discreta

e Regra da soma:

Sejam A e B dois eventos disjuntos (isto é, que nao ocorrem ao
mesmo tempo), tais que A ocorre de m maneiras e B ocorre de
1 maneiras. Entao o evento A ou B ocorre de m + n maneiras.

QFMG VR 0D y
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A REGRA DO PRODUTO

e Regra do produto:

Suponha que um evento C' possa ser decomposto em duas
etapas A e B, tais que A ocorre de m maneiras e B ocorre de
n maneiras, independentemente de A. Entao o evento C
ocorre de m X n maneiras.

\UFMG VR SOD w
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A REGRA DA SOMA

Matema’tica Discreta

e Regra da soma:

Sejam A e B dois eventos disjuntos (isto é, que nao ocorrem ao
mesmo tempo), tais que A ocorre de m maneiras e B ocorre de
n maneiras. Entao o evento A ou B ocorre de m + n maneiras.

e Exemplos:

— Quantas maneiras existem de retirar um as ou uma dama de um

baralho?
— Quantas maneiras existem de retirar um as ou uma carta
vermelha?
\UFmG e®% ©O® 17)
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A REGRA DO PRODUTO

Matemética Discreta

e Regra do produto:

Suponha que um evento C' possa ser decomposto em duas
etapas A e B, tais que A ocorre de m maneiras e B ocorre de
n maneiras, independentemente de A. Entao o evento C
ocorre de m X n maneiras.

e Exemplos:
— Quantas maneiras existem de distribuir um as vermelho e, em
seguida, outra carta vermelha?

— Quantas maneiras existem de distribuir um 3as e, em seguida, uma
carta vermelha?

— Quantas sequéncias binarias de n digitos existem?

\UFMG R HOD 19/
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O Problema do Aniversario

e Qual é a probabilidade de que pelo menos duas dentre n pessoas
selecionadas ao acaso facam aniversario no mesmo dia do ano?

e Espaco amostral: S = {1/1,1/2,...,12/12}"; N(S) = 365™.

e Numero de maneiras de atribuir aniversarios de forma que pelo
menos duas pessoas facam aniversario no mesmo dia:
N(E) = N(S) — m, onde m é o numero de maneiras de atribuir
aniversarios sem que pessoas facam aniversario no mesmo dia.

m = 365 X 364 X --- X (365 — (n — 1)).

e Logo:
365™ — 365 X 364 X -+ X (365 — (n — 1))
prob(E) =
365™
QFMG RO DD y
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O Problema do Aniversario

e Qual é a probabilidade de que pelo menos duas dentre n pessoas
selecionadas ao acaso facam aniversario no mesmo dia do ano?

365™ — 365 X 364 X -+ X (365 — (n — 1))

rob(FE) =
prob(E) 265
en > 23 = prob > 0,5.
n = 30 = prob > 0, 7.
\UFMG e®% ©O® 21
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O modelo de amostragem

¢ Quantas amostras de r objetos podem ser extraidas de um conjunto
de n objetos?
A resposta depende de:

— Ordem é importante?
— Repeticao é importante?

\UFMG R HOD 23/
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O modelo de amostragem
Exemplo: amostras de 2 objetos de {x1, x2, x3}:
com reposicao sem reposicao
(com repeticédo) (sem repeticdo)
11 T1T2
T1T2 T3
13 L2y
arranjo ToT sequéncia Tax3  permutacao
(ordem importante) | @2z T3Tq
Tok3 T3
31
T3T2
L33
{181’ 501} {mlam2}
{x1,x2} {1, z3}
selecdo {1, 3} multiconjunto | {z2, 3} combinacio
(sem ordem) {x2, 2}
{$2, ws}
{z3, z3}

\UFMG 08 966 24)
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Exemplos

e Nimero de arranjos das cartas de um baralho:
P(52,52) = 52! = 7,96 x 1097,
e Numero de resultados possiveis no lancamento de 3 dados:
63 = 216.
e Nimero de domings:
C(7T—1+42,2) = C(8,2) = 857 = 28.
e Niimero de maos de 5 cartas, no baralho:
C(52,5) = 2.598.960.
\UFMG 08 ©66 26/
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Solugoes dos 4 Problemas

e Niimero de sequéncias de tamanho 7:

n’.

e Niimero de permutacoes de tamanho r:
|
Pn,r)=n(n—1)---(n—7r+1) :ﬁ
¢ Numero de combinacoes de tamanho 7:

C(n,r) = PO = Lty

e Niimero de multiconjuntos de tamanho 7r:

Cin—14mr,7) :%

Q:MG R OO
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Exemplos

e Probabilidade de ocorrer um flush (5 cartas do mesmo naipe) no
poquer:

numero de flushes _ 4xC(13,5)
naimero de maos de 5 cartas — C(52,5)

e Niimero de arranjos com as letras da palavra “banana”:
C(6,3) x C(3,2) x 1 =60.

— 0,00198.

\UFMG 0% ©O0

Capl’tultm




a N
O MODELO DE DISTRIBUICAO
\_ /
Matemética Discreta k= =il Capi’tulo}
O modelo de distribuicao
Exemplo: distribuicao de 2 bolas em 3 caixas:
ocupacgao nao exclusiva ocupacao exclusiva
caixa 1 caixa 2 caixa 3 |caixa 1 caixa 2 caixa 3
BB, B, B,
B, B, B, B,
Bl BZ B2 B1
bolas B, B, B, B,
distintas B1B2 32 Bl
B1 B2 Bz Bl
B> B,
32 Bl
Ble
BB B B
B B B B
bolas B B B B
idénticas BB
B B
BB
QFMG R DD y
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O modelo de distribuicao

e De quantas maneiras r bolas podem ser distribuidas em n caixas
distintas?

A resposta depende de:

— As bolas sao distintas ou idénticas?

— Cada caixa comporta qualquer nimero de bolas, ou apenas uma
bola?

\UFMG R GO 29)
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Solugoes dos 4 Problemas:

e Numero de distribuicoes de r bolas distintas em n caixas:
n'.
e Numero de distribuicoes de r bolas distintas em n caixas, 1 bola por
caixa:
P(n,r).
e Niimero de distribuicoes de r bolas idénticas em n caixas:
Cn—1+4+m7).
e Numero de distribuicoes de r bolas idénticas em n caixas, 1 bola
por caixa:
C(n,r).
\UFMG R GO 31
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2 problemas de distribuicao em caixas idénticas

e Nuimero de distribuicoes de r bolas distintas em n caixas idénticas:

E o nimero de particées do conjunto {b1,ba,...,b.} em, no
maximo, n subconjuntos. Exemplo parar =4 e n = 3:

{bla b2’ b39 b4}

{b1}{b2, b3, by}
{b2}{b1, b3, b4}
{b3}{b1,b2,bs}
{bs}{b1, b2, b3}
{b1, b2}{b3, bs}
{b1,b3}{b2,bs}
{b1,b4}{b2, b3}

{b1}{b2}{b3, b4}
{b1}{b3}{b2, b4}
{b1}{ba}{b2, b3}
{b2}{b3}{b1, b4}
{b2}{ba}{b1, b3}
{b3}{ba}{b1, b2}

VR 0D
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2 problemas de distribuicdo em caixas idénticas

e Nimero de distribuicoes de r bolas idénticas em n caixas idénticas:

E o nimero de particdes do inteiro positivo r em, no maximo, n
partes. (Uma particio de um inteiro positivo 7 é uma maneira
de escrever r como uma soma de inteiros positivos, chamados
partes, em ordem decrescente.) Exemplo para r =4 e n = 3:

{b,b,b,b} (4)
{b}{b,b,b} (3+1)
{b,b}{b,b} (2+2)
{b}{b}{b,b} (2+1+1)

\UFMG 0% ©O6 33/
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Jogos de Azar

Supondo apostas simples, no jogo da sena:

e Probabilidade de acertar a sena:
1 1

C(60,6)  50.063.860
e Probabilidade de acertar a quina:
C(6,5) x C(54,1) 1
C (60, 6) ~ 154.518
e Probabilidade de acertar a quadra:
C(6,4) x C(54,2) 1
C(60,6) ©2.332

\UFMG 0% ©O6
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Jogos de Azar Coeficientes Multinomiais
No jogo de poquer: e Numero de maneiras de arranjar as letras da palavra BANANA:
e Probabilidade de sair com um full house (um trio e um par): 6!
c6,1) xC(5,2)xC3,3) =
(C(13,1) x C(4,3)) X (C(12,1) x C(4,2)) _ 0.0014 1! x 2! x 3!
C(52,5) - e Problema Geral: Numero de arranjos de n objetos, 1 do tipo 1, 7o
do tipo 2, ..., ri do tipo k, sendo 71 + 1o + -+ + 17 = N
n!
P(nyri,roy...,rp) = ————
Tl!rg! .o Tk!

\UFMG R0 600 36/ \UFMG 0% ©O6 37/
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Coeficientes Multinomiais Estratégias com Arranjos

e Niimero de maneiras de distribuir as 52 cartas do baralho entre 4 Ndmero de arranjos das letras de “JARDIM”,
jogadores, se cada um recebe 13 cartas: e com vogais em ordem alfabética.
C(52,13) x C(39,13) x C(26,13) x C(13,13) Estratégia:
) B . . — selecao das posicées das vogais —> C'(6, 2)
e Problema Geral: Numero de selecoes simultaneas de tamanhos rq, . .
. . . —restricao de ordem para Ael — 1
r2, ..., T} a partir de um conjunto de n objetos, sendo ;
ATyt = n — arranjo das consoantes —> 4!
n! Resposta: C(6,2) x 1 x 4! = 360.
C(n;ri,re,y ..., 1) = P(nyry,ro,.c0yr) =
rilra! . oorg!
\UFMG PR GO 38) \UFMG Q0 OO
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Estratégias com Arranjos Estratégias com Arranjos

Nudmero de arranjos das letras de “JARDIM”, Nuamero de arranjos das letras de “JARDIM”,

e com vogais consecutivas. e sem vogais consecutivas.
Estratégia: Estratégia:
— construcao de “supervogais” Al e IA —> 2 —arranjo de 2 V’s e 4 C’s sem V’s consecutivos:
—arranjo das consoantes e uma supervogal —> 5! * comecamos com oVoCVo;
Resposta: 2 x 5! = 240.

x 0s 3 C’s restantes podem ser colocados em qualquer uma das 3
regides marcadas — C(3 — 1+ 3,3) =10

— substituicao de V’s e C’s por vogais e consoantes
= 2! X 4! =48

Resposta: 10 x 48 = 480.
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O Problema das Solucoes Inteiras de uma Equacao
e Quantas solucoes inteiras existem para
x1 + x2 + 3 = 10, com x; > 07
¢ Problemas equivalentes:
— Nidmero de maneiras de selecionar r objetos dentre n objetos,
~ ~ com repeticoes permitidas.
O PROBLEMA DAS SOLUCOES INTEIRAS DE UMA EQUACAO i PEHs p- L o .
— Nudumero de maneiras de distribuir r bolas idénticas em n caixas
distintas, com qualquer nimero de bolas por caixa.
— Ndmero de solucoes inteiras para
r1+x2+ -+ xpn =7r, comzx; > 0.
\ ) \UFmG R0 COO
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Matemética Discreta

O Problema das Solugées Inteiras de uma Equacado/Exemplos

e O naimero de solucoes inteiras para

1+ x2 + 3 + £4<99, com x; > 0

Capitulo}
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O Problema das Solugées Inteiras de uma Equacado/Exemplos

e O naimero de solucoes inteiras para
1+ x2 + 3 + £4<99, com x; > 0

é a soma dos nimeros de solugcdes para
x1txz2t+ax3t+axs=0
1 t+x2+x3+ 2y =1
x1 + x2 + x3 + x4 = 99.

E também o nimero de solucoes para

T1 + T2 + x3 + T4 + T5 = 99.
\UFMG 830 006 46/
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O Problema das Solugées Inteiras de uma Equacado/Exemplos

Matema’tica Discreta k= =l

e O nimero de solucoes inteiras para
1+ x2 + x3 + 4<99, com x; > 0
é a soma dos numeros de solucoes para

1+ o2+ 23+ x4=0
1 +x2+x3+ Ty =1

x1 + o2+ x3 + x4 = 99.

\UFMG e®® ©O6 45/
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O Problema das Solucdes Inteiras de uma Equacgao/Exemplos

e O numero de solugdes inteiras para

2x1 +x2+2x3 =4, comzx; >0

BBR® PDD y
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O Problema das Solugées Inteiras de uma Equacdo/Exemplos

Matemética Discreta k= =1l

e O nimero de solugdes inteiras para
2x1+x2+2x3 =4, comz; >0
é o numero de solugdes para

y+ax2+ax3 =4, comy =0,2,4,... e x2,x3 > 0.

\UFMG 088 966 48/
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O Problema das Solugées Inteiras de uma Equacao/Exemplos

Matemética Discreta k= =il

e O nimero de solugdes inteiras para
1 +x2+2x3 =0, comzx; > —5
é o numero de solugoes para

(y1 —5) + (y2 —5) + (y3 — 5) =0, com y; > 0,

\UFMG 088 OO 50/
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O Problema das Solugdes Inteiras de uma Equacgao/Exemplos

Matema’tica Discreta k= =l

e O numero de solugdes inteiras para

1+ x2+2x3 =0, comzx; > —5

\UFMG 0% ©O6 49)
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O Problema das Solucdes Inteiras de uma Equacgao/Exemplos

e O nimero de solucdes inteiras para
1+ x2+2x3 =0, comzx; > —5
é o namero de solucoes para
(y1 —5) + (y2 —5) + (y3 — 5) = 0, com y; > 0,
ou seja, o nimero de solucoes para

Y1+ y2 + y3 = 15, com y; > 0,

\UFMG R HOD 51
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O Problema das Solugées Inteiras de uma Equacdo/Exemplos

Matemética Discreta k= =1l

¢ O Problema dos Dados de Galileu(1564-1643): Por que uma soma
de 10 aparece tao frequentemente no lancamento de 3 dados?

QFMG VR 0D y
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O Problema das Solugées Inteiras de uma Equacao/Exemplos

e O numero de selecoes de r objetos dentre n, sem repeticoes, é igual
ao numero de distribuicoes de r bolas idénticas em n caixas, uma
bola por caixa. Isto é igual também ao nimero de solucoes inteiras
para:

x1+x2+ -+ +xp =7, comzx; € {0,1},

\UFMG VR SOD y

Capl’tultm

O Problema das Solugdes Inteiras de uma Equacgao/Exemplos

Matema’tica Discreta k= =l

¢ O Problema dos Dados de Galileu(1564-1643): Por que uma soma
de 10 aparece tao frequentemente no lancamento de 3 dados?

Probabilidade de que o lancamento de 3 dados produza uma soma
de 10:

nimero de solucoes para 1 + 2 + 3 =10, com 1 < x; < 6

63
\UFMG e®% ©O® 53/
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O Problema das Solucdes Inteiras de uma Equacgao/Exemplos

e O nimero de maneiras de totalizar » centavos utilizando moedas de
1, 5, 10 e 25 centavos é o numero de solucdes inteiras para:

\UFMG 0% ©O6 55/
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O Problema das Solugées Inteiras de uma Equacdo/Exemplos
¢ O nimero de maneiras de totalizar » centavos utilizando moedas de
1, 5, 10 e 25 centavos é o numero de solucoes inteiras para:
z1=0,1,2,...
x2 =0,5,10,...
T T T T4 = T, COM
1+ &2+ T3+ 2y =T x3 = 0,10,20,...
x4 =0,25,50,...
QFMG R DD y
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Matemética Discreta

Identidades Combinatorias

Argumentos combinatérios:

e sao usualmente mais simples que inducao ou algebra;

¢ ajuda-nos a lembrar do conteido da identidade.

\UFMG VR SOD y
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Exemplos de Identidades Combinatérias

e Ildentidade de Pascal:

Cn,r)=C(n—1,r—-1)+C(n—1,7r)

\UFMG R OOD 59/
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Matemética Discreta
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Exemplos de Identidades Combinatérias

e ldentidade de Pascal:
Cn,r)=C(n—1,r—1)+C(n—1,r)

Prova: 2 maneiras de contar os mesmos subconjuntos do conjunto
{x1,22,...,xn}:
1. C(n,r): nimero de subconjuntos de r elementos.

2. C(n — 1,r — 1): numero de subconjuntos de r elementos

que contém x,,.
C(n — 1,7): niimero de subconjuntos de r elementos
que nao contém x,,.

QFMG VR 0D y
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Exemplos de Identidades Combinatérias

e Niimero de subconjuntos:
éo C(n, k) = 2"
Prova: 2 maneiras de contar todos os subconjuntos do conjunto
{z1,x2,...,2n}:
1. 2™: ndmero total de subconjuntos (como ja vimos).
2. C(n,0): numero de subconjuntos de 0 elementos.
C(n,1): nimero de subconjuntos de 1 elemento.

C(n,n): numero de subconjuntos de n elementos.
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Exemplos de Identidades Combinatoérias

e Niimero de subconjuntos:

n
C k) = 2"
kio (n, )

Prova: 2 maneiras de contar todos os subconjuntos do conjunto
{x1,x2,...,2n}:
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Exemplos de Identidades Combinatérias
e Grupos e lideres:
C(n,k)C(k,r) =C(n,r)C(n —r,k — 1)
Prova: 2 maneiras de contar todas as maneiras de se selecionar, a
partir de um universo de n pessoas, um grupo de k pessoas e r
lideres dentre estas k pessoas:
C(n, k): nimero de grupos de k pessoas.
C( r): numero de lideres dentre k pessoas.
2. C(n,r): nimero de grupos de r lideres.
C(n —r,k — r): ntmero de grupos para certo conjunto
de r lideres.
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Exemplos de Identidades Combinatérias

e Multiconjuntos:
EOC(n—Fi,i) =C(n+r+1,7)
1=
Prova: 2 maneiras de contar todos os multiconjuntos de tamanho r,
com elementos do conjunto {x1,x2,...,Tp4+2}:
.Cn+2—1+r,7r)=C(n+r—+1,r):
nimero total de multiconjuntos de tamanho r (como ja

vimos).
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Exemplos de Identidades Combinatérias

e Teorema Binomial:

(@+y)" = £ Cln,r)a""y"

Prova: Dado que

(x+y)"=(+y)(lz+y) - - (z+y)

cada termo do resultado é da forma " "y", 0 < r < n. O nimero

de termos desta forma é o numero de maneiras de selecionar n — r
x’s (ou r y’s), ou seja, C(n,n —r) = C(n,r).
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Exemplos de Identidades Combinatérias

2.Cn+1—-1+nr,r)=C(n+r,r):
nimero de multiconjuntos de tamanho r sem ocorréncias
de Tn+42-
Cn+1—-14r—-1,r—1)=C(n+r—1,r — 1):
numero de multiconjuntos de tamanho r com 1 ocorréncia
de Tn42-

Cln+1—-147r—r,r—7r)=C(n,0):
nimero de multiconjuntos de tamanho r com r ocorréncias

de Tn42-
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Exemplos de Identidades Combinatérias

Exemplos de uso do Teorema Binomial:

—sp_gC(n, k) =2".
Prova: basta fazer t =y = 1.

-C(n,0) +C(n,2) +---=C(n,1) + C(n,3) +--- = 2n—1
Prova: fazendo-se x = 1 e y = —1, tem-se:

C(n,0)-C(n,1)+C(n,2) —C(n,3) +---+ (=1)"C(n,n) =0
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Exemplos de Identidades Combinatérias

e Teorema Multinomial:

(14 +xp)" = r1+---§—rk=n C(n;715- -, PR)@L - s mzk

Prova: Dado que
(x1 4+ Fxp) " =(@®1+---+ax) - (x1+ -+ + )

n

cada termo do resultado é da forma 1" ... xz*, sendo

r1+ -+ + rp = n. O nimero de termos desta forma é o nimero de
maneiras de selecionar ry x1’s, ..., T T}'s, totalizando um total de
n destes objetos, ou seja, C(n;r1,72,...,7L).
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