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Um exemplo

Duas maneiras de determinar o namero de solucoes inteiras para

x1t+axs=r,com0< zx1<lel <xp <2

1. Enumeracao explicita:

8
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Tl € {0,1},%2 € {1’2}
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Um exemplo

Duas maneiras de determinar o nimero de solucdes inteiras para

x1F+axa=r, com0<zx1<lel <xp<2:

2. Multiplicacao de polinomios:
=2l 4 22 4 22 4 23
= 1zl + 222 + 123

— coeficiente de z’: nimero de solucées para r = i.
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Exemplo

e Raciocinio polinomial:
(m0+m1_|_. . .)(m0+$1+. . -) = m0m0+m0m1—|—- . .+m1m0+m1m1+. .o
—> Numero de solugdes: coeficiente de x".

e Determinando o coeficiente de z":

202" Ll o 2"l = (r +1)x"
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Outro exemplo
Determinar o nimero de solucoes inteiras para
x1+x3 =1, comxy; > 0exg > 0:
e Enumeracao explicita:
]y T T
0 T T
x1 > 0,290 >0 1 »r—1 r
T 0 T
— Numero de solucoes: r + 1.
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é a, + by.

QFMG

Série de poténcias

e Uma série de poténcias é uma série infinita da forma

aoa:O + ala;l + agmz + .-

sendo cada a; um nimero real e £ uma variavel.
e Multiplicagdo: o coeficiente de =" em
0 1 2 b 0 b 1 b 2
(aoz” + a1z” + agx” + -+ -)(box” + biz” + box” + - -
€ apby +a1by_1+ -+ arbg
e Adicao: o coeficiente de " em

(aoaco + ajz! + asx® + -- )+ (bO.’BO + bz + box?® + - -
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Um exemplo
e (0 + (a0 + a2t + 22+ .. ) =20 4 22t 4222 4223 4 - ..
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Exemplo

e Numero de solucoes inteiras para

1 +x2=r,com0< 1 <lel<xy<2:

—ag=0,a1 =1,a2 =2,a3=1,eparar > 3 ar = 0.
— Portanto, a funcao geradora é

02 + 1zl + 222 + 123+ 02t +---+ 02" +---
::c—}—2:c2—|—m3.
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Definicao

e A funcao geradora ordinaria para um problema combinatério de
solucao a, é

g(x) = aox’ + arz! + agz? + -

Capl’tulo}
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Exemplo
e Funcao geradora para o nimero de subconjuntos de tamanho r,
tomados de um conjunto de tamanho n:
C(n,0)z° + C(n,1)z! + C(n,2)z% + - - - + C(n,n)z"

que é (1 4+ x)™, pelo Teorema Binomial.
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Estratégia
Estratégia para resolver problemas usando funcao geradora:
1. Encontrar uma funcao geradora para o problema geral.
2. Extrair o coeficiente apropriado.
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Abordagem

1. Reformular o problema como um problema de encontrar o nimero
de solucoes inteiras para:

1+ x2+ -+ +xpH =7, cOMm x; € {vi,l,vi,z, .o}
2. O namero de solugdes é o coeficiente de =" em:

(w’Ul,l + w’Ul,Z + .. .)(w’vz,l + w’U2,2 4+ .. ) e (w'Un,l + wvn,2 + .. )
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Exemplo

e Funcao geradora para o problema de encontrar o nimero de
solucoes inteiras de:

T1 + 2x9 + 3x3 + 44 = r, com x; > O:
1. Reformulacao do problema: encontrar o nimero de solucdes
inteiras para:
Y1 +y2 +y3 +y4 =7, comy; € {0,4,2i,34,...}.
2. A funcao geradora é, portanto:
(4t + 22+ )@+ 22+t 4+ )@+ a3+ 28+ ..
(0 + a4+ 28 4...).
3. Solucgdo: coeficiente de x".
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Exemplo

e Funcao geradora para o problema de encontrar o nimero de
distribuicoes de 10 bolas idénticas em 3 caixas distintas, com um
nimero par de bolas em cada caixa:

1. Reformulacao do problema: encontrar o niimero de solucoes
inteiras para:
x1 +x2+ x3 =71, com x; € {0,2,4,...}.
2. A funcao geradora é, portanto:
(0 + 22 + 2t + .. )3

3. Solucdo: coeficiente de x!Y.

Capitulo}
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Exemplo
e Funcao geradora para o problema de encontrar o nimero de
solucoes inteiras de:
r1+x2+---+xp<r, coml<zx; <3:
1. Reformulacao do problema: encontrar o niimero de solucoes
inteiras para:
Ty t+x2+ -+ Tpnt+xTpy1 =7,
coml<z; <3, paral<i<mn, exyy; >0.
2. A funcao geradora é, portanto:
1 2 1 2
(' + 2?2+ %)@ + 2t + 2® + 2 4 ).
3. Solucdo: coeficiente de x".
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Exemplo

e Funcao geradora para o problema dos dados de Galileu:

1. Reformulacao do problema: encontrar o nimero de solucdes
inteiras para:

r1+x2+2x3 =17, com1l < zx; <6.
2. A funcao geradora é, portanto:
(:vl + x2 + x> + x? +oxd 4+ :136)3.

3. Solugio: coeficiente de =10,

Capl’tulo}
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Identidades uteis para a extracao de coeficientes

(@) (1 +z+a2+..)"
=C(n—140,0)+C(n—1+1,1)z+---+C(n—1+r,7)x" 4 --

Prova: (1 + x + 22+ -..)™ é a funcio geradora para o niimero de
solucoes inteiras de

r1+x2+---+xp =7, comzx; > 0.
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Identidades uteis para a extracao de coeficientes

(c) (1 —=™)"
= C(n,0) — C(n,1)z™ + C(n,2)z>™ + - .- + (=1)"C(n, n)x™™

Prova: No Teorema Binomial, substitua = por —x™.
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Identidades uteis para a extracao de coeficientes
b)Q+z+z2+ -tz H =1 —2™)*Q+z+ 2%+ .-)"
Prova: 1+ 2+ -+ 1l =1 —-a™Q4+z+2>+.-.)
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Identidades uteis para a extracao de coeficientes
D1/ —x)=14+x+x24+23+...
Prova: (1—m)(1+m—|—m2—|—m3+---) = 1.
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Definicoes e identidades importantes

(1) O coeficiente de =" em
(ag + a1z + agx? + -+ ) (bg + bix + box® + - - +)
é apby + a1bp—1 + -+ arbo

(2) (Teorema Binomial)

(1+z)" = C(n,0) + C(n,1)x + C(n,2)z* + -+ C(n,n)x"

B a+z+z2+..)"=
Cln—-140,0)+C(n—1+1,1)z+---+C(n—1+mr,r)x" 4+ ---
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EXTRACAO DE COEFICIENTES: Exemplo

e Coeficiente de 20 na funcio geradora (x3 + x4 4 . .)3:
(23 + 2t +-..)3
=31 4+z+22+..9))3
=91tz ta?to)?
=29[C(3—-1+0,00+C(3—1+1,1)x + -], por (3)
Logo, o coeficiente de 20 é C(3 — 1 + 11,11).
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Definicoes e identidades importantes

@Wa+z+224+---+2m H=1Q —a2™)"QA4+z+22+..)"

(5) (1 — ™)™ =
C(n,0) — C(n,1)x™ + C(n,2)x>™ + ... + (=1)"C(n, n)x™™

6)1/(1—2)=1+2+a22+a5+---

Capl’tulo}

\UFMG 0% ©O6 25/
Matema’tica Discreta k= =l Capl’tulo}

EXTRACAO DE COEFICIENTES: Exemplo

e Coeficiente de =2 em 1+x+ 2+ 23+t + a:5)4:
Q+z+---+2x°)?
=1 -z +z+224+-..)4, por (4)
= (C(4,0) — C(4,1)a8 + ... + C(4,4)z>%)
(C4—-14000+C4—1+1,1)x+---), por (5) e (3)
Logo, o coeficiente de z” é
C(4,0)C(4 —1+9,9) — C(4,1)C(4 — 1 + 3, 3).

Q:MG
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EXTRACAO DE COEFICIENTES

Os resultados a seguir sao tteis para:

e Construir uma funcao geradora para um a,, especifico.

e Utilizar funcao geradora para resolver somatorias.
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EXTRACAO DE COEFICICIENTES

(b) C1g9(x) + C2h(x) é a funcado geradora para Cian + C2by, onde Cy
e (5 sao constantes.

Prova:
C19(z) + Cah(x)
= C1(ag + a1 + asx? + - -+) + Ca(bg + byx + box? + -+ +)
= (C1a0+C2bg) + (Cra1 +Caby)z +- - -+ (Cran + Cabp)z™ + - - -
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EXTRACAO DE COEFICIENTES

Sejam g(x) a fungcdo geradora para a,, e h(x) a funcao geradora para
b,,. Entao:

(@) g(x)/(1 — x) é a fungao geradora para ag + a1 + -+ + an.
Prova:
g(x)/(1 — =)
= (ag + a1z + agx? +--+) /(1 — x)
= (ag+ a1z + asx? + .- )(1 + =+ x2 4+ -.+), por (6)
=ao+ (ap+ar)c+---+(ap+ar+---+ap)x" +---
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EXTRACAO DE COEFICIENTES

(c) (1 — z)g(x) é a fungao geradora para ap, — an—1.
Prova:
(1 —x)g(x)
= (1 —x)(ag + a1z + asx? + - )
= (ag + a1z + azx® + - -+) — (agx + a1x2 + agx3 + -+ )
=ag + (a1 — ag)x + (az — a1)z? + -+ + (an — ap—1)x" + - --
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EXTRACAO DE COEFICIENTES
(d) zg’(x) é a funcdo geradora para nan.
Prova:
xg'(x)
= x(a1 + 2a2x + 3agx? + - - *)
= a1z + 2a22% + 3azz3 + - - - + napx" + - - -
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Exemplo

e Funcao geradora para a,, = 2n + 3:

Fungao geradora para 1: 1/(1 — =), por (6).

(d).

\U\FMG VR S0P

Logo, a funcio geradora para n é: z[1/(1 — z)]’ = /(1 — x)?, por

Assim, a funcdo geradora para 2n + 3 é: 2x/(1 — )% + 3/(1 — x).

Matema’tica Discreta k= =l

EXTRACAO DE COEFICIENTES

Prova: segue de (1).

(e) h(x)g(x) é a funcao geradora para agby, + a1byp—1 + - -+ + anbg.

Capl’tulo}
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Exemplo
e Funcao geradora para a,, = n2:

Funcao geradora para n: x/(1 — x)?, pelo exemplo acima.
Funcdo geradora para n?: z[z/(1 — x)?] = (z + 22) /(1 — )3, por
(d).
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Exemplo

e Avaliacao de 12422 4+... 4+ n2

Funcido geradora para n2: (z + x2)/(1 — )3, pelo exemplo acima.
Funcdo geradora para =?_, k2: (z + 22)/(1 — z)3, por (a).
(z +2%)/(1 - x)*

=(x+2>)1+x+224+--)% por (6)

=(z+22)(1+CA—-1+1,1)z+C(4—1+2,2)x% 4 -..),
por (3)

Coeficiente de z=™:

CA4—1+m—1),(n—1)+C@—1+ (n—2),(n—2)).

k= =l Capitulo}

Portanto,
no2_ n(n+1)(2n + 1)-
k=1 6
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Exemplo
e Avaliacao de =_ k2k:
Como
—2/(1—z) =214z +x%+-..), por (6)
~4/(1 — 2x) = 4(1 + 2z + 422 4 - .- + (22)" + - - +), por (6)
~2/(1 —2x)% =
214+C2—-1+1,1)2z+ -+ C(2—1+n,n)(2z)" + ---),
por (6) e (3)
o coeficiente de =™ é:
2-4x2"+2C((2—1+n,n) x 2"
Portanto,
¥ g2k =24 (2n — 2)2",
k=0
\U\FMG RO DD y
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Exemplo
e Avaliagdo de =7_, k2*:

Funcdo geradora para 2™: 1/(1 — 2x), por (6), =/2x.

Funcdo geradora para n2": z[1/(1 — 2z)]’ = 2z /(1 — 2x)?, por (d).
Funcgdo geradora para =7_, k2F: 22/(1 — 2z)%(1 — ), por (a).
2x/(1 — 2x)%(1 — x)

=2/(1—x)—4/(1 — 2z) + 2/(1 — 2x)?, pelo método das
fracOes parciais
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Exemplo de uso de Func¢oes Geradoras Ordinarias

¢ O problema dos dados de Galileu:
Soma 10: coeficiente de 210 na funcio geradora
(zcl + x2 + x3 + x? 4+ 0+ :c6)3.
=314z + 2?2 + 23 + 2t + 2°)3
=231 — 2531 +x+ 22+ -..)3, por (4)
=23(C(3,0) — C(3,1)2% + C(3,2)z'? — C(3,3)x1®)
(¢c3-1+4+0,00+C3—1+4+1,1)x+---), por (5) e (3)
O coeficiente de !9 é, portanto,

C(3,00C(3—1+17,7)—C(3,1)C(3 —1+1,1) = 36 — 9 = 27.
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Exemplo de uso de funcao geradora para mostrar identidade
combinatdria

o:_,C(n,k)? =?
Lembrando que:
h(x)g(x) é a fungado geradora para agby,, + - - - + anbg,

o coeficiente de =™ em (1 + )" (1 + x)™ é:

n n

= G, k)C(nyn—k) = Y C(n, k)2.

Mas, pelo Teorema Binomial, o coeficiente de =™ em (1 + x)2" é:
C(2n,n).
Logo,

kgo C(n,k)? = C(2n,n).
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Exemplo

e Niimero de maneiras de distribuir » bolas idénticas em n caixas
distintas com, no maximo, 3 bolas em cada caixa:
Reformulacao: nimero de solucoes inteiras para
214+ @24+ axn=r, com0 < z; <3
Funcao geradora:
(l—i-a:—i-zcz—l—a:?’)"
1+ x+ 22+ 23)"
=1 -zH1+z+2%2+-.)", por (4)
= (C(n,0) — C(n, 1):134 + oo+ (=1)"C(n, n)w4n)
(Cn—-140,00+C(n—14+1,1)x+---), por (5) e (3)
O coeficiente de =" é, portanto,
Cc(n,00C(n—1+7r7r)—C(n,1)C(n—14+r—4,r —4)+---.
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