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Relacoes de Recorréncia

e Definicao:
Uma relacdo de recorréncia (RR) é uma férmula que consta de
duas partes:
—um conjunto de condigdes iniciais (condicdes de contorno); e
—uma parte recorrente.
(Uma RR é um esquema recursivo para computar uma
sequéncia de niimeros.)

e Exemplo:
RR que define a sequéncia de Fibonacci:
—a1 =1, az = 1;
—ap = 0p_1+ anp_o paran > 3.
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Relacoes de Recorréncia

e Solucao de uma relacao de recorréncia:
Uma férmula fechada para a funcao definida pela RR.
e Exemplo:
Solucao para a RR que define a sequéncia de Fibonacci:
1 (14+v5)" 1 (1—+v5"
N VBl o2

an =
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Exemplo de RR

e Algoritmo de pesquisa binaria (por x) em lista ordenada:

se a lista tem apenas 1 elemento entao
compare x com o elemento da lista;
retorne a resposta apropriada;
senao
seja m o elemento do meio da lista;
se x < m entao
chame o algoritmo recursivamente na 1% metade;
senao
chame o algoritmo recursivamente na 22 metade;
fim
fim

Numero de comparacoes: 777
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Trés algoritmos para calcular a,, (da sequéncia de Fibonacci)

e Baseado na RR, iterativo —- linear.
e Baseado na RR, recursivo — exponencial.

e Baseado na solucao da RR —>-constante
(erro de arredondamento).

BR® DD
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Exemplo de RR

e Algoritmo de pesquisa binaria (por x) em lista ordenada:

se a lista tem apenas 1 elemento entao
compare x com o elemento da lista;
retorne a resposta apropriada;
senao
seja m o elemento do meio da lista;
se x < m entao
chame o algoritmo recursivamente na 1% metade;
senao
chame o algoritmo recursivamente na 2% metade;
fim
fim

Ndmero de comparacoes: a1 = 1;a, = Ay 2+ 1 para n > 2.
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Exemplo de RR

¢ RR para o nimero de sequéncias binarias de n digitos sem 1’s
consecutivos:

2 3 4
0 000 0000
0 100 1000
1 010 0100
001 0010
101 1010
0001
1001
0101
an:12 3 5 8

RR: 777
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Exemplo de RR

e RR para o namero de regidoes em que o plano é dividido por n retas,
se ha intersecao entre cada par de retas, mas nao ha intersecao de
mais de 2 retas em um unico ponto:

n: 0 1 2 3
2 3
D A
L @ @><i@
®
anp: 1 2 4 7
RR: 777
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Exemplo de RR

¢ RR para o nimero de sequéncias binarias de n digitos sem 1’s
consecutivos:

n: 0 2 3 4

0 000 0000

0 100 1000

1 010 0100

001 0010

101 1010

0001

1001

0101
ap:12 3 5 8

1
00
11
0

RR: ag =1,a1 = 2;an, = ap—_1 + ap—2 para n > 2.
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Exemplo de RR

¢ RR para o nimero de regidoes em que o plano é dividido por n retas,
se ha intersecao entre cada par de retas, mas nao ha intersecao de
mais de 2 retas em um unico ponto:

n: 0 1 2 3
N @ vl 3
12
@ |3 © @
®
an: 1 2 4 7

RR: ag = 1;an, = ap_1 + n paran > 1.
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Exemplo de RR

Capi’tulm

e Um experimento é executado lancando-se um dado até que
aparecam 2 numeros pares. Determine uma RR para o nimero de
experimentos que terminam no n-ésimo lancamento, ou antes.
RR: 777

QFMG VR 0D 9
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Exemplo de RR

¢ RR para o nimero de maneiras de “completar com parénteses” (em
inglés, fully parenthesize) uma expressao

wy 4wy + - + Wy,

n: 01 2 3 4

wy (w1 + w3) (w1 +w2) +w3) (((w1 + w2) + w3) + wy)
(w1 + (w2 + w3)) ((w1 + (w2 + w3)) + wy)

(w1 + w2) + (w3 + wyq))

(w1 + (w2 + (w3 + wy)))

(w1 + ((w2 + w3) + wy))
an: 0 1 1 2 5
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Exemplo de RR

Capl’tulm

e Um experimento é executado lancando-se um dado até que
aparecam 2 numeros pares. Determine uma RR para o nimero de
experimentos que terminam no n-ésimo lancamento, ou antes.

a,_1: niumero de experimentos que terminam antes do n-ésimo
lancamento;

n — 1: namero de escolhas para o lancamento que deu namero par
antes do n-ésimo lancamento;

3: namero de escolhas para tal nimero par;
3"~2: nimero de escolhas para os nimeros impares;

3: nimero de escolhas para o nimero par do n-ésimo lancamento.

RR: ag = 0,a1 = 0;ap =ap—1+(n—1) X 3" paran > 2.

\UFMG e®% ©O® 13/
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Exemplo (continuacao)

Para colocar paréntesis em wq + wg + + - - + wy, para n > 2, fazer
parardelan —1:

colocar paréntesis em wy + - -+ + w,, obtendo Ef7;

colocar paréntesis em w;1 + - -+ 4+ wp, obtendo Ejy;
obter (E; + E»).

RR: ag = 0,a1 = 1;a, = 22’;11 apa,_j para n > 2.
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Exemplo de RR

e O problema das permutacoes caoticas.

Do =1, Dy =0.

Para n > 2, x,, pode ficar nas posicoes 1 a n — 1.

Suponha z,, na posicao i:
caso 1: x; na posicao n: D,,_o permutacdes para os
elementos restantes.
caso 2: x; fora da posicdo n: D,,_; permutacgées (é como
se x,, fosse retirado).

Logo, D;, = (n — 1)(Dyp—1 + Dp—2) paran > 2.

QFMG VR 0D y
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Exemplos de RRs com mais de uma variavel

e RR para combinacoes:
c(n,0) =C(n,n)=1,C(n,7r) =C(n—1,r— 1)+ C(n —1,r).
e RR para arranjos:

P(n,0) =1,P(n,n) =n!, P(n,r) =rP(n—1,r—1)+P(n—1,r).

\UFMG VR S0P Ey

Matema’tica Discreta k= =l Capl’tulm
Exemplo (continuacao)
Simplificando:
D,, = (n —1)(Dyp—1 + Dy,_2) pode ser re-escrita assim:
Dn — nDn_l = _(Dn—l - (n - l)Dn_z).
Fazendo-se a,, = D,, — nD,,_1, tem-se:
a; =—1,ap, = —a,_1 paran > 2,
ou ainda,
an = (_1)'",.
Logo,
Dyg=1,Dp, =nDy_1+ (—1)" paran > 1.
\UFMG 0% ©O6 17)
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Exemplo de RRs simultaneas

¢ RR’s para o nimero de sequéncias binarias de n digitos com:

—namero par de 0’s e numero par de 1’s (ay);
—ndmero par de 0’s e nimero impar de 1’s (by,);
—ndmero impar de 0’s e nimero par de 1's (cp); e
—numero impar de 0’s e nimero impar de 1’s (dy).

Sistema simultaneo de RR’s:

ag=1, bg =cyg=dg=0;

an =bp_1+cp_1,

bp = apn—1 +dp—1,

Cn = ap—1+dnp—1,

dp =bp_1+ cp—1, paran > 1.

BBR® PDD
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RRs e somatdrias
RR’s podem descrever somatdrias. Exemplos:
ol +2+4+ -4+ n:
a1 =1; anp =anp—_1+n paran > 2.
020 2l 4 22 ... 4 om
ap=1; anp =anp_1+ 2" paran > 1.
QFMG R DD y
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Definicoes

Uma RR linear de ordem r (de uma variavel) tem uma parte recorrente
da forma:

anp + hi(n)ap—1 + ha(n)ap—2+ -+ 4+ he(n)ap—r = f(n).

\UFMG VR S0P y
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Matemética Discreta k= =l Capl’tulm
Definicoes
Observacoes:

ese f = 0 a RR é homogénea.
ese f % 0 a RR é nao-homogeénea; neste caso:
—a parte homogénea da RR é:
an + hi(n)ap—1 + ha(n)ap—2+ -+ 4+ hr(n)ap—r = 0;
— a parte nao-homogénea da RR é f.

e se as funcoes h; sao constantes diz-se que a RR tem coeficientes
constantes.

\UFMG R HOD 23/
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Exemplo
eaj=az=1;anp =an_1+ a,_2 paran > 3.
RR linear homogénea de ordem 2 com coeficientes constantes.
QFMG RO DD y
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Exemplo

ea; =0, an:an/2+1paran:2k (k> 1).

RR nao linear.

\UFMG VR SOD y
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Exemplo

ew; =wo =0, wy =wp_1+ wy_o2+1 paran > 3.

RR linear nao-homogénea de ordem 2, com coeficientes constantes.
— parte homogénea: wy, = wy,_1 + Wy _2.
— parte nao-homogénea: f(n) = 1.

\UFMG e®% ©O® 25/
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Exemplo

eag=0,a1 =1, a, = LZ;ll apQ,_ para n > 2.

RR nao linear.
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Exemplo

eDg=1, Dy, =nDy_1+ (—1)" paran > 1.

RR linear nao-homogénea de ordem 1, com coeficientes nao
constantes.

QFMG VIR DD y
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RR bem definida

Uma RR linear de ordem r» bem definida consiste de:
e parte recorrente; e
e r condicOes iniciais, para r valores consecutivos.
QFMG VIR DD y
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Exemplo

eC(n,0) =C(n,n)=1,C(n,r) =C(n—1,r—1)+C(n —1,7r).

N3o é RR de uma variavel.

\UFMG R OOD 29)
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e Técnicas similares as de resolucao de equacoes diferenciais
ordinarias.
QFMG R DD 9
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Continuacao do exemplo

2. Resolver um sistema de r equacoes simultaneas — uma equacao
para cada condicao inicial — com r incégnitas — os Cj’s.

Exemplo: C12° + C33°% = q¢ = 2
0121 + C231 =a1 =5

Solucao do sistema: C1 =1,Cy = 1.

Solucdo da RR: 2™ + 3™,

\UFMG VR SOD y
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Um exemplo

Seja uma RR linear de ordem r com coeficientes constantes. Exemplo:
ag=2,a1 =5, anp —5a,_1+6a,_2=0 (n>2).

Estratégia:

1. Encontrar uma solucao geral para a parte recorrente, com r
constantes arbitrarias C1, Cs, ..., C.

Exemplo: C12™ + C>3"

\UFMG e®% ©O® 33/
Matema’tica Discreta k= =l Capl’tulm

Principio da Superposicao

Se g1(n) é solucao de
an +c1ap—1+ -+ + cran—r = f1(n)
e g2(n) é solucao de
ap + c1ap—1+ -+ + cran—r = f2(n),
entdao C1g1(n) 4+ C2g2(n) é solugao de
ap + c1ap—1+ -+ + cran—r = C1f1(n) + C2f2(n),

para quaisquer constantes C7 e Ca.

\UFMG 0% ©O0 35/
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Corolario do Principio da Superposicao
Se g1(n), g2(n), ..., gr(n) sao solugdes de
an+clap—1+ -+ crap—r =0,
entdo C1g1(n) + C2g2(n) + - -+ + Crgr(n) também é
para quaisquer constantes Cq, Cs, ..., C).
—> Como encontrar r g;'s?
e Procurar solugcées da forma o', para algum namero o.
QFMG ROV DD y
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Continuacao do exemplo

— Mas,
* 20 5 anx™ = g(xr) — a1x — ay,
320 5 ap_12" = @(g(z) — ag), e
£ o ap_ox™ = x2g(x).
— Assim, g(x) — a1z — ag — 5xg(x) + bagx + 6x22g(x) = 0 ou seja,

ag + a1 — Sagx 2 — bx
9@ =6t _spr1 (3z — 1)(2z — 1)
ou ainda,
1 1
9@ = 5t (1 - 3z)
—Lembrando que 1/(1 — z) = 1 4 z + 22 + - -+, conclui-se que
an, = 2" + 3™,

\UFMG VR SOD y
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Dois exemplos

e a, = 3a,_1 tem a solugdo geral C13".
eagp=2,a1 =5, a,—5a,_1+6a,_o2=0paran > 2.
Seja a funcao geradora g(x) = =72 o anz™.
— Multiplicando ambos os lados da parte recorrente por x™:
anx"™ — bap_12" + 6ay,_ox™ =0 (n > 2).
— Somando ambos os lados a partir de n = 2:

o0 o0 o0
> ape' —5 Y ap_1x"+6 T ap_ox" = 0.
n=2 n=2 n=2

\UFMG 0% ©O6 37/
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Conclusao do exemplo

Em geral, solugdes da forma o™ sdo produzidas porque a decomposicao
em fracoes parciais contém termos da forma

:C(1+aw+a2m2—|—---).

1— ax
Se a™ é solucao para a parte recorrente, entao:
a” + clan_l + .o d ™" =0.
Dividindo por a"™~", tem-se a equacao caracteristica da RR:
" +cia" L4 =0.

Se a equacao caracteristica tem r raizes diferentes o1, ..., a,, entao
tem-se r solucées af, ..., a]'. Pelo principio da superposicao,

Cra + Caay + -+ + Cray)

é também uma solucao para a parte recorrente.
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Exemplo

eag=3,a1 = -3, an+anp_1— 2a,_5 =0 paran > 2.
— equacao caracteristica: o2+ a—2=0;
—raizes: a1 =1, ap = —2;
—solugao geral: C11™ + Ca(—2)™;
— para satisfazer as condicoes iniciais, deve-se ter:
Cllo + Cz(—Z)O =ap=3
Clll + Cz(—z)l =a1 = —3
oqueda: Ci =1e Cy = 2.
—solugdo da RR: |ap, = 1 + 2(—2)"

QFMG
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Exemplo

eay; =10,a3 = 18,a3 =70, ap, — 3ay,—1 — 4apy_2 + 12a,_-3 =0
para n > 4.
— equacao caracteristica: o’ — 302 —4a+12=0;
—raizes: a1 = 2, ap = —2, oz = 3;
—solugao geral: C12™ 4 Ca(—2)™ + C33™;
— para satisfazer as condicoes iniciais, deve-se ter:
C12! + Cy(—2)' + C33!

=a1 =10
C122 + C3(—2)2 + C33%2 = ap = 18
0123 + Cg(—2)3 + (:'333 =a3="70

ouseja: C1 =1,Cr = —-1e C3=2.
—solugdo da RR: jap, = 2" — (—2)" + 2(3")|

QFMG
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Exemplo
ea; =0,a2=1, an+a,_2 =0 paran > 3.
— equacdo caracteristica: a2 + 1 = 0;
—raizes: a1 = 1, ag = —1;
—solucgao geral: C1i" + Ca(—1)™;
— para satisfazer as condicoes iniciais, deve-se ter:
Cril + Co(—i)l =a1 =0
Cli2 + Cz(—i)z =ags =1
oqueda: C; = —-1/2e Cy = —1/2.
—solucdo da RR: lap, = —[i"/2 + (—i)"/2]|
\UFMG R GO Y%
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Equacao caracteristica com raizes idénticas
Se a equacao caracteristica tem uma raiz «; de multiplicidade m,
entao ela contribue com m solucgoes:
o', nag, nza?, cee nm_lazn.
Q:MG RRQ OO
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Exemplo

ea; =3,a2 =11,a3 = 29, ap, — 7Tap_1 + 16a,_2 — 12a,_3 =0
paran > 4.
—equacao caracteristica: a® —7a2 4+ 16a — 12 = 0;
—raizes: a1 = 2, de multiplicidade 2, e ap = 3;
—solucao geral: C12"™ + Con2"™ + C33™;

— para satisfazer as condicoes iniciais, deve-se ter: C; =1, Cy = 2
e C3 = —1.

—solugcao da RR: ‘an = 2" 4 n2ntl — 3"\

QFMG VR 0D w
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RRs lineares Nao-homogéneas com coeficientes constantes

Caso 1: f(n) é polinémio

p(n) é um polindmio cuja ordem é a ordem de f(n) somada com a
multiplicidade de 1 na equacao carateristica.

QFMG
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RRs lineares Nao-homogéneas com coeficientes constantes

Pelo principio da superposicdo, se g(n) é a solucdo geral para a parte
homogénea

anp +ciap—1+---t+crap—yr =0,
e se p(n) é alguma solugcao da parte recorrente
anp +crap—1+ -+ crap_p = f(n),

entdo g(n) + p(n) também é solucdo da parte recorrente. Como
g(n) + p(n) tem r constantes, é a solucao geral da parte recorrente.

—> Nao existe um método geral para determinar p(n).

\UFMG 0% ©O6 45/
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Exemplo

ea; = —4, ap + 3a,_1 = 4n? — 2n paran > 2.

—solucao geral da parte homogénea a,, + 3a,,_1 = 0:
g(n) = C1(=3)".
—p(n) é polinémio de ordem 2, An? + Bn + C:
% [An? + Bn 4+ C] + 3[A(n — 1)2 4+ B(n — 1) + C] = 4n? — 2n;
* desenvolvendo, tem-se:
4A =4
4B — 6A = —2
3A—-3B+4C =0
cujasolucao é: A=1,B=1,C = 0;
* portanto, tem-se:
p(n) = n? +n.

Q:MG
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Exemplo (continuacao)
—solucao geral da parte recorrente:
g(n) + p(n) = C1(=3)" +n’ + n.
— para satisfazer a condicao inicial, deve-se ter:
Ci(-3)'+12+1=a; = —4
o que da: C1 = 2.
—solucao da RR: ‘an =2(=3)" + n2+n
QFMG RO DD y
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Exemplo (continuagao)
— para satisfazer as condicoes iniciais, deve-se ter:
1 1
Cl(%) —|—Cz(1;2\/5) —1=a1 =0
2 2
Ci (71-'_2\/3) + Co (71_2\/5) —1=a3=0
o que da: C; = 1/\/3, Cs = —1/+/5.
_ solucs N 1+\/5"_1(1—\/5)"_
solucao da RR: \w,, = \/5( 5 ) VAR 1
QFMG ROV DD y
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Exemplo
ew; =0,w2 =0, wy, = wp_1+ wy_o2+ 1 paran > 3.
—solucao geral da parte homogénea wy, — w;,,_1 — wy_2 = 0:
1+ /5" 1—+/5)"
gm)y=c1 |- V| ot Y0
2 2
—p(n) é polindmio de ordem 0, A:
*xA—A— A =1;o0useja, A=—1;
* portanto, tem-se:
p(n) = —1.
—solucao geral da parte recorrente:
1+ +/5\" 1— /5"
g(n) +p(n) =Cq 2] + C> (2 — 1.
\UFMG 0% ©O6 49)
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Exemplo
eag=1,anp=an_1+mnparan > 1.
—solucao geral da parte homogénea a,, — a,,—1 = O:
g(n) = Cl(l)n = (C1.
—p(n) é polindmio de ordem 2, An?2 4+ Bn + C:
x[An2 + Bn+C]—[A(n—1)2+B(n—-1)+C]=n;
* desenvolvendo, tem-se:
2A =1
—A+B=0
cuja solugao é: A =1/2, B=1/2;
* portanto, tem-se:
p(n) = n?/2 +n/2.
\UFMG R OO 51
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Exemplo (continuacao)
—solucao geral da parte recorrente:
g(n) +p(n) = C1 +n?/2+n/2.
— para satisfazer a condicao inicial, deve-se ter:
C1+0%/240/2=a9g=1
o que da: C; = 1.

—solucao da RR: ‘an = n2/2 +n/2+ 1‘
QFMG RO DD y
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Exemplo

e Solucdo geral para ap, — 4a,_1 + 4a,_o = 2™.
—solucao geral da parte homogénea a,, — 4a,,_1 + 4a,_2 = O:
g(n) = C12"™ + Can2™.
—p(n) é da forma An22":
x* An22" — 4A(n — 1)22" 1 4 4A(n — 2)%2272 = 27,
« desenvolvendo, tem-se: A = 1/2;
* portanto, tem-se:
p(n) = (1/2)n%2™.
—solucao geral da parte recorrente:
g(n) 4+ p(n) = C12" + Can2" 4+ n22" 1,

VR SOD
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RRs lineares Nao-homogéneas com coeficientes constantes

Caso 2: f(n) é da forma o™

p(n) é Anka™, para algum A, onde k é a multiplicidade de « na
equacao caracteristica.

Capl’tulm
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RRs lineares Nao-homogéneas com coeficientes constantes

O principio da superposicao pode ser usado para combinar os casos.
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Combinacao de casos: Exemplo
e Solucio geral para an + 3a,_1 = 4n? — 2n + 2™.
—solucao geral da parte homogénea a,, + 3a,,—1 = 0:
g(n) = C1(~3)".
—p1(n) para an + 3a,_1 = 4n? — 2n é:
p1(n) = n? + n.
—p2(n) para an + 3a,—1 = 2" é:
p2(n) = (2/5)2".
— pelo principio da superposicao, p(n) para
an + 3ap_1 = 4n? — 2n + 2™ é:
p(n) = p1(n) + pa(n) =n? +n + (2/5)2".
—solucao geral da parte recorrente:
g(n) + p(n) = C1(=3)" + n? + n + (2/5)2™.
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Relacao de recorréncia linear de primeira ordem
ap = ¢,an = p(n)an—1 + f(n).

Caso particular: p(n) =1
Neste caso,
n
anp = c¢ > k).
n=c+ > fk)
Basta usar a férmula fechada para a somatéria.
Exemplo:
eag=1,an =ap—_1+nparan > 1.
Evidentemente,
an = 1+k§1k =1+n(n+1)/2.
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Relacao de recorréncia linear de primeira ordem
ag = ¢,an = p(n)an—1+ f(n).

Caso geral: p(n) qualquer
¢ Solucao u,, para a parte homogénea a,, = p(n)a,—1, supondo
ug = 1:
up = p(n)ap—1=---=pn)p(n —1)---p(1).
¢ A solucao da RR sera da forma [u,,v5,]. Logo, deve-se ter:
vo = ag, € (unvn) = p(n)(Un—1vn-1) + f(n).
Como uy,, = p(n)u,—1, a parte recorrente torna-se:
UnVp = UpUp—1 + f(n).
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Caso geral (continuacgao)
¢ Logo, basta fazer o seguinte:
— obter un;
— obter v,,, resolvendo
vo = ag,Vn = Vp—1 + f(n)/un paran > 1; e

— multiplicar u,, e vy.
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Exemplo

vg = 1,vp = vp—1 + (—1)"/n! paran > 1,
cuja solucao é:
vp=1/21—1/3! 4+ ... 4+ (—=1)"/nl.
— A solucao é, portanto:
Dy = upvp =n!(1/2! —1/3! + - -« + (=1)"/n!).
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—vg= Do =1,vp =vp—1 + (—1)"/uy para n > 1, ou ainda:
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Exemplo

ea;=1,an— "qan_1 = n3 paran > 2.

. n n—1 24 __
_un _ 7”1’_17”_2 DY T]_ - n.
—v1 = a1 = 1,v, = v_1 + n3/uy para n > 2, ou ainda:

vi =1,vp = v_1+ n? para n > 2,
cuja solucao é:
Vo —
"k
— A solucao é, portanto:
an = unpvn = n?(n+ 1)(2n + 1)/6.

gl k?=n(n+1)(2n+1)/6.
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Pesquisa binaria
Restricao: n = ok para algum k > 0.
Ndamero de comparacoes: a1 = 1;a, = Ay /2 + 1 para n > 2.
Fazendo substituicoes sucessivas:
azk: a2k:—1 +1
- (azk—2 + ]-) +1= Aok—2 + 2
- (azk—?) + ]-) +2 = azk—3 +3
= (agk—k + 1)+ (k—1) = agk—r + k
= a90 + k
=a1+k
=1+k.
Como n = 2%, k = logy(n) e, portanto, a, = logy(n) + 1.
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Um algoritmo de ordenacao

Comparacbes: a1 = 0;an = 2a,/3 +n — 1 paran > 2.

Fazendo substituicOes sucessivas:
agk= 2aqr—1 + 28 — 1
= 2(2agk—2 + 2871 — 1) + 28 — 1 = da,p_2 +2.2F — (1 4 2)
= 8agr—3 +3.28 — (1 + 2 +4)

=2%a,p + k2P — (14+2+4+...42F71)
=2ka; +k2F — (142444 ... 42F7]
=k2Fk—(14+24+4+...42F1

= k.2k — 2k 4 1.

Como n = 2%, k = logy(n) e, portanto, a, = nlogy(n) —n + 1.
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