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Principio da inclusao e exclusao para 2 conjuntos
¢ Notacao:
N (A): niimero de elementos do conjunto A.
e Principio da inclusao e exclusao:
N(AUB)=N(A)+ N(B) — N(AnN B).
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Um exemplo Principio da inclusao e exclusao para 3 conjuntos
e Nimero de maneiras de selecionar um as ou uma carta vermelha de N(AUBUC)= N(A)+ N(B) + N(C)
um baralho convencional: —N(ANB)-N(ANC)—-N(BNCQC)
_ Sendo +N(ANBNC).
x A: conjunto dos ases; e Uma identidade importante:

x V': conjunto das cartas vermelhas;
a solugao é N(AU V).
— Pelo principio da inclusdo e exclusdo, tem-se: U é o conjunto universo.
NAUV)=NA)+ N(V)—=N(ANYV)
=4+ 26 — 2 = 28.

NA1N:---NA,)=NU) —N(A1U---UAyp).
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Um exemplo Notacao
¢ Nimero de sequéncias ternarias de n digitos com no minimo um 0, Sejam: S; =" | N(A;)

um1leum 2: S2 = xj2; N(A; N Aj)

—Sendo (para i = 0, 1, 2)

* S;: conjunto das sequéncias sem o digito ; Sk = Vi gt i N (Aig N Ay NN AG)
zca:solug:ao é N(SonS1NS2)=NU)— N(SgU S1US»). Sp = N(A; N AgN...0 Ap)
— Como

NU) = 3",

N(S;) =2" parai=0,1,2,
N(SiﬂSj) = 1 para 7 # j,
N(SpnS1NS2) =0,

| Sk tem C(n, k) termos|

tem-se:
N(U) —N(SOUSl USz) = 3" — (3.2”—3.1—}—0)
= 3™ — 3.2" 4 3.
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Matemética Discreta

Principio da inclusdo e exclusdo/geral

Principio da inclusao e exclusao:

N(U,anl Az) =85 —So+---+ (_l)i-l-lsi et (_l)n-i-lsn

Prova:
Se um elemento ocorre em exatamente r dos A;’s, entao ele é
contado C(r,1) — C(r,2) + C(r,3) — -+ + (=1)"T1C (v, r) vezes.

Isto é o mesmo que 1 — =5 _, C(r, k)(—1)*. Pelo Teorema
Binomial, istoda 1 — (1 —1)" = 1.
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Exemplo de Uso do Principio da Inclusao e Exclusao

e Nuimero de maos de 13 cartas que nao contém nenhuma carta de
algum naipe:

—Sendo

x Aot

x Aet

conjunto das maos sem ouros;
conjunto das maos sem copas;

*x Ae: conjunto das maos sem espadas;
* Ap: conjunto das maos sem paus;

a solucdo é N(Apo U Ac U Ac U Ap).
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Exemplo (continuacgao)
— Pelo principio da inclusao e exclusao, tem-se:
N(ApUA:UA,UAy,) =851 — S22+ S3— Sy.
Como
S1=C(4,1)C(39,13),
S = C(4,2)C(26,13),
S3 =C(4,3)C(13,13),
Sy = C(4,4)0,
tem-se:
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Exemplo de Uso do Principio da Inclusao e Exclusao

e Numero de arranjos dos digitos 0 a 9 que contém pelo menos uma
das sequéncias 289, 234 ou 487:

—Sendo
x Aggg: conjunto dos arranjos com 289, etc.;
a solucao é N(Azgg U A234 U A487).

—Como
N(Agg9) = N(Ag34) = N(Aygr) = 8!,
N (A2g9 N A234) =0,
N (Azg9 N Aygr) =0,
N (A234 N Ayg7) = 6!,
N (Aggg N Az34 N Aygr) =0,
tem-se:

N (A289 U A234 U Aygy) = 3.8! — 6!
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Exemplo de Uso do Principio da Inclusao e Exclusao

¢ (O problema dos dados de Galileu) Ntiimero de solugdes para
1+ x2 + 23 =10, com 1 < ; < 6: 0 mesmo que o nimero de
solucdes para 1 + 2 +x3 =7, com 0 < x; < 5.

— Sendo

x A1: conjunto de solucdoes com x1 > 6, 2 > 0, x3 > 0;
(ou seja, conjunto de solugdes para 1 + x2 + 3 = 1, com
x; > 0)

x Ag: conjunto de solucdoes com 1 > 0, &2 > 6, x3 > 0;

x Ag: conjunto de solugées com 1 > 0, x5 > 0, x3 > 6;

x U: conjunto de solugdes com x1 > 0, 2 > 0, x3 > 0;

a solucdo é N(A; N Ay N A3), ou seja,

N(U)—N(A1UA2UA3).
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Exemplo de Uso do Principio da Inclusao e Exclusao

e Numero de distribuicoes de r bolas distintas em n caixas distintas,
sem que nenhuma caixa fique vazia (r > n).

—Sendo (parai=1,2,...,n)
* V;: conjunto de distribuicdes com a caixa ¢ vazia;
a solucio é N(ViNVoN---NV,), ou seja,
NU) - N(VIUWVU:--UV).
— Como
NU)=n",
N(Si) =C(n,k)(n — k)" parak=1,2,...,n,
tem-se:
N(U) = N(jy V;) = n" =y (=D C(n, k) (n — k)"
=P (=D)kC(n,k)(n — k).

Capl’tultm
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Exemplo (continuacgao)
— Como
NU)=CB-1+1,7),
N(A;)=C(3—1+4+1,1) parati =1,2,3,
N(AlﬁAg) = N(AlﬂAg) = N(AgﬂAg) =0,
tem-se:
NU) - N(A1UA3U A3) =C(9,7) —3C(3,1)
=36 — 9 = 27.
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Exemplo de Uso do Principio da Inclusao e Exclusao

¢ (O problema das permutagdes cadticas) Nimero de permutacgdes do

conjunto {x1,x2,...,Tn}, em que nenhum z; fique na i-ésima
posicao:
— Sendo

x A;: conjunto das permutacdes com x; na i-ésima posicao, para

1=1,2,...,n;
x U: conjunto de todas as permutacoes;
a solugio é N(A; N AyN---N Ay), ou seja,

N(U)—N(AlLJAgU---UAn).
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Permutacdes cadticas (continuacao)

— Observagoes:
xe® =1+ x4+ 22/2' + x3/3! + ... (convergéncia rapida)
Logo, Dy, =~ e~ 1n!.

x Probabilidade de se encontrar uma permutacao caédtica a partir
da geracao aleatdria de uma permutacao:

Dp/n!=e ! = 0,37.
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Permutacgdes cadticas (continuagao)
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— Como
N({U) = n!,
S =C(n,k)N(A;; N AjN---NA;)parak =1,2,...,n,
eN(AilﬂAizﬂ---ﬂAik) = (n—k:)!
tem-se:
Dp = N(U) — N (=1 A;)

=n! —P_ (=1)F1C(n, k) (n — k)!
— ol _ 1 (="
=nl(g —g -+ 00 )
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Permutacgdes cadticas (continuagao)

n e 1n! D,
1 0.367... 0
2 0.735... 1
3 2.207... 2
4 8.829... 9
5 44.145. .. 44
6 264.873... 265
7 1854.112... 1854
8 14832.899. .. 14833
9 133496.091... 133496
10 1334960.916... 1334961
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