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Um exemplo

(1) Um engenheiro eletricista necessita construir um chip no qual 3
juncoes devem ser ligadas a 3 outras. Pergunta: isto pode ser feito
sem que as ligacoes se cruzem?

L1 T2 I3

1 Y2 Y3
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Mais um exemplo

(2) O problema das Sete Pontes de Kdnigsberg:
Na cidade de Caliningrado existiam 7 pontes sobre o rio Pregdlia.
Tais pontes ligavam 2 ilhas uma com a outra e com as margens do
rio, conforme mostrado na figura abaixo. Pergunta: é possivel
percorrer a cidade, comecando e terminando no mesmo lugar, e
cruzando cada ponte exatamente uma vez?
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b d rafo b d
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Euler (1736): origem da teoria dos grafos.

Capi’tulo}
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Grafo nao direcionado

Um grafo nao direcionado é uma estrutura (V, E), em que:
e V: conjunto finito de vértices;
e E: multi-conjunto finito de arestas, sendo cada aresta um
multiconjunto de 2 vértices de V.
QFMG ROV DD y
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Matema’tica Discreta

Mais um exemplo

(3) O Sindicato dos Pescadores monitora populagcées de peixes no
Golfo do México. Todo dia sao escolhidos alguns pontos do golfo e
enviadas algumas pessoas de barco para colher amostras de peixes e
de correntes. Pergunta: qual é a menor rota que o barco pode
tomar, de forma que passe por todos os pontos?

e. g
d.
C
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Terminologia
e laco: aresta da forma {v,v}.
e vértices adjacentes: vértices de uma mesma aresta.
e aresta incidente ao vértice v: aresta que contém wv.
e extremidade de uma aresta: vértice da aresta.
e grafo nulo: aquele para o qual V = 0.
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Representacao geométrica de um grafo Alguns tipos de grafos

e vértice: representado por um circulo (ou ponto). Um grafo simples é um grafo sem lacos e sem arestas multiplas.

e aresta: representada por uma linha ligando os circulos

. - Um grafo direcionado é um grafo cujas arestas sao direcionadas (ou
representativos dos vértices.

seja, E é um multi-conjunto de pares ordenados).

Exemplo: .
£xemplo Um grafo valorado é um grafo em que cada aresta tem um valor
e G = (V,E), onde: associado.
-V ={a,b,c L , , .
{a, b, c} b b b Um grafo é imersivel em uma superficie S, se puder ser representado
—-E = {{a,a},{a,b},{a,b},{a,c},{b,c}} geometricamente em S de forma que arestas se cruzem apenas nas
¢ Uma representacao geométrica: extremidades.
( c Um grafo planar é um grafo que é imersivel no plano.
a
\,/)
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Definicoes relativas a “caminhamentos” Definicoes relativas a “caminhamentos”

e Caminho simples ( ): caminho sem vértices repetidos.
e Caminho ( ): sequéncia de vértices e arestas (n > 1)

e Trajeto (trail): caminho sem arestas repetidas.
xi1{x1, vo}xa{xe, x3}23. .. Tp_1{TN_1, TR} TN

(No caso de arestas miiltiplas, deve-se indicar qual delas esta sendo
usada.)

e Circuito: trajeto fechado.

e Ciclo: circuito com pelo menos uma aresta, no qual o tnico vértice
repetido é 1 = xy,.

— Notacao abreviada: zix2x3...xHn_1Tn. . .

’ . LR2ES - e En—1n —n-ciclo: ciclo de tamanho n.

—x1 e xp: extremidades do caminho. .

. ] . . i — 1-ciclo: laco.

— Comprimento do caminho: nimero de arestas do mesmo (isto &,

n — 1).

e Caminho fechado: caminho em que x| = x,.

— 2-ciclo: par de arestas muiiltiplas.
— 3-ciclo: chamado triangulo.

—4-ciclo: chamado quadrilatero, e assim por diante...
e Caminho gerador ( ): caminho que contém todos os vértices

do grafo.

\UFMG RER DOD 10/ \UFMG R HOD 11




Matemética Discreta k= =il Capi’tulo}
Um exemplo
g
a b
d C

e a{a,b}b{b, c}c{c,d}d: caminho de tamanho 3; abr.: abcd.
e abcb: caminho que nao é simples, nem é trajeto.
e abcdae: trajeto que nao é caminho simples.
e abc: caminho simples.
e aba: caminho fechado que nao é circuito.
e abcdaefga: circuito que nao é ciclo.
e abcda: 4-ciclo (quadrilatero).
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Exemplos

Os conceitos de grafo Euleriano e grafo Hamiltoniano sao
independentes:

a b a b

d c d c

Euleriano, Hamiltoniano ndo Euleriano, Hamiltoniano
€ d b
Euleriano, ndo Hamiltoniano nado Euleriano, ndo Hamiltoniano

QFMG RO DD w
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Grafos Eulerianos e Hamiltonianos

Um circuito Euleriano é um circuito que inclui cada aresta exatamente
uma vez.

Um grafo Euleriano é um grafo que contém um circuito Euleriano.
Um ciclo Hamiltoniano é um ciclo gerador.

Um grafo Hamiltoniano é um grafo que contém um ciclo Hamiltoniano.

\UFMG e®% ©O® 13/
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Tipos de grafos importantes

Grafo completo com n vértices (Kp): grafo simples em que cada
vértice é adjacente a todos os outros. Tem, portanto, C(n, 2) arestas.

Grafo bipartido: grafo cujos vértices podem ser particionados em dois
conjuntos, de forma que as extremidades de qualquer aresta nao
estejam no mesmo conjunto.

Grafo bipartido completo(Ky, »): grafo bipartido em que cada vértice
de um dos conjuntos é adjacente a todo vértice do outro conjunto.
Tem, portanto, m X m arestas.

\UFMG R HOD 15/
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Exemplos
a . ﬁ
. . f -
c i h
bipartido, ndo completobipartido, ndo completo nao bipartido, completo
T xr 9
9142\5/3 x4 3

K Ky
QFMG ROV DD W
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Mais algumas definicoes

e G é subgrafo de H, G C H, se todos os vértices e arestas de G sao
vértices e arestas de H.

e Um subgrafo gerador (
os vértices do grafo.

) é um subgrafo que contém todos

Exemplos:
o 1 A
d _c d d_ ¢ d ¢
G H I J
eGCG,HCG,JCG, HCI, HCUJ;
e J é um subgrafo gerador para G.
QFMG ROV DD 9
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Reformulacao dos 3 problemas

® K3 3 é planar?
e O grafo das pontes de Konigsberg é Euleriano?

e Para o grafo valorado completo representando os pontos do golfo do
México, qual é o ciclo Hamiltoniano de menor tamanho?

\UFMG e®% ©O® 17)
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Grafo conectado (conexo)

Um grafo é conectado se existe caminho entre quaisquer dois vértices
do mesmo. Caso contrario, é desconectado.

Exemplos:
T 1 A
d c é d'b'c d c
G H I J

e (G: conectado, Euleriano, Hamiltoniano.
e H: conectado, nao Euleriano, nao Hamiltoniano;
e I: desconectado, nao Euleriano, nao Hamiltoniano;

e J: desconectado, Euleriano, nao Hamiltoniano.
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Componente conectado, complemento

Um componente (conectado) de um grafo é um subgrafo conectado
“maximal”. Ou seja, H é um componente de G se, e somente se,

e H é um subgrafo conectado de G; e

e nenhum outro subgrafo conectado de G contém H.

O complemento de um grafo simples G = (V, E) é o grafo simples
G° = (V,E),

onde {v,w} € E’ se, e somente se, {v,w} ¢ E. (Quantas arestas
tem o complemento de um grafo simples?)

QFMG VR 0D y
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Subdivisao
Subdivisao de uma aresta {v, w} de G: substituicao de {v, w} por

duas arestas {v, z} e {z,w}, sendo z um novo vértice adicionado a G.

Um grafo G2 é um grafo subdivisao de G{ quando G5 é obtido de G
pela subdivisao das arestas de G1.

Exemplo:

qual é o grafo subdivisao do grafo das pontes de Konigsberg?

\UFMG VR S0P y
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Um exemplo
Juj 10
d c c d
G G°¢
e G é conectado (tem 1 componente)
e G¢ é desconectado, e tem 2 componentes.
\UFmG e®% ©O® 21
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Definicoes preliminares

¢ O grau de um vértice v, grau(v), é o nimero de arestas incidentes a
v, com cada laco contado 2 vezes.

e Vértice isolado: vértice de grau 0;
e Extremidade de um grafo: vértice de grau 1;

e Grafo regular de grau n: grafo cujos vértices tém grau n.

O
_ar d
G J;c

e Em G: grau(a) = 3, grau(b) = 2, grau(c) = 1 (c é extremidade de
G), grau(d) = 0 (d é isolado);

e K, é regular de grau n — 1 e Ky, 5, é regular de grau n;

Exemplos:

e Ky n ndo é regular, se m # n.

QFMG VR 0D y
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Um corolario

Corolario
Em um grafo, o namero de vértices de grau impar é par.

Prova
Uma soma de nameros naturais é par se, e somente se, é par a
quantidade de niimeros impares. Pelo lema do aperto de maos, a
soma dos graus é par; logo, o nimero de vértices de grau impar é
par.

\UFMG VR SOD y
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O LEMA DO APERTO DE MAOS

Matema’tica Discreta

Lema do aperto de maos

Em um grafo, a soma dos graus dos vértices é o dobro do nimero de
arestas.

Prova

Cada aresta contribui com 2 unidades para a soma (inclusive os
lacos), por definicao.

Exemplo:

Quantas arestas tem o grafo abaixo?

\UFMG R HOD 25/
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Outro corolario

Corolario

Em um grupo, o nimero de pessoas que apertaram as maos de um
namero impar de pessoas do grupo é par.

Prova
Modelagem: cada pessoa, um vértice; cada aperto de maos, uma
aresta (ligando os vértices correspondentes as pessoas que
apertaram as maos). Com isto, o grau de um vértice é o niimero de
pessoas cujas maos a pessoa representada pelo vértice apertou; e o
corolario segue do anterior.
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Sequéncia de graus de um grafo

Uma sequéncia de graus é uma sequéncia de nimeros naturais em
ordem decrescente.

Uma sequéncia de graus g1, 92, ..., gn € grafica se existe um grafo
simples com n vértices vy, v, ..., vy tais que o grau de v; é g;.
Exemplos:

e 2,1,1: sequéncia de graus grafica;

e 2,2,2: sequéncia de graus grafica;

e 3, 3, 3: sequéncia de graus nao grafica (pelo lema do aperto de
maos);

¢ 3,3, 0: sequéncia de graus nao grafica.

A sequéncia de graus de um grafo (nao necessariamente simples) G é
a sequéncia dos graus dos vértices de GG, em ordem decrescente.

QFMG R DD y
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Isomorfismo

As propriedades essenciais de grafos sao estruturais:
nao dependem dos nomes dos vértices.
Dois grafos G e H sao isomorfos, G = H, se e somente se:

e existe uma correspondéncia um-para-um entre os vértices de G e H,
tal que:

e 0 humero de arestas entre dois vértices de GG é idéntico ao numero
de arestas entre os vértices correspondentes de H.

\UFMG VR SOD y
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Exemplo
Os 4 grafos simples de 3 vértices, nao isomorfos:
a, bd e g h j
¢ f i
\UFMG R GO 31
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Algumas observacoes

¢ 2 grafos simples sao isomorfos se, e somente se, seus complementos
sao isomorfos.

e A relacao “é isomorfo a” é relacao de equivaléncia:
— reflexiva
— simétrica
— transitiva

QFMG VR 0D 9
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Como determinar se dois grafos sao isomorfos?

e Verificar todas as n! correspondéncias (n: niumero de vértices):
intratavel.

2 . a e .
2™ < n! < 2™: logo, o numero de correspondéncias é
exponencial com relacao ao nimero de vértices.

¢ Ndo existe (até o momento) técnica eficiente. Logo:

usar bom senso e heuristicas.

QFMG
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Exemplo
G, H e I sao isomorfos a K3 3. Logo, eles sao isomorfos entre si.
r1 T2 T3 a b
f c
1 2 3 e d
3,3 G
T s
N
u t 3 0 2
H 1
\UFMG 0% ©O6 33/
Matema’tica Discreta k= =l Capl’tulm

Como determinar se dois grafos sao isomorfos?

Para mostrar que dois grafos nao sao isomorfos:

e Comparar numero de vértices, nimero de arestas, as sequéncias de
graus dos grafos.

e Comparar nimeros de componentes.
e Verificar alguns subgrafos simples.
e Comparar complementos.

e Etc...

BBR® PDD
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Um exemplo
1, 2
4 3
H
Razoes pelas quais G e H nao sao isomorfos entre si:
e H é conectado e G nao é.
e G contém um tridangulo e H nao contém.
e G contém um vértice de grau 4 e H nao contém.
e G tem 2 componentes e H nao tem.
e G¢ tem um vértice de grau 5 e H€ nao tem.
e Etc....
QFMG RO DD y
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Um exemplo

Dois grafos com niimero idéntico de vértices, arestas e sequéncia de
graus, nao isomorfos:

K3 3 e K nao sao isomorfos:

K contém um triangulo, e K33 ndo contém.

Outra razédo: K é planar, K33 néo é...

QFMG
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Isomorfismo é dificil

Como encontrar uma correspondéncia um-para-um, que demonstre que
dois grafos sao isomorfos?

e Nao existe técnica eficiente.

e Grafos de tamanho moderado: usar bom senso.

\UFMG R OOD 37/
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Planaridade
Um grafo é planar se, e somente se, pode ser imerso no plano.
Basta considerar grafos simples, pois:
e Um grafo G é planar se, e somente se, o grafo simples obtido
—removendo-se todos os lacos de G, e
— substituindo-se cada aresta miiltipla de G por uma aresta,
é planar.
e Um grafo é planar se, e somente se, sua subdivisao é planar.

QFMG RO DD y
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Um exemplo

Proposigao:
K3 3 ndo é planar.
Prova: (Método dos ciclos longos)
Em qualquer imersao, deve-se tracar o ciclo:
T1 Y1
Y 2
3 2
QFMG ROV DD 9
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Determinar planaridade de grafos

Existem técnicas eficientes para determinar se um grafo simples é
planar.

A seguir, algumas técnicas mais faceis para seres humanos.
Em qualquer imersao, ciclos devem ser tracados como “circulos”:

e tracar primeiro ciclos longos, depois tentar tracar o resto.

Capl’tulm
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Continuacao do exemplo
As 3 arestas restantes sao: {x1,y2}, {z2,y3} e {x3,y1}. Dois
casos:
e {x1,y2} dentro do ciclo.
Entdo {x2, y3} deve ser tracado fora:
Nao ha como tracar {x3,y1}.
e {x1,y2} fora do ciclo: analogo.
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Outro exemplo Continuacao do exemplo
Proposigao: Faltam o vértice x3 e as arestas {x1,z3}, {x2,x3}, {x3, x4},
K5 nao é planar. {x3, x5}, {1, 24} e {x2, x5}. Dois casos:
Prova: e {x2, x5} dentro do ciclo.
Em qualquer imersdo, deve-se tracar o ciclo: Entdo {1, z4} deve ser tracado fora:
T
1 1 ~
© 2
T ‘
2 J
4
4
Nao had como colocar x3.
e {2, x5} fora do ciclo: analogo.
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Exemplo Homorfismo de grafos
a c

Dois grafos, G e H, sao homomorfos se, e somente se, existe um grafo
I tal que:

e e G é isomorfo a algum grafo obtido de I por meio de uma sequéncia

o o de subdivisdes de (zero ou mais) arestas de I.
Tracando o maior ciclo, e inserindo as arestas restantes:

e H é isomorfo a algum grafo obtido de I por meio de uma sequéncia

. de subdivisdes de (zero ou mais) arestas de I.
“ g Exemplo:
e c| ===
S < a b a a a
S e by
dge¢ cgb ¢ G
e G e H sao homomorfos;
e I e J nao sao homomorfos.
QFMG
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Um teorema importante
Teorema de Kuratowski:
Um grafo nao é planar se, e somente se, tem um subgrafo
homomorfo a K33 ou K3.
Prova:
Veja [Liu, 1968], por exemplo.
QFMG RO DD 9
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Um corolario

Corolario:
Seja G um grafo
Entao F < 3V — 6.
Prova:
Segue do fato de que 3F < 2F, e da formula de Euler.

planar com V vértices e E arestas, £ > 1.

QFMG
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Outro teorema

Formula de Euler:

Seja G um grafo
F o nimero de faces (regides) em que o plano é dividido em uma
de G no plano. Entao V — FE + F = 2.

Prova:

Por inducdo sobre N (E).
(No passo indutivo, considera-se 2 casos: grafos com e sem ciclos.)

Capl’tulm

planar com V vértices e E arestas. Seja
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FIM
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