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Grafo Euleriano

Proposigao:
Um grafo ¢é Euleriano se, e somente se, o grau de todo
vértice é par.

Prova:

Em um circuito, o nimero de arestas incidentes a cada vértice é par
CIRCUITOS EULERIANOS (metade de entrada e metade de saida do vértice). Logo, se o grafo
é Euleriano, o grau de todo vértice é par.

Suponha que o grau de todo vértice é par. Construindo-se um
trajeto comecando por um vértice x1, e indo tao longe quanto
possivel, sempre tomando uma aresta ainda nao utilizada, até voltar
a x1, forma-se um circuito (pois o numero de arestas é finito, e
havera sempre pares de entrada/saida para cada vértice, exceto para
x1). Como o grafo é conexo, os circuitos assim formados (se forem
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formados mais de um) podem ser “combinados” em um circuito
Euleriano.
Exemplo:
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Uma condicao necessadria e suficiente

Proposicgao:
Um grafo G é randomicamente Euleriano a partir de x se,
e somente se, x aparece em todo ciclo de G.

Prova:
Exercicio.
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Grafo randomicamente Euleriano

Um grafo é randomicamente Euleriano a partir de = se, e somente se,
todo trajeto construido comecando no vértice x, e continuando em
frente sempre que possivel, é circuito Euleriano.

Aplicacao: planejamento de uma mostra de quadros.

Exemplo:

O grafo a seguir é randomicamente Euleriano a partir de x:
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Trajeto Euleriano
Um trajeto Euleriano é um trajeto nao fechado que inclui todas as
arestas do grafo.
Proposigao:
Um grafo tem um trajeto Euleriano se, e somente se, tem
exatamente 2 vértices de grau impar. E estes 2 vértices sao as
extremidades do trajeto.
Prova:
Exercicio.
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Namero minimo de trajetos

Proposicgao:
das arestas de um grafo

caso, o nimero minimo é 1.

Prova:
Exercicio.

Exemplo: grafo das pontes de Konigsberg.

O nimero minimo de trajetos necessario para particionar o conjunto
é a metade do namero de vértices
de grau impar, exceto quando nao ha vertices de grau impar; neste
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Um caminho Hamiltoniano é um caminho simples gerador.
e Todo grafo Hamiltoniano contém caminho Hamiltoniano.
e Existem grafos nao Hamiltonianos que contém caminhos
Hamiltonianos. Exemplo:
awc
d ‘e
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CICLOS HAMILTONIANOS
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Como determinar se o grafo é Hamiltoniano?

Basta considerar grafos simples, pois:

e Com relacdao a caminhos Hamiltonianos: lacos e arestas multiplas
nao sao relevantes para a existéncia dos mesmos.

e Com relacao a ciclos Hamiltonianos: lacos e arestas multiplas s6 sao
relevantes nos grafos triviais:

R\
I3
\_/
o
T 0

e Nao ha caracterizacao simples nem eficiente para ciclos e caminhos
Hamiltonianos.
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Técnicas para grafos de tamanho moderado

e Usar o fato de que um ciclo Hamiltoniano contém exatamente duas
das arestas incidentes a cada vértice.
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Técnicas para grafos de tamanho moderado

e Se for possivel particionar os vértices em dois conjuntos, de forma
que

se x e y sao adjacentes,
entao x é membro de um e y é membro do outro,

entao, em caminhos ou ciclos Hamiltonianos, deve haver alternancia
de vértices dos dois conjuntos.
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Técnicas para grafos de tamanho moderado
Exemplos:
a C
g O circuito induzido nao
inclui todos os vértices.
f e d
a C a C
h I —d > h '
g e g e
Escolhendo {a,¢}i{i, b}
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Técnicas para grafos de tamanho moderado

Exemplo:

— Existem 9 vértices do tipo A e 7 do tipo B.
— Logo, nao existe ciclo nem caminho Hamiltoniano.
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Uma condicao suficiente

Proposicgao:
Seja G um grafo simples com nn > 3 vértices tal que
grau(u) + grau(v) > n para todo par de vértices distintos nao
adjacentes u e v. Entao G é Hamiltoniano.

Prova:

Suponha o contrario. Seja H um contra-exemplo, e adicionemos
arestas a H até que a adicdo de uma aresta {u, v} resulte em um
grafo Hamiltoniano. Seja o caminho Hamiltoniano com
extremidades u e v:

u=z1{x1,x2}T2... Tp_1{TN—-1,Tn}THn = V.
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Uma condicao suficiente

Analogamente,

Proposicgao:
Seja G um grafo simples com nn > 3 vértices tal que
grau(u) + grau(v) > n — 1 para todo par de vértices distintos nao
adjacentes u e v. Entao G tem caminho Hamiltoniano.
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Uma condicao suficiente

Se para qualquer 2 < k < n, {x1, L} é uma aresta, entdo
{zr_1,xn} ndo é uma aresta, sendo
z1{x1, eptr ... en{Tn, cp_1}Tp_1 ... x2{T2, 1} =V
seria um ciclo Hamiltoniano:
L Y

u = Ty Ty @h1 U T Ea /an =

Portanto, para cada vértice x;, adjacente a u existe um vértice
diferente nao adjacente a v. Logo, grau(u) + grau(v) < n — 1, uma
contradicao.
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O Problema do Caixeiro Viajante

O problema do menor caminho fechado gerador:

encontrar um menor caminho fechado gerador em um grafo
valorado completo.

Um grafo é Euclidiano se, e somente se, é um grafo valorado completo
tal que d(u,v) +d(v,w) > d(u,w) para quaisquer 3 vértices u, v e w.
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O Problema do Caixeiro Viajante

O problema do caixeiro viajante:

encontrar um menor ciclo Hamiltoniano em um grafo valorado
completo.

Nao ha solucao eficiente conhecida para o problema do caixeiro
viajante.

= Usar heuristicas.
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O Problema do Caixeiro Viajante

Proposigao:
Se G é um grafo e C' é um menor caminho fechado
gerador em G, entao existe um ciclo Hamiltoniano do mesmo
comprimento que C.

Prova:
Suponha que C tem um vértice repetido, como mostra a figura:

oLk Yn |
"U,/‘ C:’Uml...wkvyl...ynv
1 U1

Entdao C’ = vz -+ T}y1 - - - Ynv ndo é maior que C. Assim,
pode-se eliminar todas as repeticoes de vértices de C, até obter um
ciclo Hamiltoniano de comprimento igual ao de C.
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Exemplo: Algoritmo do vizinho mais préximo

Escolha um vértice v;

C = (v);

enquanto C' nao contém todos os vértices faca
seja x o ultimo vértice de C;
seja y um dos vértices mais préximos de x;
C:=C6ouy

fim;

C:=Cchw.

Observacoes:
¢ O comprimento de C pode depender de v.

e Este é um exemplo de algoritmo guloso.
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Exemplo: Algoritmo do vizinho mais préximo
Exemplo:
a
E N
14 12 h
es—2—»p
7 5 6 10
13 8
\ /
d 1 C
e Comecando em a: comprimento 40.
e Comecando em b: comprimento 37 (menor comprimento).
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Algumas observacoes

e Para um algoritmo qualquer, AQ, T,,(v)/Tp > 1.
e Para um algoritmo ideal, Al, T,(v)/Ty = 1.
e T\,,-(v) /Tp aumenta com n.

¢ Se o grafo nao for Euclidiano, o algoritmo do vizinho mais préximo
pode ter um desempenho muito ruim.
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Desempenho do algoritmo do vizinho mais préximo

Proposigao:
Seja G um grafo Euclidiano com n vértices. Seja T,,,.(v) o
comprimento obtido pelo método do vizinho mais préximo

comecando em v, e seja Ty o comprimento de um ciclo
Hamiltoniano minimo. Entao:

(1) Towe(v)/To < ([loggn] +1)/2.
(2) Para todo m, existe um grafo Euclidiano G com n > m vértices
tal que T,,,.(v) /Ty > (loga(n + 1) +4/3)/3.
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Observacoes finais

Todo algoritmo conhecido para o Problema do Caixeiro Viajante
contém alguma restricao sobre os grafos para os quais dao
resultados razoaveis (vide préxima proposicao).

Proposigao:
Se existe um algoritmo eficiente, AE, tal que

Tag(v)/Ty = constante para qualquer grafo, entdo existe uma
solucao eficiente para o Problema do Caixeiro Viajante.
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Problemas considerados até o momento

¢ Problema da Planaridade (PP): O grafo é planar?
¢ Problema do Circuito Euleriano (PCE): O grafo é Euleriano?

¢ Problema do Trajeto Euleriano (PTE): O grafo tem um trajeto
Euleriano?

e Problema do Isomorfismo (Pl): Dois grafos sao isomorfos?
¢ Problema do Ciclo Hamiltoniano (PCiH): O grafo é Hamiltoniano?

e Problema do Caminho Hamiltoniano (PCaH): O grafo tem um
caminho Hamiltoniano?

e Problema do Caixeiro Viajante (PCV): Qual é o menor ciclo
Hamiltoniano de um grafo valorado completo?

¢ Problema do Menor Caminho Fechado Gerador (PMCFG): Qual é o
menor caminho fechado gerador de um grafo valorado completo?
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