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A NOCAO DE CONJUNTO

e O que tém em comum as seguintes entidades?

um grupo de pessoas
um rebanho de animais
um buqué de flores
uma dazia de ovos
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A NOCAO DE CONJUNTO

e O que tém em comum as seguintes entidades?

um grupo de pessoas
um rebanho de animais
um buqué de flores
uma duzia de ovos

e Conjunto
Colecao de objetos denominados elementos ou membros do
conjunto.
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COMO DEFINIR UM CONJUNTO

e Listar seus elementos entre chaves.
Exemplos: A = {1,3,5,7,9};
V ={a,e,i,0,u};
F = {laranja, banana, abacaxi}.
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A NOCAO DE CONJUNTO

e O que tém em comum as seguintes entidades?

um grupo de pessoas
um rebanho de animais
um buqué de flores
uma dazia de ovos

e Conjunto

Colecdo nao ordenada de objetos (denominados elementos ou
membros do conjunto).

e Notacao

x € A: x pertence a A
x & A: x nao pertence a A
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COMO DEFINIR UM CONJUNTO

e Listar seus elementos entre chaves.
Exemplos: A = {1,3,5,7,9};
V ={a,e,i,0,u};
F = {laranja, banana, abacaxi}.
P(z)}.
x é um inteiro positivo,
impar e menor que 10}.

e Utilizar a forma A = {x :

Exemplo: A = {z :
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COMO DEFINIR UM CONJUNTO

e Listar seus elementos entre chaves.

Exemplos: A = {1,3,5,7,9};
V ={a,e,i,0,u};
F = {laranja, banana, abacaxi}.

e Utilizar a forma A = {z : P(x)}.

Exemplo: A = {x : x é um inteiro positivo,
impar e menor que 10}.

e Fazer uma definicao recursiva.

Exemplo: (a) 1 € A,

(b) sex € Aex+2<10, entdo z + 2 € A.

Conceitos Prelimina@
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ALGUNS CONJUNTOS IMPORTANTES
e : O = {}, o conjunto vazio (observe que 0 # {0}).
e N: nameros naturais: {0,1,2,3,...}.
e Z: numeros inteiros: {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}.
¢ Q: numeros racionais: {z/y : t € Zey € Z e y # 0}.
e R: nimeros reais.
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OBSERVACOES

e Conjuntos podem ser definidos por meio de operacoes sobre outros
conjuntos previamente definidos.

Exemplo: A = {1,9} U B.
e Nem sempre é possivel utilizar todos os tipos de definicoes.

Exemplo: {x :  é um ndmero real entre 0 e 1}
nao pode ser definido recursivamente.

e P(x) nao pode ser “qualquer” propriedade.

Exemplo (paradoxo de Russel): S = {z : = &€ x};

SeS?
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OPERACOES SOBRE CONJUNTOS

e Uniao:

AUB={z : x € Aoux € B}.

Diagrama de Venn:

AUB
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OPERACOES SOBRE CONJUNTOS

e Interseccao:

ANB={x : z € Aex € B}.

Diagrama de Venn:

A B

ANB
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ALGUMAS PROPRIEDADES DAS OPERACOES

e Ildempoténcia: AUA =ANA = A.

e Comutatividade: AUB =BUA; ANB = BnN A.

e Associatividade: (AUB)UC = AU (BUC);
(AnB)NC =AnNn(BNC).

e Absorcio: AU(ANB)=A; An(AUB) = A.

e Distributividade: AU (BNC)=(AUB)N(AUCQC);
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC).

e De Morgan: A — (BUC)=(A—B)N(A—-C);

A—(BNnC)=(A—-—B)U(A-0C).
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OPERACOES SOBRE CONJUNTOS

e Diferenca:

A—B={x:x€ Aex ¢ B}.

Diagrama de Venn:
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A B
A-B
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MAIS TRES OPERACOES

e Complemento:
A =U — A (U é o conjunto universo).
¢ Uniao generalizada:

'GlAiIAIUAzLJ...UAn
1=

¢ Intersecao generalizada:

'glAiZAlﬂAzﬂ...ﬂAn
1=
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RELACOES ENTRE CONJUNTOS

e Continéncia:

A esta contido em B se, e somente se, todo elemento de A é
elemento de B. Ou seja:

ACB& Ve (x€e A= x € B).
¢ Igualdade:

A=B&& ACBeBCA.
e Subconjunto préprio:

ACB&S ACBeA#B

Conceitos Prelimina@
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CONJUNTOS DISJUNTOS

e A e B sao disjuntos se, e somente se, AN B = ().
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ALGUMAS PROPRIEDADES DA CONTINENCIA

¢ Reflexividade: A C A.

e Transitividade: AC Be BC C = ACC.
eACB=A#BeBY{A.

e ACBeAY C=BYC.
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PARTICAO

Uma particao de um conjunto A é um conjunto
{X1,X2,..., Xn}

tal que:

e X; #0,paral <i<mn;

e X;NX;=0,paral <i#j<mn;e

o 1 X, = A,
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CONJUNTO POTENCIA

eP(A)={X : X C A}
e Exemplo: P({a,b}) = {0, {a}, {b},{a,b}}.

¢ Quantos elementos tem o conjunto poténcia?

Conceitos Prelimina@
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PRODUTO CARTESIANO

e Par ordenado: (z,vy).
Propriedade fundamental: (a,b) = (¢,d) < a=ce b =d.
e Produto cartesiano de A e B:
AX B={(x,y) : x € Aey € B}
e Exemplos: {a,b} x {1,2} = {(a,1), (a,2), (b, 1), (b, 2)}.
{a,b} x {a,b} = {(a,a), (a,b),(b,a),(b,d)}.
e Notacdo: A2 denota A X A = {(z,y) : =,y € A}
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RELACOES BINARIAS

Uma relacao binaria sobre A e B é um subconjunto de A X B.
¢ Notacdes alternativas para (z,y) € R: Ry e R(z,y).
e Exemplo: Relacao < sobre N:
<= {(0,1),(0,2),...,(1,2),(1,3),...}
\UFMG R OO 23/
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PROPRIEDADES DE RELACOES BINARIAS

Seja R uma relacao binaria sobre A. Entao:

e R é reflexiva < x Rx para todo = € A.
— Exemplos: < e = sobre N.

e R é simétrica < xRy = yRx para todo =,y € A.
— Exemplos: = sobre N, e irmados sobre Pessoas.

e R é transitiva < Ry e yRz = xRz para todo z,y,z € A.
— Exemplos: <, < e = sobre N.

Conceitos Prelimina@
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RELACOES DE EQUIVALENCIA

Proposicao: Seja uma relacao de equivaléncia R sobre um conjunto
nao vazio A. Entao {E,; : a € A} é uma particao de A.

Prova: basta mostrar que:

e E, # () para todo a € A;
eugcaA Eq = A; e

e EqNE, =0 se Eqg # Ey,.

VR SOD
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RELACOES DE EQUIVALENCIA

Relacao de equivaléncia: aquela que é reflexiva, simétrica e transitiva.
e Exemplo: R = {(z,y) : x,y € N e x + y é par}

Seja R uma relacao de equivaléncia sobre A, e a € A. A classe de
equivaléncia de a é:

Eq,=1{b: bec AeaRb}.
e Exemplo: para a relacao
R={(z,y) : zt,y € N ex+ y é par}

tem-se:
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B {0,2,4,6,...} se n é par
" {1,3,5,7,...} se n é impar
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FUNCOES
Uma funcao f, de A para B, é uma relacao sobre A e B tal que:
e para cada a € A existe exatamente um b tal que (a,b) € f.
e Exemplos:
— pai de Pessoas para Pessoas.
—+ de R X R para R.
\UFmG 0% ©O6 27)
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FUNCOES

Notacao e terminologia:

e f: A — B significa que f é uma funcao de A para B.

o b = f(a) significa (a,b) € f.
eSe b= f(a), entao b é a imagem de a.
eSeja f: A — B. Entao:
—dominio de f: A;
— contra-dominio de f: B;
—imagem de f: {b : existe a tal que f(a) = b}.

Conceitos Prelimina@
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FUNCOES

Trés tipos de funcoes:
e f é injetiva (“one-to-one”) se
f(a1) =be f(a2) = b= a1 = a.
e f é sobrejetiva (“onto”) se
a imagem de f é o contra-dominio de f.
e f € bijetiva (correspondéncia um-para-um) se

é injetiva e sobrejetiva.

29)
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O CONCEITO DE PROPOSICAO

¢ Proposicao: afirmacao que é verdadeira ou falsa.
e Exemplos:

Belo Horizonte é a capital de Minas Gerais. (verdadeira)
Campinas é a capital de Sao Paulo. (falsa)

2 + 2 = 4. (verdadeira)

141 =1. (falsa)
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PROPOSICAO SIMPLES E COMPOSTA

e Proposicao simples: representada por meio de variavel
proposicional (p,q,r,s,...).

e Proposicao composta: combinacao de proposicoes por meio de
conectivos logicos.

e Conectivos légicos:

Negacao: —
Conjuncao: A
Disjuncao: VvV
Implicacao: =
Bicondicional: &

QFMG VR 0D

Conceitos Prelimina@

y

Matemética Discreta

k= =
TABELAS DA VERDADE:
e Negacao:
al-a
V| F
FlV
QFMG ROV DD
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EXEMPLOS DE PROPOSICAO SIMPLES E COMPOSTAS

¢ Proposicoes simples:

p: vocé fez mais de 80 km/h.
q: voceé foi multado.

e Proposicoes compostas:

—p: vocé nao fez mais de 80 km/h.
p A —q: vocé fez mais de 80 km/h, mas nao foi multado.
—p V q: vocé nao fez mais de 80 km/h ou foi multado.
—p = —q: se vocé nao fez mais de 80 km/h,
entao nao foi multado.

Conceitos Preliminare}
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TABELAS DA VERDADE:
e Conjuncao:

alBlanp
ViV, V
VIF F
FV F
FF F
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TABELAS DA VERDADE:

e Disjuncao:

Conceitos Prelimina@
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alBlaVv
ViVl V
VIF V
FIV| V
FIF F
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TABELAS DA VERDADE:

e Bicondicional:

alflas B
ViV, V
V|F F
FV F
F F vV

\UFMG RR® 600
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e Condicional:

= =il
TABELAS DA VERDADE:

alfla=p4
ViV V
V F F
F|\V A%
F|F A\

QFMG
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EXPRESSOES PARA A CONDICIONAL

ca=p

e se o entao 3

e o implica 3

ese o, 3

e o somente se 3

e « é suficiente para 3

e 3 se

e 3 caso «

e 3 é necessario para «

QFMG
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EXPRESSOES PARA A BICONDICIONAL

ca&s 3
e o se e somente se 3
e ¢ é necessario e suficiente para 3

e se a entao 3, e vice-versa

Conceitos Prelimina@
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EXEMPLOS
contingéncia tautologia contradicao
rqg peqg (pPAP=>9)=>qgpA-(pVa)
V|V A% VvV F
VI F F A\ F
F|V F A\ F
F | F A\ A\ F
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TIPOS DE FORMULAS

¢ Tautologia: proposicao que é sempre verdadeira.
e Contradicao: proposicao que é sempre falsa.

e Contingéncia: proposicao que nao é tautologia nem contradicao.
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CONSEQUENCIA LOGICA

e o é consequéncia légica de 3, 3 = «, se e somente se « é
verdadeira sempre que (3 é verdadeira.

e Exemplo: p A (p = q) = g, pois:

P ap=qpAP=q)
— V|V, V \% —
VF F F
F\V Vv F
FF| V F
\UFMG 0% ©O0 43/
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CONSEQUENCIA LOGICA

Exemplos:

e[(p=q)N(g=r)] = (p=r) é tautologia. Logo,

pP=gN@=>r)Ep=>r.

e (p A 1p) = q é tautologia. Logo,

Teorema: (3 = « se, e somente se, 3 = « é tautologia.

Conceitos Prelimina@
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PA-P = Q.
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EQUIVALENCIA LOGICA

Exemplos:

e (p=q) < (—pV q) é tautologia. Logo,

P=q="pVg.
ep=(q=r)] < [(pAq) = r] é tautologia. Logo,

p=(@=r)=@Ag) =T

\UFMG RR® 600

Teorema: a = 3 se, e somente se, a < (3 é tautologia.
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EQUIVALENCIA LOGICA

e Ea
e Exemplo: —(p A q) = —p V —gq, pois:

e o e (3 sao logicamente equivalentes, 3 = «, se e somente se a |= 3

Conceitos Preliminare}
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P gprAg-(PAQ) —~Pp g PV g
ViV, V F F | F F
VIF F A% F |V Vv
F V| F \% V| F \%
F F F \% V|V \%
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PREDICADOS E QUANTIFICADORES

Exemplos de férmulas atomicas:

e irmaos(Abel, Caim)

e2+4+2=14
ex >0
ex=y+1

e irmaos, = e > sao predicados.

e Predicados denotam relacoes.
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PROPOSICOES SIMPLES

Uma proposicao simples é representada por uma férmula atomica.
Exemplos:

e irmaos(Abel, Caim) (verdadeira)

¢ 2 4 2 = 4 (verdadeira)

e —1 > 0 (falsa)

¢0 = —1+ 1 (verdadeira)

Conceitos Prelimina@
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OS QUANTIFICADORES

Dois conectivos légicos adicionais:
¢ Quantificador universal: V

e Quantificador existencial: 3

Exemplos de formulas quantificadas:
eVeax >0

e VaVy (irmaos(x, y) = irmaos(y, x))
edrxx >0

eVexdyx =y +1

edxVyxr =y +1

VR SOD
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PROPOSICOES COMPOSTAS

Representadas a partir de férmulas atémicas, utilizando-se conectivos
l6gicos.

Exemplos:
e irmaos(Abel, Caim) A irmaos(Caim, Abel)

e2+4+2=4Vv-12>0

Conceitos Preliminare}
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EXEMPLO

Sejam:

e A(x):  é uma arara.
e M(x): = é multicor.
e Q(x): = é pequena.

e G(x): x faz ninho em arvores altas.

QFMG
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EXEMPLO

Representacao de algumas afirmacoes:
e Todas as araras sao multicores.
Ve (A(x) = M(x))
e Nenhum passaro pequeno faz ninho em arvores altas.
—3Jz (Q(x) N G(x))
e Passaros que nao fazem ninhos em arvores altas nao sao multicores.
Ve (-G(x) = " M(x))
e Conclusao: Araras sao grandes.
vz (A(z) = —Q(x))

Q:MG VR 0D y
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ALGUMAS CONSEQUENCIAS LOGICAS

oVx P(x) = P(A)

« P(A) F 3z P(x)

eVr P(x) VVeQ(x) =V (P(x) VvV Q(x))
edx (P(x) AN Q(x)) = Tz P(x) N Tz Q(x)
e Javy P(xz,y) = Vy3z P(z,y)

\UFMG VR SOD y
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ALGUMAS EQUIVALENCIAS LOGICAS

oVx P(x) = -3z - P(x)
e dx P(x) = -V~ P(x)
e -JzP(x) = VxP(x)
e VzP(x) = Jx—-P(x)
e Vz (P(z) A Q(x)) = Va P(z) AVa Q(x)
e 3z (P(2) V Q(z)) = 3z P(x) v 32 Q(x)

Conceitos Preliminare}
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TECNICAS ELEMENTARES DE PROVA

Serao vistas técnicas de prova para proposicoes das formas:

ca= [

e Jx a(x)
e 2Jza(x)
o Vx ar)
o vV a(x)

além de raciocinio por casos e por absurdo.
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TECNICAS PARA IMPLICACAO (o = )

Matemética Discreta

e Prova por vacuidade:
— Base:
contradicao = 3 é tautologia.
— Método:
Provar que « é falsa.
— Exemplo:
@ é subconjunto de qualquer conjunto.

Conceitos Prelimina@
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TECNICAS PARA IMPLICACAO (a = 3)

e Prova direta:

— Base:
Se a = 3 entdao a = 3 é sempre verdadeira.

— Método:
a) supor que a é verdadeira;
b) mostrar que, neste caso, 3 é verdadeira.

— Exemplo:

VR SOD

QFMG

Se n é um nimero impar, entao n? é um nimero impar.

Matema’tica Discreta

e Prova trivial:

— Base:
— Método:
— Exemplo:

racional

QFMG
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TECNICAS PARA IMPLICACAO (o = 3)

a = tautologia é tautologia.
Provar que 3 é sempre verdadeira.

Se x e y sdao naimeros irracionais entdo x¥ é um nimero

ou irracional.

BR® DD
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— Base:
a=p4

— Método:
Provar

— Exemplo:
O princ

QFMG
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TECNICAS PARA IMPLICACAO (o = )

e Prova indireta:

=0 = -a.
=3 = -, utilizando um dos métodos acima.

ipio da casa de pombos (pigeonhole principle): se

n + 1 objetos sao distribuidos em n caixas, entao alguma
caixa contera pelo menos dois objetos.

BR® DD
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TECNICA PARA A UNIVERSAL (Vz a(z))

e Prova para a universal:

— Base:

Se B = a(c) e ¢ ndo ocorre em 3, entao 8 = Vo a(x).
— Método:

a) Supor a existéncia de um c arbitrario;

b) provar a(c).

Conceitos Prelimina@
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TECNICAS ELEMENTARES DE PROVA

e Prova por Contradicao (reducdo a absurdo) de a:

— Base:

Se B A —a = contradicao, entdo 3 | a.
— Método:

a) Supor que o é sempre falsa;

b) derivar uma contradigdo.
— Exemplo:

\/2 é irracional.
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TECNICAS ELEMENTARES DE PROVA

e Prova por Casos:

— Base:

(1 V- Vap)AN(ar = B)AN---AN(an=06) =B
— Método para provar 8 dado que a1 V - - -V ap:

1. provar a1 = SG;

2. provar a2 = 3;

n. provar an = .
— Exemplo:
min(x,y) + max(x,y) = x + y para quaisquer =,y € R.

Conceitos Preliminare}
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PROVA DE NAO EXISTENCIA (prova de =3z a(x))

e -Jxa(x) é frequentemente provado por contradicao:

— supor que existe um c tal que a(c);
— derivar uma contradicao.
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PROVA DE EXISTENCIA (prova de 3z a(z))

e Prova construtiva:

— Base:

a(c) E Iz a(x).
— Método:

Provar a(c), para um elemento especifico c.
— Exemplo:

Para qualquer n € N existem pelo menos n naturais
consecutivos nao primos.

Conceitos Prelimina@
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CONTRA-EXEMPLO (para provar =V a(x))

e Prova por contra-exemplo:

— Base:

—a(c) E -V a(x)
— Método:

Exibir, ou construir, um elemento c para o qual a(c) é falsa.
— Exemplo:

Todo niimero primo é impar.

VR SOD
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PROVA DE EXISTENCIA (prova de 3z a(z))

e Prova nao construtiva:

— Método:
Provar 3x a(x), sem exibir um x especifico (por absurdo, por
casos,. .. ).

— Exemplo:

Existem dois irracionais x e y tais que x¥ é racional.
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INDUCAO MATEMATICA

e Prova por Inducao Matematica
para provar Vz a(x), quando o universo é N:
— Base:
a(0) AVz (a(x) = a(x+ 1)) E Vea(x).
— Método:
a) Passo Base: provar «(0);
b) Passo Indutivo: provar Vz (a(x) = a(x + 1)).
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