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Instrucgoes:

Leia atentamente este conjunto de instrugoes antes de iniciar sua prova.
Esta prova ¢é individual e sem consulta.

E uma prova discursiva, cabendo ao aluno ser claro, organizado e objetivo na apresentacao
de sua resolugao. Estes aspectos sao considerados na corregao.

Durante a prova, os celulares devem permanecer desligados. Nao é necessério o uso de
calculadora para sua resolucao. Apesar disso, seu uso é permitido, desde que nao seja através
do telefone celular. Um aluno nao é autorizado a usar a calculadora de outro aluno.

Vocé deve escolher 3 questoes para fazer. Caso faca as 4 questdes, as notas das 3 melhores
questoes serdo consideradas para a nota da avaliagdo. As 4 questoes sdo igualmente valoradas.
Todas as respostas devem ser justificadas.

Questao 1: Usando seus conhecimentos sobre a fatoracdo a A = UXV7', responda verdadeiro
ou falso e justifique. Para as questdes desta avaliacdo, considere que a fungdo trago tr(B) : B €
R™*"™ — R corresponde & soma dos elementos na diagonal principal de B.

1.

tr(ATA) = tr(ZT AT AZ) quando Z é unitéria.
Resposta: Verdadeiro. Podemos argumentar de diversas formas. ATA e ZTATAZ sio

similares (Z~! = Z7), portanto possuem os mesmos autovalores. Logo, >, \;(ZT AT AZ) =
tr(ZTATAZ) = tr(ATA) = 3", Mi(ATA) = 37, 02 (A).

1
Por outro caminho de demonstracdo, (sendo o posto de A igual a r) desenvolvemos:

tr(ZTATAZ) = tr(ZT(VETUTUSVT) Z)
= tr(ZTV)22(VT 2))
=tr(VE2vT)
= tr(%?)

= O’% +... O’?

= tr(VE2VT)

=tr(VETUTUusv?)

= tr(AT A)

. Se A é quadrada e C = AT BA, entdo C e B possuem os mesmos autovalores.

Resposta: Falso. Se A admite posto incompleto, AT # A~! e C, B nio sio similares. Veja
o contra exemplo abaixo, onde B é uma diagonal com entradas 3 e 2 na diagonal e A = uu”
onde u = ?(1, 1)T. Veja que C tem um autovalor zero e o autovalor positivo ndo é um dos
autovalores de B.

B =
2. 0.
0. 3.

A =
1. 1.
1 1

u = [sqrt(2]/2;sqrt(2)/21]



0.7071068

0.7071068
A =

1. 1.

1. 1.
-->Amais = ux(1/2)*u’
Amais =

0.25 0.25

0.25 0.25
-->C = Amais*Bx*A
Cc =

1.25 1.25

1.25 1.25
-->spec(C)
ans =

0.

2.5

3. A*b resolve o sistema de equagdes normais associado a projetar b em C(A).
Resposta: Verdadeiro: AT = VXTUT. Substituindo 27 = Atz em AT Az temos:
AT Azt = (vETUTUSVTY(VETUT D
=V2(VTvstuTh
=Ve2ytul)
= (VU
=A"b

4. AA*b e C(A).
Resposta: Verdadeiro. A(ATb) = Axt = p, logo x certifica que p, projegio de b em C(A),
estd em C(A).
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Questdo 2: Edada A= | 0 , com colunas ortogonais e d € R, d # 0.

d -1
Observacgao geral para a resolucao da questao: Como as colunas de A sdo ortogonais,
sao linearmente independentes, e fornecem uma base para C(A). Para obter A = UXV7T onde
U = [Uy, Us] possui duas colunas ortonormais, base para C(A), basta dividir cada coluna de A por
sua norma Euclideana. O valor das normas Euclideanas destas colunas sdo os valores singulars.

Para completar a fatoracdo SVD de A, basta verficiar que V7 = I,.

1. (25%) Quais sdo os valores singulares de A 7 Resposta: A matriz A possui dois valores
singulares, pois seu posto é 2. Normalmente atribuimos a o7 0 maior valor singular. Como
este valor depende do valor assumido por d, vamos simplesmente indicar os valores, sem que
sejam ordenados.

Valor singular 1: ¢ = ||(d,0,d)7 |2 = |d|v/2.

Valor singular 2: o = ||(1,1/d, —1)T ||z = /2 + 1/d2.
o1 = max{|d|v/2, /2 + 1/d?}

oy = min{|d|v/2, /2 + 1/d?}.

2. (25%) At =7
Pelo desenvolvimento acima, sem ordenar os valores singulares, temos A = UXV7T onde

d 1
d|v2 2
\d|v/2 0 )U_ @ v

T _ _
v _12’2_< 0 2+ 1/d2

d\/2+1/d?
1

vz \/J2t1/a

! 0
Entdo temos: AT = LX1TUT onde: &1 = ( ld|v2 ) ) o

0 \/2+1/d?

d 0 d

UT = ( |4]v/2 5 - a2 )
V2+1/d2 dy/2+1/d? V2+1/a?

3. (50%) Seja A; a matriz de rank-1 que melhor aproxima A, na norma |-||r. E possivel
C(A;) = span{(1,0,1)T} (responda SIM ou NAO) ? Em caso positivo, quais condigdes de-
vem ser observadas para que isso ocorra ? Em caso negativo, apresente uma justificativa.
Resposta: Sim, é possivel, basta que o7 = max{|d|/2, /2 + 1/d?} = |d|/2 e que o primeiro
valor singular seja estritamente maior que o segundo (a norma Euclideana da primeira coluna
de A seja maior que a da segunda). Entdo temos:

V2 > /2 +1/d?
2d* > 2 +1/d?
2d* —2d*> —1>0
2:2-22-1>0

Entao temos z € (—oo, 1_2‘/§) U (1+2*/§,—|—oo). O primeiro intervalo ndo nos interessa pois
z=d*>edeR.

V1+V3 . . . .
Portanto, d > %ﬁ garante que a norma da primeira coluna seja estritamente maior que
norma da segunda coluna de A.



Questao 3: Seja H € R™*™ um refletor de Householder cujo hiperplano de reflexdo é span{u}+,u €
R™ |lull2 = 1 e P uma matriz de permutagdo. Responda justificando.

1. Quais sao os autovalores (com as suas multiplicidades algébricas e geomeétricas) e autovetores
de H?
Resposta: F =1 —2uu’, F é simétrica e ndo possui autovalor defectivo. Entdo:

(I —2uu®)z = \x

Temos dois casos a considerar:
e Para r € span{u}, temos (I — 2uu®)u = u — 2u = —u. Portanto, u é autovetor com
A = —1 sendo seu autovalor, com multiplicidade algébrica e geométrica 1.

e Os demais autovetores de F' = I — 2uu” pertencem a span{u}®. Basta tomar uma
base ortonormal para este espago vetorial m — 1 dimensional que termos m — 1 outros
autovetores associados ao autovalor 1. Veja: para x € span{u}t, temos (I — 2uu®)z =
x —2u(u’r) = . A multiplicidade algébrica e geométrica do autovalor 1 & m — 1.

2. Qual é o determinante de H ?
Resposta: det(H) = [[[-, A\; = (-1} ()™ = —1.

3. Para qualquer a € R™, (Ha + uu®a) € span{u}*. Falso ou verdadeiro ?
Resposta: Verdadeiro.

(Ha +wula) = (H +uvu”)a
= (I —2uu” +uul)a

= —wa

(I —uuT) é um projetor ortogonal de posto m — 1 que projeta em span{u}=.

4. PHPT & um refletor de Householder ? Falso ou Verdadeiro ? Em caso positivo, indique o
hiperplano de reflexao.
Resposta: Verdadeiro.
PHPT ¢ um refletor de Householder se existe algum w € R™, |Jw|2 = 1 tal que

PHPT =T — 2uww”

PHPT = P(I — 2uu™)PT
= PIPT — 2(Pu)(u’ PT)
=7 —2uww”

onde w = Pu. O refletor de Householder que tem Pu como construtor tem como hiperplano
de reflexdo o subespago span{Pu}*.

5. Seja () um projetor ortogonal. Entao I — HQH é um projetor 7 Falso ou verdadeiro ? Em
caso positivo, diga em qual espaco projeta e qual a sua dimensao.
Resposta: Verdadeiro.
I — HQH é projetor se e somente se HQH for projetor:

(HQH)* = HQ(HH)QH

= HQQH
= HQH

No desenvolvimento acima, usamos o fato de que Q2 = Q, H2 = I. Entao I — HQH projeta
no complemento ortogonal de C(HQH). Como H possui posto completo, posto(HQH) =
posto(Q). Portanto, dim(C(HQH)) = dim(C(Q)) e dim(C(Q)1) = m — dim(C(Q)).
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Questao 4: Assuma que H(X) = [ X 0

], para qualquer X € R"*",

1. E possivel empregar a fatoracio espectral de H(X) para alguma X adequadamente escolhida,
para encontrar a fatoragdo SVD de A € R™*"™ com m # n (responda SIM ou NAO) ? Em
caso positivo diga como e diga quais propriedades X deve possuir.

Resposta: Sim, se X for ortogonalmente equivalente a A, por exemplo X = Ronde A = QR
é a fatoracdo QR de A. Através dos autovetores de H(R) e da matriz ortogonal @ séo
recuperdos os vetores singulares de A, & esquerda e & direita. Os valores singulares de A sao
os autovalores positivos de H(R).

2. Seja 0; e o, dois valores singulares distintos de A. Entdo N(H(A) —o0;I) L N(H(A) — o;I)
?

Resposta: Verdadeiro. N(H(A) — o;I) é o auto-espago associado ao autovalor \; = o; de
H(A). Auto espacos de autovalores distintos sdo sempre ortogonais.

3. Se A € R?*2 ¢ simétrica e possui autovalores A\; = 5, Ay = 3, com 0s auto espacos associados a
estes autovalores sendo, respectivamente, span{y'}, span{y?}, onde y* = (cos(f), —sin(6))T
e y? = (sin(f), cos(#))” (para algum 6 € (0, %)), qual ¢ a fatoracdo espectral de H(A) ?
Resposta: A fatoragao espectral de H(A) fornece os valores singulares de A. Além disso, das
2n entradas correspondentes aos autovetores de H(A) extraimos, apos devida normalizagdo,
os vetores singulares u,v de A. Isto é, os autovalores de H(A) sdo {o;,—0; : i =1,...,2},
onde o; é 0 i — simo valor singular de A. Como A é simétrica positiva definida (os dois
autovalores informados sdo positivos), 01 = A\ = 5,02 = Ag = 3.

Para fazermos o processo inverso, isto é, para compor os autovetores de H(A) a partir de
y',y?, observamos que a simetria de A garante que a mesma tem vetores singulares a es-
querda e a direita iguais (U = V na fatoracdo SVD).

Entdo temos H(A)Q = QA, onde A = Diagonal(5,3,—5,—3) e Q € R*** & a matriz ortogo-
nal, contendo em suas colunas os autovetores de H(A), definida como:

1,1 1,2 1,1 1,2
PN v 1 v A1
= 1 T 1 _ 2 _ 1, T _ 1,2
v L
Verifique, por meio da expressio de @ apresentada acima, que Q7 Q = I,.




