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Questao 1: Mostre que V = {z € R3 : 21 + 229 + 323 = 0,321 + 229 + 23 = 0} é um subespago
vetorial, determine sua dimensao e encontre uma base para V.
Questao 2: Considere P = {x € R?: z1 + 229 + 323 = 1}.

1. Mostre que P é um conjunto afim de dimensao 2.
2. Encontre a distancia Euclideana minima de 0 a P e um ponto em P que atinge esta distancia.

Questao 3: Usando a decomposicao SVD (por exemplo, via scilab), escreva o conjunto P =
{r € R*: Az = b} como um conjunto afim na forma {z : 2° + v,v € V} e reformule o problema de

otimizagao min 2x1 + 2x9 — x3 + x4 : ¢ € P como um problema definido em v € V.
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Questao 4: Sob quais condi¢bes impostas a o € R" a fungao f(x,y) := > ;.| oiz;y; define um

produto interno em R™ 7
Questao 5: Dados z,y € R" tais que ||z||2 = ||y||l2 = 1. Mostre que (x —y) L (z + y). Use este
argumento para encontrar uma base para span{z,y}.

Questao 6: Mostre que para qualquer x € R” vale a relacao:
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(Dica: use a desigualdade de Cauchy-Schwartz).
Questao 7: Mostre que para qualquer vetor z, a fungao card(x) definida como o nimero de
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coordenadas z; nao nulas de x € R" satisfaz card(x) > ”xHé Encontre vetores x para os quais a
2

desigualdade é justa.

Questao 08 Sejam A, B € R™*" duas matrizes. Mostre que o fato de N'(A) C V(B) — R(BT) C
R(AT).

Questao 09 Mostre que para qualquer matriz A € R™*" N(ATA) = N(A) e R(ATA) = R(AT).
Dica: Use o Teorema Fundamental da Algebra Linear.

Questao 10 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja A € R™*™ e seu polindémio caracteristico
p(\) = det(\L,, — A) = X"+ ¢ A"+ A+ c

1. Assuma que A seja diagonalizdvel. Prove que A satisfaz seu préprio polindmio caracteristico,
isto é:
p(A) = A"+ en 1 AV b A+ e, =0

Questao 11 Seja f : R™ — RF e g : R® — R™ dois mapeamentos. Seja h : R” — RF um
mapeamento composto h = f(g(x)) para x € R™. Mostre que as derivadas de h podem ser
expressas como um produto matriz-matriz, Jy(z) = J¢((g(x))Jy(x) onde Jy(x) é o Jacobiano de h

. . ’ . . . . ., O0di(x
avaliado em z, isto é, a matriz cujo elemento na linha ¢ e coluna j é a;(, ),
J

Questao 12 Seja g um mapeamento afim da forma g(x) = Az + b para A € R™*™. Mostre que o
Jacobiano de h(z) = f(g(x)) é Ju(x) = J¢(g(x))A.

Questao 13 Seja g(x) = Az + b um mapeamento afim para A € R™*" f:R"” — R uma funcao
escalar e h(z) = f(g(x)). Mostre que:

1. V.h(z) = ATV, f(g(z))
2. V2h(z) = ATV2f(g(x))A

Questao 14 Uma matriz P € R™*" é chamada de matriz de permutagao se suas colunas sdo uma

permutacao das colunas da identidade I,,.

e Para A € R™*" considere PA e AP. Qual é o significado destas duas matrizes ?

e Mostre que P é ortogonal.

Questao 15 Considere um sistema dinamico linear regido pela recorréncia:
x(t+1) = Ax(t) + Bu(t), y(t) =Cx(t), t=0,1,2,...,

onde ¢t denota momentos discretos de tempo, z(t) representa o estado do sistema no tempo t,
u(t) € RP é um vetor de entrada (controle) e y(t) é o vetor de saida. As matrizes A, B, C representam

o sistema fisco e sao dadas.



1. Assumindo que o sistema tenha o estado inicial z(0) = 0, expresse o vetor de saida no

momento 7' como uma fungao de u(0),u(1),...,u(T — 1), isto é, determine a matriz H tal
que y(T) = HU(T) onde
u(0)
U(T) := :
u(T —1)

contém todas as entradas (controles) até e incluindo o tempo 7" — 1.
2. Qual o significado de R(H) 7

Questao 16 Sejam p,q € R" dois vetores linearmente independentes tais que ||q|l2 = ||p|l2 = 1.

Defina a matriz siménrica A = pg? + gp”.
1. Mostre que p + ¢ e p — q s@o autovalores de A e determine os correspondentes autovalores.
2. Determine N(A) e posto(A).

3. Encontre uma decomposi¢ao em autovalores de A, em termos de p, q. Dica: use os dois passos

anteriores.
4. Quais seriam as respostas para as questoes anteriores se p, ¢ nao fossem normalizados ?

Questao 17 Para cada um dos casos a seguir, identifique a forma da regiao determinada pela

restricao quadrética x7 Az < 1.

1.A:(2 1) 2.A:<1 _1> 3.A:<_1 0)
1 2 1 1 0 -1

Questao 18 Como vocé poderia desenhar um elipséide no R?, sendo este descrito pela restricao
E={zcR?: 2TAx + 2072 4+ c < 0}, onde A € R?*2, b € R?2,c € R ? Descreva o método o mais
detalhadamente possivel. Desenhe o elipséide & = {z € R2: 4:E% —{—23:% +3x120+ 421 + 522 +3 < 1}.
Questao 19 Dispomos de um grafo nao direcionado G = (V,E), V = {1,...,n}, E CV x V.

Defina o Laplaceano do grafo como a matriz L cujas entradas satisfazem

-1 {i,j}e€E
Lij = 16(9)| i=j

0 caso contrario

e 0(i) C E denota o conjunto de arestas de E incidentes a i.
Considere E = {{4,6}, {4,5}, {4,3}, {3,2}, {2,5}, {1,5}, {1,2}}

1. Construa L para este caso e verifique que, para qualquer grafo, L é uma matriz simétrica.



2. Mostre que L é semi-positiva definida, provando a seguinte identidade, valida para qualquer
u € R™

u'Lu = q(u) = = Z (u; — uj)?.

Dica: Encontre os valores q(k), g(er+ —e;) para dois vetores unitdios ey, e; tais que {k,l} € E.

3. Mostre que A = 0 é sempre um autovalor para L e identifique um correspondente autovetor.

) . Nt
Dica: Considere a matriz L2.

4. G é conexo se hd um caminho conectando qualquer par de seus vértices. Mostre que se o

grafo for conexo, A = 0 é um autovalor simples, isto é, dim(N(L)) = 1.

Questao 20 Sejam A, B € 8" duas matrizes simétricas de ordem n. Defina a matriz produto
elemento a elemento das entradas de A, B como C' = (C); j=1,..n onde Cj; = A;;Bi;,1 < i,j5 < n.
Mostre que C é positiva semi-definida uma vez que A, B sejam positivas semi-definidas. Dica:
Prove que o resultado é verdadeiro quando A é uma matriz de posto 1 e estenda o resultado para
o caso geral, usando a decomposicao espectral de A.

Questao 21 Considere A € R™" det(A) = 0. E correto dizer que R(A) = R(AT) ? Em caso
positivo prove, em caso negativo, forneca um contra exemplo.

Questao 22 Duas matrizes A, B € C™*™ sdo equivalentes unitarias se A = QBQ* para alguma
matriz @ € C™*™ unitéaria. E verdadeiro ou falso que A, B sao equivalentes se e somente se
possuem os mesmos valores singulares 7

Questao 23 Para cada uma das afirmativas abaixo, prove que é verdadeira ou forneca um contra-

exemplo.
1. Se A é um ew (autovalor) de A e p € C, entdo A — p é um ew de (A — ul).
2. Se A éreal e A é um ew de A, o mesmo pode ser dito de —A.
3. Se A\ é ew de A nao singular, entdo A~! é autovalor de A~
4. Se todos os ews de A sao nulos entdo A = 0.

5. Se A é hermitiana (isto é, A € C"*" : A = A* onde A* é sua transposta conjugada) entao

|A| é um valor singular de A.

6. Se A é diagonalizdvel e todos seus ews sao iguais entao A é diagonal.
~ . . -2 11
Questao 24: Considere a matriz A = Tk

1. Determine usando papel e ldpis uma decomposicio real SVD de A na forma A = USVT. A
decomposicao nao € unica, de forma que encontre uma que possui 0 minimo nimero de sinais

negativos em V, U.



6.

. Liste os valores singulares, vetores singulares a direita e a esquerda. Desenhe um disco unitario

no R? e sua imagem diante da transformacao linear induzida por A, em conjunto com todos

os vetores singulares.

. Quais sdo as normas 1,2, 00 e de Frobenius de A 7
. Encontre A~! via a decomposicio SVD.

. Encontre os autovalores de A.

Qual ¢é a drea do elispdide que corresponde & imagem da transformagcao do disco unitario ?

Questao 25: Suponha que A € C™*" possua uma decomposi¢ao SVD do tipo A = UXV* (V* é a

transposta conjugada de V). Encontre uma decomposicao espectral da matriz hermitiana 2n x 2n

(5 7)



