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Desigualdades validas

Dado um conjunto de pontos X C R”, uma desigualdade 77 x < g é
valida para para X se 77 x < mp para todo x € X.

Observacio

Se X ={x€Z":Ax < b}econv(X)={x eR": Ax < b} é a
envoltéria convexa dos pontos em X, entdo a,.Tx < b;e §ITX < b; sao
desigualdades validas para X.

| A\

A\
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Algumas questdes centrais

@ Quais desigualdades sdo boas ou dteis ?

@ Dado que conhecemos um conjunto ou familia de desigualdades
vélidas para um problema de Otimizacdo Combinatdria ou
Inteira, como podemos usa-las na tentativa de resolver uma
instancia particular do problema ?
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Algumas desigualdades validas de facil obtencao

Desigualdades para conjuntos 0 — 1 puros:

@ Considere o conjunto da mochila
X:{XEBS 13x1 —4x2 +2x3 — 3xa + x5 < —2}

@ Oqueocorrese xpo =x4 =07

@ Estas duas varidveis ndo podem ser simultaneamente nulas.
Logo, a desigualdade x» 4+ x4 > 1 é valida.
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Algumas desigualdades validas de facil obtencao

Desigualdades para conjuntos 0 — 1 mistos:

@ Considere o conjunto
X ={(x,y) : x <9999y, 0<x<5, yecB}

o E ficil verificar que x < 5y é vélido para o problema, uma vez
que X = {(0,0),(x,1) com 0 < x < 5}.

@ Em particular, a adicdo de x < 5y nos fornece a envoltdria
convexa de X.
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Problema de Localizacdo Capacitada

M denota o conjunto de clientes e N denota o conjunto de

localidades:
ZX,J < bjy;, VjeN
ieM
ZX,'J' =a;, VieM
JjeEN

xj>0,VieM,jeN, ye{0,1}Vje N

Observe que:
© Xij < X iemXij < bjyj
@ Xjj < EjeNXif = a; — Xjj < a;j.
@ Assim sendo, como y € {0,1}, temos que x;; < min{aj, b;}y;.
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Desigualdades obtidas a partir de conjuntos combinatoriais

Considere os vetores de incidéncia associados aos emparelhamentos de
um grafo G = (V, E)

d xe<1,VieV
e€d(i)

X € Zf'
onde §(i) ={e€ E:e={i,j} para algum j € V}.
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Deducao das desigualdades Blossom

Considere um conjuto de vértices T C V (idealmente de cardinalidade
impar). N3o é dificil perceber que a familia de desigualdades

Z Xe < VHJ
=12
ecE(T)

onde E(T)={e=1{i,j} € E:i,j € T}, é valida para o Problema do
Emparelhamento Maximo.
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Arredondamento inteiro
Considere a regido X = P N Z* onde

P ={x € Ry : 13x1 + 20x, + 11x3 + 634 > 72}.

Dividindo por 11 temos

13,2 16 72
TR TR R TR T
Observe que
13 20 6 13 20 11 6 72
- - . > —
(111 1+[11W ( 1 3Hlﬂ 42 Tt et ety 2

Como x é um vetor inteiro temos que:

72
2x1+ 20 +x3 + x4 > [ﬁ1 =T.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG)

Algoritmos de Planos de Corte e Branch-and-cut



Uma aplicacdo: O problema do Transporte Generalizado

@ Deseja-se associar caminhdes de capacidade C; para atender a
demanda d; de varios clientes. Exitem n clientes, m tipos de
caminhdes. Para cada tipo /, existem a; caminhdes disponiveis.
O custo de enviar o caminhdo 7 ao cliente j é cj;.

@ Associamos uma varidvel de decisdo inteira x;; que denota o
nimero de caminhdes do tipo i/ destinados ao cliente j. Entdo:

min ZZCUXU (1)

i=1 j=1
n
Y CGxg=d, Vi=1,...,n (2)
i=1
n
d xj<a, Vi=1,...,m (3)
Jj=1
Xjj € Zlm (4)
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Desigualdades validas para poliedros

Motivacdo: para gerar desigualdades validas para Programas Inteiros,
é conveniente compreender inicialmente a geracdo de desigualdades
vélidas para poliedros (ou para programas lineares).
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Desigualdades validas para poliedros

A desigualdade 7 x < my (ou simplesmente (1, o)) € vdlida para o
poliedro P = {x € R, : Ax < b} (A€ Q"*") se e somente se:
Q Existeu e RY ev e Rl ta/queATu—v:weuTbSTro ou,
alternativamente
Q Existe u € RT tal que ATu>meu’b < my.

o

Considere as condicées de otimalidade da solucdo do Programa Linear
max{nTx : Ax < b} e do seu dual min{uTb: ATu > 1}. O

<
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Quando uma desigualdade é valida para um conjunto discreto ?

X={xeZ :Ax<b}, AcQm™"

Vamos usar ideias utilizadas na demonstracdo do resultado anterior e
na seguinte observacdo (trivial):

Proposicao

SeX ={y€Zy:y<b}entioy < |b| € vdlida para X.
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Ideias centrais na geracdo de desigualdades vélidas para Pls

© Buscar combinagdes lineares com pesos n3o negativos das linhas
de Ax < b.
@ Aplicar arredondamento inteiro ao resultado desta combinagao

linear.
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Exemplo - O Problema do Emparelhamento

Deducao algébrica das desigualdades Blossom:
@ Passo 1: multiplique Zeeé(i) Xe < 1 por uj = % paratodo/ie T
euj=0parai€ V\T, resultando

Z Xty Z <!
ecE(T e€6

@ Passo 2: Como x. > 0 temos: ‘
1 T -
DoecE(T) Xe < DoecE(T) Xe T 5 Diecs(T) Xe < 7 € entdo

zxe_f.

ecE(T

@ Passo 3: Uma vez que x € Z‘f‘, ZeeE(T) Xe deve ser inteiro e

assim:
T < VT\J
e = 2 .

ecE(T)
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Exemplo - X = PN Z7 onde P é:

7X1 —2X2 S 14
xx < 3 (5)
2X1 —2X2 S 3
X1, X2 > 0.

@ Passo 1: Multiplicando a matriz de restricles por u = (3, 25,0)

obtemos 2x; + g x2 < 121

@ Passo 2: Reduzmdo 0s coeficientes do lado esquerdo ao inteiro
menor mais préximo (desigualdade <) temos a seguinte

desigualdade valida para P temos 2x; 4+ Oxp < %

@ Passo 3: Como o lado esquerdo deve ser inteiro temos
2x1 < Lg = 5] e, pelos mesmos argumentos:
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Um procedimento geral - Chvatal-Gomory

Objetivo: gerar uma desigualdade valida para o conjunto X = PN Z7
onde P = {x € R : Ax < b}.

Assumimos que a matriz A € Q™*" possui colunas (A1, Az, ..., Ap) e
u € R!. Passos principais:
® Passo 1: 377, uTAjx; < uTb é vilida para P.
@ Passo 2: J4d que x > 0, 2}121 LUTAJ'JXJ' < u'b é vélida para P;
o Passo 3: Como x é inteiro, Y7 [u” Aj]x; € inteiro e

>t luTAj]x; < |uTb] é vélida para P.
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Algumas observacdes:

@ Quais sdo os vetores u de interesse e como encontra-los ?

@ Qualquer desigualdade valida para X pode ser gerada através do
procedimento de Chvatal-Gomory.

Teorema

Qualquer desigualdade vdlida para X pode ser obtida através da
aplicacdo do procedimento de Chvatal-Gomory por um nidmero finito
de vezes.
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Estratégias algoritmicas que exploram desigualdades vélidas

@ Adic3o inicial de desigualdades vilidas.

@ Reformulagiao automatica ou algoritmo de planos de corte.
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Adicao automdtica de desigualdades vélidas

Dada uma formulagio inicial P = {x : Ax < b,x > 0} e o conjunto
de solucdes vidveis X = PN Z":
@ Caracterizamos um conjunto de desigualdades @Qx < g, vélidas
para X.

@ Acrescentamos estas desigualdades no modelo, obtendo uma
nova formulagdo P’ = {x : Ax < b, @x < g,x > 0} e entdo
reescrevemos X = P' N 7Z".

@ Aplica-se um algoritmo desejado (por exemplo,
Branch-and-bound) ao problema reformulado por meio de P’.
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Adicdo prévia: vantagens x desvantagens

@ Vantagens:

e Pode-se usar um software de Branch-and-bound
pré-implementado.

o Se as desigualdades pré-adicionadas forem bem escolhidas (isto é,
se P’ for bem menor que P), os limites duais serdo mais fortes e a
arvore de enumeracao serd menor.

o E mais provavel que se encontre solu¢des inteiras de boa
qualidade mais cedo, ao longo do curso do algoritmo BB.

@ Desvantagens:

e Muitas vezes o nimero de desigualdades candidatas a serem
pré-adicionadas é enorme. Nestes casos, os Programas Lineares
associados se tornam muito pesados, anulando o ganho trazido
pela melhor aproximagdo de conv(X).

@ Como escolher um bom conjunto de restricGes inicial 7
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Escolhendo desigualdades para adicao prévia

Se o conjunto de solu¢des vidveis do problema consiste em na
intersecao de dois conjuntos com estrutura X = X3 N X, podemos:

@ Empregar decomposicio:

e Se a otimizagdo sobre o conjunto X, = P, N Z" é facil, talvez
possamos obter a descricdo da envoltdria convexa de
P} = conv(P, NZ") e substituir a formulagdo inicial P N P, por
uma formulagdo fortalecida P; N P5.

e Ainda que a otimizac3o sobre X5 ndo seja facil, podemos tentar
encontrar desigualdades validas para X, e trabalhar com uma
formulag3o fortalecida.

@ Concentrar em cada um dos conjuntos com estrutura de uma vez.
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Exemplo - Problema de Localizacdo Nao capacitado

Formulagdo fraca das décadas de 1950-60:

n
Zx,-jzl, Vi=1,...,m
j=1

m
Zx,-jgmyj, Vi=1,...,n
i=1

xj>0,Vi=1,....mVj=1,...,n
0<y; <1, Vj=1,...,n
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Exemplo - Problema de Localizacdo Nao capacitado

Seja X; o conjunto de pontos no poliedro P; dado por:

m
> < my
i=1

xj=>0,Vi=1,...,m
0<y <1
com y; inteiro. Observe que o conjunto PJ’ dado por:
xj <y, Vi=1,...,m
xj>0,Vi=1,...,m
0<y; <1

é inteiro (a matriz associada ¢ TUM). Logo P; define conv(Xj).
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Uma formulac3do fortalecida para UFL

Substituindo os poliedros P; por PJ’ obtemos a formulag3o fortalecida:

n
d xj=1,Vi=1,...,m
j=1

xj <y, Vi=1....m j=1,...,n
xj>0,Vi=1,....m j=1,...,n
0<y;<1,j=1,...,n

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Algoritmos de Planos de Corte e Branch-and-cut



Lot sizing com capacidades constantes

Usando a notagdo empregada anteriormente, uma formulag3do basica
para o problema é dada pela regido:

Stf]_—f‘Xt:dt‘f‘St, Vt:1,...,n,
XtSCyh Vt:1,...,n,
SOIO,St,XtZO,th{O,].}, Vt:l,...,n
seR" xeZ" yeB".
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Desigualdades validas para X

@ Uma vez que s;—1 > 0 e que y; € {0,1} temos que

Xt < de + 5t < diye + St

o Novamente, uma vez que s; > 0 obtemos >/_, x; > >°7_, d;.
Usando x; < Cy; temos que CS i, y; > >i_, di ou
t
. L d;
equivalentemente >, y; > Z'% Como o lado esquerdo deve
ser inteiro temos:

t t
Z':l di
§ > [&==L

@ Adicionando estes conjuntos de 2n desigualdades fortalecemos as
formulag3o do problema.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Algoritmos de Planos de Corte e Branch-and-cut



Reformulagdo Automatica - Algoritmos de Planos de Corte

@ Supomos conhecer uma familia F de desigualdades vélidas
7Tx < mg para X = PNZ", isto é, (m,m) € F.

@ Muitas vezes o niimero de desigualdades em F é enorme,
impedindo sua adicdo automatica na formulagdo.

@ Além disto, dada uma fungdo objetivo especifica, o nosso real
objetivo é aproximar a envoltéria convexa de X nas
vizinhancas do ponto 6timo.

@ A ideia dos algoritmos de planos de corte é identificar
desigualdades validas para X dinamicamente, na medida em que
sao necessdrias, por exemplo quando sdo violadas pela solucio de
uma relaxacdo linear da formulacdo do problema.
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Um algoritmo de planos de corte para o problema

1: k<0

2: Pp« P

3: FLAG = VERDADEIRO

4: while FLAG do

5:  Resolva Wy =min{);¢ixj : x € P} obtendo Xy
6: Dk<4—ResolveSeparacao(Yk,}U

7: if Dy = () then
8

9

FLAG = FALSO
: else
10: Pii1 < PN Dy
11: k< k+1

12: end if
13: end while
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O problema de Separacao

Dado X, solugao de

Wg = min ZC,'X,'ZXEP;( ,
i
e uma classe F de desigualdades vélidas para X:
@ encontrar (7, m) € F tal que 7X > mp, ou

@ assegurar que nao existe desigualdade desta classe violada por .

Ao fim do algoritmo

@ Se x € Z", X resolve o problema de Otimizac3o Inteira.

@ Caso contrdrio, uma formulacdo fortalecida Py foi obtida. Esta
formulagdo pode ser empregada em um algoritmo
Branch-and-bound.
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O algoritmo de Planos de Corte Fracional de Gomory

Considere o problema
max{c”x : Ax < b,x > 0, x inteiro}.
A idéia do algoritmo consiste em:

@ Resolver uma relaxac¢3o linear do problema, obtendo uma base
Stima.

@ Escolher uma varidvel basica que assume valor fracinario na
relaxac3do.

@ Gerar uma desigualdade de Chvatal-Gomory a partir da linha do
dicionario a qual se associa esta varidvel basica.
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Na base 6tima o problema é reescrito como

max agg + E a0, X;
JjENB

xB, + Z aujxj =au, Yu=1,...,m
jeNB
x > 0, x inteiro
satisfazendo as condicoes sobre custos reduzidos:
CREN <0,Yje NB
@ 3,0>0,Vuel, ... m,

onde NB denota o conjunto de varidveis nao basicas.
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Caso a solugdo basica ndo seja inteira

@ Entdo existe alguma linha v tal que a,g € Z.

@ Vamos aplicar um corte de Chvatal-Gomory para a linha u:

xg, + Y [3ulx < [3u0]

jENB

e Como xg, = au0 — ZJ-GNB ayjxj, reescrevemos a desigualdade em
termos das varidveis n3o basicas:

Z (éuj - LéujJ)Xj > auo — LEUOJ

jENB

@ ou, definindo fuj =ay — I_gujJ para j € NB e f,0 =3, — \_Equ

Z fquuj > qu

JENB
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Observacoes

@ Pela definicdo de f,; e pela escolha da linha u temos que
0<f;<lel0<fu<I;
@ Observe que para a solucdo 6tima x* associada a base B temos

que xjfk =0,V € NB. Assim sendo, a desigualdade

Z fuixuj > fuo (0 2 f,; > 0) é claramente violada e corta a
JENB
solucdo corrente x*.

@ Quando x* é inteira, a diferenca entre o lado esquerdo e o lado
direito também ¢é inteiro (verique isto fazendo

S+ Xp, T Z |3yjxj| = |au0| = auo). Entdo:
JjENB

s=—fuo+ Y fuXy,
jens

onde s denota uma variadvel de folga inteira ndo negativa.
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z = max 4x3 - X
7X1 = 2X2 S 14
xx < 3
2X1 - 2X2 S 3
X1, X2 € Zi

\

Adicionando varidveis de folga (x3, x4, x5 € Z ) e resolvendo a
relaxacdo linear do Pl temos:

Base étima B* = {1,2,5}

Z = maX % —%Xg —%X4
1 2 20
X1 T 373t 37X = 7
X2 + Xa = 3
2 10 _ 23
—7X3 =+ 7X4 + X5 = =
X1, X2, X3, X4, x5 € 2Ly
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Exemplo - continua

Aplicando um corte de Chvétal-Gomory para a primeira linha do
Tableau Simplex, obtemos a desigualdade vélida violada:
+ 2 >
=x3+=-x4>= 0
7oty =7 o
6 N 1 N 2
s=—-+=-x3+ =x
7 7 3 7 4,
onde s,x3,x4 € Z.

Inserindo este corte e reotimizando, temos B* = {1,2, 3,4}

zZz = max % 7%X5 —3s
X1 +s = 2
X2 —%X5 +s = %
X3 —Xs5 —b5s = 1
x4 +3xs +6s = 3
X1, X2, X3, X4, X5 s € Zy
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Exemplo - continua

Aplicando um corte de Chvatal-Gomory para a segunda linha do
Tableau Simplex anterior, obtemos

L., 1
——X e
27 2

onde t € Zy

Inserindo este corte e reotimizando, temos B* = {1, 2,

z = max7 —3s —t
X1 +s = 2
X2 +s —t = 1
X3 —bs —2t = 1
X4 +6s +t = 2
X5 —t = 1
X1, X2, X3, X4 X5 S t € Z+
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O corte de CG em termos das varidveis originais

Proposicao

Seja B a linha u de Bleqi=p—|8i],i=1,...,m. O corte de
Gomory e g fuiXj = fuo quando escrito em termos das varidveis

originais do problema € o corte de Chatal-Gomory

|

> la7ai)x < g7 b]

j=t

No caso do primeiro corte introduzido no exemplo, 3 pode ser lido na
primeira linha do diciondrio, 8 = (% % 0) corresponde aos coeficientes
das variaveis de folga na linha u =1,
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O corte de CG em termos das varidveis originais

Interpretacao

Ou seja, o corte de Chvatal-Gomory nada mais é que a aplicagdo do
procedimento de arredondamento inteiro a uma combinac3o linear
ndo negativa de linhas da formula¢do do problema.
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Exemplo - continuacao

Primeiro corte de CG gerado a partir de:

+1 +2 +0 20
X1+ =x3 + =X X5 = —
1+ 72X+ oxe 5=

Entao:

Q-

@ x3 associada a linha 1: (7x; — 2xp < 14) X %

@ xy associada a linha 2: (x2 < 3) x %

’

@ x5 associada a linha 3: (2x; —2x, <3) x 0

@ Somando estas desigualdades validas temos: x; < 27—0 —x1 < 2.
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Exemplo - continuacao

Poderiamos ter gerado um corte CG a partir da terceira linha do
primeiro diciondrio:

2 n 10 n 23
X3+ —Xx4 + X5 = —
7 3 7 4 5 7

Ent3o:
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Anadlise grafica dos cortes gerados nas variaveis originais

Restricoes iniciais

z = max 4x3 - Xxo
7X1 - 2X2 S 14
X2 < 3
2x1 - 2x0 < 3

[y

Cortes gerados: x3 <2 e x3 —xp <

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Algoritmos de Planos de Corte e Branch-and-cut



Experiéncia pratica com cortes de CG

@ Ap6s a aplicacdo de muitas rodadas de cortes de Chvatal-Gomory,
os coeficientes dos cortes passam a ser muito grandes.

@ Matrizes de coeficientes passam a ser malcondicionadas.

@ Problemas numéricos para se inverter tais matrizes.

@ Ao longo das décadas de 1960 e 1970, houve uma certa dose de
ceticismo quanto a utilidade pratica do uso dos algoritmos de

planos de corte para resolver problemas reais de otimizagao
combinatdria

o Utilizag3o de cortes de CG de baixo rank é seguro do ponto de
vista numérico.
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Algoritmos Branch-and-cut

© S3o algoritmos Branch-and-bound que utilizam Relaxa¢es
Lineares para se obter limites duais.

@ Antes de se realizar Branching, sdo separadas classes de
desigualdades vilidas visando tentar fortalecer os limites duais.

© Se nenhuma desigualdade valida violada pela solugcdo da
Relaxacdo Linear for caracterizada pelos algoritmos de separacio
(seja por ndo exisitir ou por ndo termos sido capazes de
identifica-la), fazemos branching. Se forem encontradas,
inserimos uma ou mais desigualdades na relaxagao linear e
reotimizamos.

@ Ou seja, hda um algoritmo de planos de corte sendo executado
durante a resolugcdo dos subproblemas encontrados na arvore de
enumeracao Branch-and-bound.
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Algoritmo Branch-and-cut para o TSP assimétrico

Formulacdo n3o compacta

Z = min Z x,-jc,-j:XEPﬁIB%‘A|
(iJ)eA

onde P é dada por:

> xi=LlieN

G.i)es=(i)
Y xj=LieN
(i.)es*(7)
> xj=1VSCN,S#
(i./)€5+(5)

Xij > O)(’?J) €A
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Algoritmo Branch-and-cut para o TSP assimétrico

Problema de separacido

@ Dado o ponto x € [0,1]™, separar as desigualdades de eliminagdo
de subcircuitos direcionada

Y X =LVSCN,S#0
(if)€8+(S)

equivale a resolver um problema de fluxo maximo em uma rede
dada pelo grafo de definicdo do TSP, com capacidades dos arcos
dados por {Xj; : (i,j) € A}.

@ Este problema de separacdo é polinomialmente soltvel.

Outras classes de desigualdades vélidas para o TSP podem ser
separadas no algoritmo.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Algoritmos de Planos de Corte e Branch-and-cut



Algoritmos Branch-and-cut
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