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Motivacao - Chvatal, p. 54

(P)maxz=4x; +x2 +5x3 +3x4
X1 —Xxo —x3 +3xa <1
bxo +x» +3x3 +8xs <55
—x1 +2xo +3x3 —bxy <3
x; >0 i=1,...,4

@ Uma estratégia para resolver problemas de otimizacgao:
Encontrar limites inferiores LB e superiores UB provadamente
vélidos para o valor 6timo z* do programa acima, tais que
LB = UB.

e Qualquer solugdo viavel fornece limites inferiores (primais), por
exemplo x = (2,1,1, %)T

e Como obter limites superiores (duais) ?
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Obtendo limites superiores

max z = 4x; +x» +b5x3 +3xs

X1 —Xp —x3 +3xy

5x1 +x2 +3x3 +8xy <55
—x1 +2x0 +3x3 —bxy <
xi >0 i=1,...,4

Ideia central

Criando desigualdades agregadas, por meio da multiplicagdes das
restricoes do problema por valores convenientemente escolhidos.

@ Por exemplo, multiplicando a segunda restricdo por % e as demais
por 0 e somando o resultado:

5 5
5(5X1 +xo +3x3 +8X4) < 555
% s 5. 40 205
= —x1 +3x X —X —
3 X1 3% 3 3% <3
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Obtendo limites superiores

25 5 40 < 275

3 + 3% +5x3 + 34 3
O fato de que as varidveis sdo ndo negativas combinado ao fato de
que os coeficientes das varidveis na restricio agregada pelo menos

igualam os coeficientes na funcdo objetivo
e x3>0e %5 > 4,
0 x>0e3>1,
@ x3>0eb>5,
@ Xy > Oe % > 3,

permitem escrever

25 5 40 275
Ax1 + xp + bxz + 3x4 < ?X1+§X2+5X3+?X4 < 3

limitado superiormente por 222 e, em particular, z* < 222.

Logo, o valor da funcdo objetivo para qualquer solucdo viavel é J
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Qual o melhor limite superior que podemos obter ?

@ Mutiplicando a i—ésima desigualdade por p; > 0:

pi(x1 —x2 —x3 +3xz) <l1p;
p2(5x1 +x2 +3x3 +8xa) < 55p
p3(—x1 +2x0 +3x3 —bxs) < 3p3

@ Somando o resultado:

x1(p1 +5p2 — p3) +

x2(—p1 + p2 +2p3) +

x3(—p1 + 3p2 + 3p3) +
x4(+3p1 +8p2 — 5p3) < p1 + 55p2 + 3p3
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Qual o melhor limite que podemos obter ?

@ Se agora impusermos que os coeficientes em xi,...,Xs Na
desigualdade agregada igualem ou excedam os da fun¢do objetivo

p1+5p2 —p3 >4
—p1+p2+2p3 21
—p1+3p2+3p3 =25
+3p1 +8p2 —5p3 >3

@ Garantimos que
w = p1 + 55p, + 3p3

fornece um limite superior para o valor da funcio objetivo de
qualquer solucdo vidvel, em particular para a solucao étima.
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Qual o melhor limite que podemos obter ?

o E natural tentar encontrar o vetor (p1, p2, p3)T que fornece o
melhor (mais baixo) limite superior valido.

O Problema Dual associado a (P)

(D) minw = p1 + 55p> + 3p3
p1+5p2—p3 >4
—p1+p2+2p3 21
—p1+3p2+3p3 =5
+3p1 +8p2 —5p3 >3
p1, P2, p3 = 0
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Aplicando a mesma ideia a um problema de minimizacdo

Problema primal

min w = p1 + 55p2 + 3p3
p1+5p2 —p3 >4
—p1+p2+2p3 21
—p1+3p2+3p3 25
+3p1 +8p2 — 5p3
p1,p2,p3 =0
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De uma forma geral
Problema Primal Problema Dual
n m
max g G X; min g bipi
= i=1

n m
Za,‘ijSb,- 1= 1o o i Zaijp,'ZCj j=1,...,n
J=1 i=1

xi >0 j=1,...,n pi>0 i=1...,n

y <

@ A restricdo primal ZJ- ajjxj < b; € associada a uma varidvel dual
pi (e vice-versa).

@ A restri¢do dual ) ; ajjpi > ¢; é associada a uma varidvel primal
x; (e vice-versa).

@ Os coeficientes na funcdo objetivo de um programa aparecem no
outro, como termo independente do sistema de restricGes.

@ Se o primal é escrito na forma de minimizag3o, seu dual serd um
PPL de maximizac3o.
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Conexao com Projecdo e Eliminacao de Fourier-Motzkin

@ Reformulando a fungdo objetivo, associando os multiplicadores de
Farkas e projetando x das restrigdes do PPL (assumimos factivel)

max z
—c"x < -z po € Ry

Ax < b p € RY

—x <0 veR,

@ obtemos as restrices agregadas ugz < p’ b para todo (po, p, V)
satisfazendo:

pTA - pocT —vTl =
(po,pa V) >0
© Logo w= minp’b
ATp >c
p=>0
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Estrutura geral do par primal-dual

min cTx max bTp
alx>b;, i€ M pi >0, ieM
al x < bj, i€ M pi <0, ie M
a,~Tx =b;, i € M3 pi irrestrito , i € M3
x>0, j €N pTA <g, jEM
x <0, j €Ny pTA;i> g, je N
xj irrestrito, j € N3 pTAj =c, JEM;
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O dual do dual é o primal

Teorema

Se transformarmos o problema dual em um problema de minimizacdo
e escrevermos o seu dual, obteremos um problema de otimizagido
equivalente ao problema primal.

Exemplo:

min x1 +2x2 +3x3 max  bp; +6p> +4p3
—x1 +3x2 =5 —p1 +2p> <
2x1 —xp +3x3 > 3p1 —p2 >

X3 < 3p2 +p3 =

xx = 0 pp = 0
xp < p2 = 0
X3 2 p3 < 0
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Equivaléncias entre pares primal-dual
Par primal-dual |

min c'x+0s max p'b

Par primal-dual Il - introduzindo varidveis ndo negativas
min cTxt —cTx™ max p’b
AxT —Ax~ > b p>0
xt >0 pTA<c’
x>0 —pTA< —cT

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Dualidade em Programacao Linear



Efeito no dual de restricdes redundantes no primal

min c'x T
max p'b
Ax=b - -
p'A<c
x>0
@ Vamos assumir que ap, = Z,’-";ll ~;a; para escalares v1,...,Ym—1.
o Para qualquer x vidvel: by, = al x = Z,";ll vial x = E,";ll ~ib;.
@ As restrices duais Y i, p,~a,-T < ¢' podem ser reescritas como:
-1
Sy (pi 4 vipm)al <cT.
. -1
o Além disto, >, pibi = > 1 (pi + Yipm)bi.
o Defina g; = pi + vipm € verifique que dual equivale a:

m—1
max E qi b;
i=1
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Dualidade Fraca
Teorema (Dualidade Fraca)

Se x é uma solucido vidvel para o problema primal (P) e p é uma
solucdo vidvel para o seu dual (D), entdo p"b < c"x.

(P) min cTx

D b
Ax = b (D) max P

pTA <c’

Demonstracao

Ax=b — pTAx=p"b
pTA<cT = pTAx<c'x
pTh<c'x
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Coroldrios

@ Se o custo primal 6timo é —oo, entdo o dual deve ser invidvel.

@ Se o custo dual 6timo é oo, entdo o problema primal deve ser
inviavel.

© Se x e p sdo solugdes vidveis para P e D, respetivamente e se
p’b=c'x, entdo x, p resolvem P,D.
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Dualidade Forte

Se o programa primal (P) possui uma solugdo étima x*, entdo o seu

dual (D) possui uma solucdo p* tal que b” p* = ¢ x*.

Demonstracao

Caso - 1: Primal na forma padrdo e posto(A)= m, completo.

@ Assumindo que o Método Simplex tenha sido executado com a
regra de Bland, obtemos uma solugcdo 6tima associada a base
6tima B, isto €, x5 = CBTB_lb >0exy=0,¢c>0, onde N
denota o conjunto dos indices das varidveis ndo bdsicas na
solucdo 6tima.

@ Defina p*T = CBTB*1 e verifique que p* é dual vidvel (Critério de
parada do Simplex: € > 0).

o Observe que p*'b = CBTB_lb = ¢ x*, o resultado segue.
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Dualidade Forte

Demonstracao

Caso 2 - posto(A) < m, incompleto e o problema n3o escrito na forma
padrao.

@ Reescreva o PPL primal na forma padrdo, elimine as linhas
redundantes e redefina as variveis duais.
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Caso Invidvel-Invidvel

min X1 + 2xo

X1+ x2 =
2x1 +2x0 = 3

Dual

max p1 + 3p2
p1+2p2 =
p1 + 2p2

I
N
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Possibilidades do par primal-dual

Otimo Finito | llimitado Inviavel

Otimo finito Possivel Impossivel | Impossivel
[limitado Impossivel Impossivel | Possivel
Invidvel Impossivel Possivel Possivel
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Teorema das Folgas Complementares

Uma importante relacdo entre as solucdes primal-dual 6timas é
expresso na forma da condigdo de complementaridade folga (ccf):

Teorema

Sejam x e p duas solugées vidveis, respectivamente para os programas
primal e dual. Os vetores x e p sdo otimos se e somente se:

pi(alx—b)=0 i=1,...,m
(—pTA)xi=0 j=1,...,n
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Demonstracao

(—) Se x, p sdo vidveis e satisfazem ccf, entdo o par x, p é étimo.

m

Zp(a x—b —0—>Zp,a X—Zp,

i=1

> xi(g—pTA)=0 = ZCJ‘XJ = PTZAJ'XJ =p'b
j=1 j=1 J=1

Face a Dualidade Fraca e como p” b = ¢ x, demonstra-se a
otimalidade do par x, p.
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Demonstracao

(«) Se o par x, p é vidvel e étimo, entdo ccf sdo satisfeitas.
o Defina u; = pi(a/ x — b;) e v = (¢; — pT Aj)x;.
@ Observe que dado a viabilidade de x, p temos que u; > 0,Vi e
vj > 0,V).

@ Observe ainda que:

m n
Su+ Y v= Smpalx - Slpibi +
i=1 j=1

—
Zf:l GXjp— P 27:1 Ajxj =
c"x—pTb = 0
Logo, como u; > 0,Vi, v; > 0,V temos que:

m n o _ ui=0 Vi
Zi=1“1+Zj=1‘GO—>{ =0 Vj
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min  13x; + 10x> + 6x3 max 8p1 + 3p2
5x1 +x2 +3x3 = 8 5p1 +3p> < 13
3x1 +x2 = 3 p1+p2 < 10
X > 0 3p1 S 6
T

@ As condicdes p;(b; — a
para qualquer x vidvel.

/' x) = 0 sdo automaticamente satisfeitas

@ Vamos considerar a solugdo 6tima x* = (1,0,1)7. Para a
varidvel ndo bésica x, temos que x;(c» — pTAz) =0, uma vez

que x5 = 0.
@ Resolvendo o sistema linear associado a p’ B = c;—:
5p1 + 3p> = 13
3p1 = 6

cuja solucdo é p¥ =2, p5 =1 e custo dual é 19.
1 y pl 7p2
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Varidveis duais interpretadas como custos marginais

min ¢’ x
Ax = b
x>0
Hipdteses:
@ linhas de A s3o li, i.e., A possui posto completo.

@ existe solugdo bdsica étima n3o degenerada x*.
@ vamos assumir que B seja a base 6tima associada.

@ Vamos assumir também que p” = cgB~! seja o vetor dual Stimo
associado a esta base.
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Varidveis duais interpretadas como custos marginais

O que acontece se perturbarmos por d o vetor b ? J

© Desde que a perturbacdo seja pequena o suficiente para que
B~Y(b+ d) >0, a base étima permanece a mesma.

@ Esta perturbacdo suficientemente pequena para que a base 6tima
permaneca a mesma existe como consequéncia da nao
degeneragdo primal.

© Se a base permanece vidvel, ndo hd modificacdo na condicdo de
otimalidade primal (ou viabilidade dual), portanto permance
Stima.

@ Com a perturbagdo, o custo dual passa de p” b para p’ (b + d).

© Logo uma mudanga de uma unidade no /—ésimo termo
independente acarreta uma modificacdo de custo de p;, na
funcdo objetivo dual e, no novo objetivo primal.

@ As varidveis duais podem ser interpretadas como o custo
marginal por unidade de aumento de b;.
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Cada variavel possui um custo em termos dos precos duais

Por exemplo o Problema da Dieta, que consiste em escolher alimentos
xj : j € J de forma a satisfazer necessidades b; de nutrientes / € /, ao
minimo custo:

minc’ x : Ax>b, x>0

© Vamos considerar a varidvel primal x; cujo custo € ¢j, x; > 0 na
solucdo étima.

@ Complementaridade-folga: x;(¢; — pTAj) = 0. Logo, ¢; = pT A;.

© O custo do alimento (varidvel primal) empregado na dieta pode
ser escrito em termos dos valores das variadveis duais, que refletem
os precos dos nutrientes empregados, em condi¢cbes de equilibrio.

@ As varidveis duais 6timas refletem os precos dos nutrientes que
poderiam ser praticados na venda dos nutrientes puros,
sintetizados.
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Correspondéncia entre diciondrio no primal e no dual
Notacao a ser empregada no par primal-dual

m-+n

max z = E C:IXJ
j=m+1

m-+n

E ajjxj < b; i=1...,m
Jj=m+1

x>0 j=m-+1...,n

m
min w = Zb;p;
i=1

Za,-jpizcj j=m+1....m+n
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Correspondéncia entre dicionario no primal e no dual (formato padra

Correspondéncia entre a indexagdo de variaveis

@ Varidveis estruturais primais: x4 :j=1,...,n.
@ Variaveis de folga primais: x; : i =1,..., m.
o Variaveis estruturais duais: p; : i =1,..., m.
e Varidveis de folga duais: ppyj:j=1,...,n.

Observacdes sobre a organizacdo dos diciondrios primal-dual

© Base no primal: m x m. Base no dual: n x n.

@ Quando uma variadvel de folga primal x; é basica, a variavel dual
p;i associada a i—ésima restricdo primal é n3o bdsica. Quando a
folga x; é n3o basica, a dual p; é basica.

© Quando uma varidvel estrutural primal x4 é bdsica, a varidvel
de folga dual pp,; associada a j—ésima restricdo dual (a qual se
associa a variavel xp ;) é ndo basica. Quando xp; é ndo basica,
a folga dual pp,; é basica.
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Correspondéncia entre diciondrio no primal e no dual
Primal e dual na forma de maximizacdo

m-+n
max z = Z G X
j=m+1
m-+n
Z a,'J'XJ'Sb,' i:l,...,m
Jj=m+1

x>0 j=m+1....n
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Implementando o Método Simplex e observando seu espelho dual
PPL primal

max 4x3 —13xy +7xs5
3x3 +2x4 +5x5 < 5
1x3 —3xy +2x5 < 3
X3, Xa, X5 > 0

| A

min 5p; +3p2
3p +p2 > 4
2p —3p2 > —-13
5p1 +2p2 > 7
p1 p2 > 0
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Implementando o Método Simplex e observando seu espelho dual

Dicionario primal inicial: entra x3, sai x1

max z =0 +4x3 —13xy +7xs5
X1 =b —3X3 —2X4 —5X5
xp =3 —1x3 +3xy —2x5

Diciondrio dual correspondente (invidvel): sai p3, entra p;.

max —w =0 —bp1 —3p2
p3=—4 +3p1 +p2
pa=+13 +2p1 —3p>
ps=—17 +5p1 +2p2

E o “transposto com o sinal trocado”do dicionario primal....
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Implementando o Método Simplex e observando seu espelho dual

Segundo dicionario primal: entra xs, sai x3
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Implementando o Método Simplex e observando seu espelho dual

Terceiro dicionario primal: 6timo
7 1 79

max z =7 —gxl —gX3 —€X4
1 +2 +1 +19

Xo = —X —X: —X

2 51 53 5 X4
1 3 2

x5 =1 _Exl —gX3 —EX4

max —w= —7 —p2 —ps
7 2 1
P1 ~5 5P2 5P5
1 1 +3
P3 == 5P2 5P5
79 19 ,2
ps = 5 5 p2 5P5
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Método Dual Simplex

@ Definimos o vetor dual p” = CBTB*1 associado a B e observamos
que a condi¢do de otimalidade de B para o primal (custos
reduzidos n3o negativos: ¢’ — cBTB_lA > 0) equivale a condigdo
de viabilidade de B para o programa dual pT A < ¢T.

@ O Método Simplex é um algoritmo primal, pois troca de bases
primais vidveis (duais inviaveis) durante suas iteragdes e quando
encontra uma base B tal que p’ = CBTB*1 é dual viavel,
comprova a otimalidade do par de solu¢des.

© Uma alternativa ao Primal Simplex é o Método Dual Simplex que
gera solugdes basicas vidveis para o problema dual e caminha
pela viabilidade dual, até que encontra uma base primal vidvel e
Stima.

Q Atencdo: O Método Dual Simplex ndo consiste no emprego do
Método Simplex no programa dual. O Método Dual Simplex n3o
é um método primal, pois opera no dicionario primal inviavel,
mantendo viabilidade no programa dual.
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Método Dual Simplex

Dicionéario primal (forma padrdo do PPL)

min  w= cfB 'xg + (cy — cAB  N)xy
xg= B7'b — B 'Nxy

@ Ao longo de todo o algoritmo dispomos de uma solugdo dual
vidvel:
— _ Tp-1s
c>0, p=cgB 20

@ Quando obtemos uma base B tal que B~1b > 0 temos
viabilidade primal e portanto a solugcdo primal-dual em maos é
6tima para o par primal-dual.
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Método Dual Simplex

Vamos assumir que B~1h % 0, caso contrério o problema foi
resolvido.

@ Ent3o obtenha / tal que xg(;) < 0 e considere a linha / do
dicionario, chamada linha pivot. Esta linha tem as seguintes
entradas: xg(j) e v; : i € N, onde v; é a /-ésima entrada do vetor
—B~1A; para uma varidvel n3o bdsica x;.

@ Para todo i € N : v; > 0 (caso tal indice exista), calculamos a
razdo I

© Seja j o indice da varidvel ndo bdsica para a qual a razdo minima
, . . . , C; . C; . L
é atingida, isto é, v; >0 e 7; = m'n{va’ eN:v; >0} A
entrada v; é chamada elemento pivot.

© Realizamos uma mudanca de base: a coluna A; entra na base e a
coluna Ap)y sai da base.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Dualidade em Programacao Linear



Alguns casos a considerar

© Convergéncia finita: Caso ¢; = 0 para algum indice j € N (ndo
basico) temos a degeneracio dual e o algoritmo possui
convergéncia finita, se n3o houver ciclagem. Para evita-la,
pode-se empregar a regra de Bland.

@ Problema primal invidvel: Dada uma escolha de varidvel B(/)
para sair da base, caso ndo exista i : v; > 0, o custo dual étimo é
00 € o problema primal é invidvel. O algoritmo ent3o termina.
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Quando usar o Dual Simplex

© Quando o Problema Dual tiver alguma estrutura desejdvel. Por
exemplo, quando o dual é um Problema de Fluxo em Redes que
admite alguma especializagdo bastante eficiente do Método
Simplex.

@ Quando uma base dual vidvel for prontamente disponivel.

© Isto tipicamente ocorre em situacoes de re-otimizac3o onde:

@ Algum elemento de b foi perturbado e a base 6tima do programa
anterior ndo é mais primal vidvel, mas mantém viabilidade dual.

@ Alguma restricdo adicional foi inserida no Problema Primal.
Observe que a introducdo de uma nova restricdo no primal n3o
afeta a viabilidade dual.
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Dicionario Primal: dual vidvel, primal invidvel.

(min) w= 0 +2x3 +6xx +10x3
X3 = 2 +2x1 —4x —X3
X5 = -1 —4x; +2X2 +3X3

Operacdo de pivoteamento:

o Sai da base: x5 uma vez que (B~1b), < 0.
e Candidatos a entrar na base (i € N : v; > 0): x, x3.

@ x» entra na base, uma vez que determina o teste da razao.
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Dicionario primal resultante, primal-dual vidvel, Base 6tima.

w= 3 4143 +x3 +3xs5
—6x1  +5x3 —2x3
+2q -3 +3x

N~ O

@ Observe que o custo primal piorou (subiu para 3).
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Interpretacdo geométrica do dual

Continuamos considerando que o problema primal (min) estd na
forma padrao e que as linhas de A s3o Ii.
e Dado que temos a base B formada pelas linhas Ap(), ..., Ag(m)

temos a solucdo bésica xg = B~1b.

@ Com a mesma base, podemos resolver o sistema linear
p'B = cg. Uma vez que B admite inversa, este sistema tem
solugdo tnica p7 = ¢4 B~ L.

@ Esta solucdo dual p é tal que o niimero de restrigdes duais justas
linearmente independentes é igual a dimensao do espaco dual.

@ Por este motivo, a solucao p é uma solugcdo basica para o
poliedro dual.
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Exemplo: solucdes bdsicas no primal e no dual
Par primal-dual, primal na forma padrdo

min X1 + xo max 2p; + po
x1+2x —x3 = 2 prtp2 <1
x1—x4 = 1 2p1 <1

x>0 p>0
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Dicionario inicial: ponto A

w= 0 +1x +1lx
X3 = 2 +1lxi +2x0
xp= -1 +1x

lo. pivot: ponto B

w= 1 +1/2xq +1/2x3
x> = 1 —1/2X1 +1/2X3
x4 = -1 +1x7

4

20. pivot: ponto C

w= 3/2 +1/2x3 +1/2x4
xo= 1/2 41/2x3 —1/2x4
X1 = 1 +1x4

A
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Dualidade e degeneragao

posto(A)= m, completo.

@ Qualquer matriz B inversivel associa-se a uma solucdo dual
= T_ Tp-1
basica, dada por p' = cgB™".

@ n restricdes do dual pTA< c':

e m associadas as colunas béasicas: p’ B < cg.
Estas m restricGes s3o naturalmente satisfeitas de forma justa
T _ . Tp-1
dado que p' =cgB™".

o (n— m) associadas as colunas n3o bésicas p" N < cy.
Na base 6tima, estas restricdes duais sdo sempre satisfeitas.
Algumas delas podem ser satisfeitas de forma justa.
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Dualidade e degeneragao
Degeneracdo no dual

@ Para definir uma solucdo basica para o poliedro do PPL dual, sio
necessarias m restricoes justas linearmente independentes.
Portanto, na degeneracdo, hd mais de m restrices justas na
solucdo basica dada por esta escolha de base: p’ = c,;—B_l.

@ Se houver varidvel ndo bdsica j tal que ¢; = 0, isto §,
E pTAJ- = ¢j, temos degeneracao dual.
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Multiplicidade de solucdes primais dtimas

Solucdes primais 6timas mudltiplas

@ Para existirem muiltiplas solu¢es primais étimas é necessario
existirem pelo menos duas solugdes basicas 6timas distintas.

@ Portanto, é necessario existir uma varidvel ndo basica j : ¢; = 0.

@ A condicdo acima implica que o problema dual é degenerado.

Atencdo: existir x; ndo basica tal que ¢; = 0 € uma condicao
necessdria para existéncia de miultiplas solugdes dtimas primais, mas
nao é suficiente.
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Bases no primal e correspondéncia no dual

@ Bases diferentes podem levar a solucdes idénticas no primal, mas
diferentes no dual.

@ Destas bases duais, algumas podem ser duais vidveis, outras
invidveis.
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Exemplo: Bases no primal e correspondéncia no dual

o Considere as bases [Az, As], [A1, A3], [A2, A3] no exemplo abaixo.

min 3x1 + xo
max 2p1
X1 +x0—x3=2
p1+2p2 <3
2X1—X2—X4:O <1
1— P2 =
x>0 p1— p
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