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@ Definir a notagdo a ser empregada.
@ llustrar diferentes formas de se apresentar PPLs.
© llustrar a resolugao grafica de um PPL.

@ Definir vértice, ponto extremo e solugcdo bésica viavel de um
poliedro.

© Definir raios extremos de um poliedro.

@ Mostrar que um PPL que admite solucdo étima, admite uma que
estd em um de seus vértices.

@ Estabelecer as bases para apresentar o Método Simplex.
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Problema de Programagdo Linear (PPL)

AeR™" cecR" beR™

min ¢’ x

xeP

Algumas defini¢des:

@ Funcdo objetivo: f(x) = ¢ x, fungdo a ser minimizada (ou
maximizada).
Regido de viabilidade: P = {x € R" : Ax > b}.
P é um poliedro: intersecdo de um nimero finito de semi-espacos
e/ou hiperplanos. Um politopo é um poliedro limitado.
Poliedro na forma padrdo: {x € R" : Ax = b,x > 0}.
PPL invidvel: regido de viabilidade vazia, P = ()
Solucdo étima do PPL: x* € P tal que ¢"x* < ¢"x para
qualquer x € P.
PPL ilimitado: dado qualquer x € P, existe d € R” tal que
(x + ad) € P para qualquer « >0e c’d < 0.
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Formas do PPL

Forma geral

min ¢’ x min ¢’ x
al x> b i€ M alx = b; icM
a,-TXSb,'. i€ M, x>0

al x = b; i€ Ms

i

4

Para transformar um problema da forma geral para a forma padrio:

@ Eliminagao de varidveis livres. Se x; é irrestrita em sinal,
substitua x; pela diferenca entre duas (novas) variaveis nio

negativas: x; = xjr - X . Adicione as restricGes xjr > 0,xj_ > 0.

e Eliminacgdo de restrigdes de desigualdades (exceto as de n3o
negatividade). Para uma restri¢do a,-Tx < b;, introduza uma nova
varidvel de folga s;, a restricdo s; > 0 e re-escreva a restricdo

como a,-Tx + s; = b;. Se a restricdo for aiTx < b;, reescreva como
T

a,-x—s;:b,-.
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Resolucao Grafica
PPL com uma solugdo 6tima

min—xl—X2
X1 +2x <3
2x1+x <3
X1,x2 >0
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Resolucao Grafica
PPL com miltiplas com solugées étimas

min — x; — 2x»
x1+2x <3
2x1 +x2 <3
x1,x2 >0
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Resolucao Grafica

PPL ilimitado

minxy + X
x1+2x <3
2x1 +xp <3
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Conjuntos convexos e combinagdes convexas

@ C C R" é um conjunto convexo se e somente se para quaisquer
x,y € C,x#£y, z=Xx+(1—M\)y € C para qualquer A € [0, 1].

@ O ponto z é chamado de combinacdo convexa de x, y, com pesos
A L=

© Generalizando: z é uma combinacdo convexa dos pontos
{xeRM:i=1,...,p} se z=3 "  \ix' para pesos
Ai >0,i=1,...,psatisfazendo Y 7 | \j =

@ Um poliedro é um conjunto convexo.
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Combinac3o conica

z é uma combinagdo cbnica de {x' € R":i=1,...,p}, se

p .
i=1

para pesos
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Pontos extremos, vértices e solucdes basicas

@ O método gréfico sugere que uma solucdo 6tima de um PPL
ocorre em um canto (tradugdo livre de corner, termo que sera
melhor definido posteriormente) do poliedro que define a regido
de viabilidade do PL.

@ Isto de fato é verdade, desde que P possua pelo menos um
canto.

© Vamos apresentar trés formas distintas de definir o que venha a
ser um canto do poliedro.
e Argumentos geométricos: pontos extremos e vértices de um
poliedro.
o Argumentos algébricos: solugdes basicas (e bésicas vidveis) de um
poliedro.
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Ponto extremo

Definicao

Seja P um poliedro.
@ Um ponto x € P é um ponto extremo de P se n3o for possivel
escrever x como uma combinac3o linear convexa de dois pontos
z,y € P (distintos de x).
o Isto é, ndo existem z,y € P,z,y # x e A € [0,1] tal que
x=Xz+(1—-A)y.

Geometria da Programacao Linear
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Vértice do poliedro

Seja P um poliedro.

@ Um ponto x € P é um vértice de P se existe algum vetor de
custos ¢ € R” tal que ¢"x < cTy para qualquer y € P,y # x.

@ Isto é, x é um vértice do poliedro se

{yeR":cTy=c"x}nP={x}.
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Desvantagens das caracterizagcbes geométricas anteriores

@ N3o sdo faceis de serem tratadas por um algoritmo.

@ Seria desejavel dispor de uma descricdo de canto que dependesse
da representacdo do poliedro em termos de restricGes lineares que
pudesse ser resumido a um teste algébrico.
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RestricGes ativas

@ Vamos assumir que P seja definido pelas seguintes restricoes
lineares, na forma de igualdade e de desigualdade:
a,-Tx > b;, Vi € Ml,a,Tx < b;,Vi € MQ,aI-TX = b;,Vi € M3.

@ Ent3o se um ponto x* satisfaz a,-Tx* = b; para algum
i € My UM, U Ms, dizemos que a restricdo i é ativa para x*.

@ Se x* é vidvel, toda restricdo de igualdade é ativa para x*.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Geometria da Programacdo Linear



Observacoes

@ Se existem n restricGes ativas em x*, entdo x* satisfaz um
sistema linear de n restricoes em n varidveis.

@ Este sistema linear admite soluc3o lnica se os vetores a; que
definem estas n restricGes ativas sdo linearmente independentes.

Proposicao

Dado x* e R" e | ={i: a,-Tx* = b;} o conjunto dos indices das
restricoes ativas em x*. Entdo, sdo equivalentes as afirmativas:

@ Existem n vetores no conjunto {a; : i € |} que so I.i.

Q span({aj:iel})=R"
T

© O sistema linear a; x = b;,Vi € | possui solugdo tinica.
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Definicdo algébrica de canto: conceito de solugdo basica de poliedro

Dado um poliedro P definido por m restricGes lineares e x* € R”"

(m > n).
@ O ponto x* é uma solucdo basica se:
@ Todas as restricbes de igualdade que definem P s3o ativas para x*.

@ Dentre todas as restrices que sdo ativas em x* (de igualdade
inclusas), existem n cujos a;'s sdo linearmente independentes.

@ Se x* é uma solucdo basica e todas as restricbes que definem P
sao satisfeitas, isto é, x* € P, entdo x* é uma solucdo bdasica

viavel.
Quais sdo as solu¢des basicas de P = {x € Ri x1+x+x3=1}7

E para P’:{XERZJ‘F:X1+X2+X3§1}?
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Caso em que n > m

m < n: ndo existem solugdes basicas

@ Neste caso, o nimero de restricdes ativas é sempre inferior a n.
@ Consequentemente, ndo existem solugdes basicas ou basicas
vidveis.

Exemplo: P={x € R?: x; + xo = 1}.
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Observacoes

@ Dois poliedros P e P’ tais que P = P’, definidos por
representacdes distintas de restrices lineares podem possuir
conjunto de solu¢des basicas distintas.

@ O modo como o poliedro é representado em termos de restricoes
lineares influencia o conjunto de solugdes basicas.
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As trés formas de representacdo sdo equivalentes

Teorema

Seja P um poliedro ndo vazio e x* € P. Entdo as seguintes
afirmativas sdo equivalentes:

Q x* é um ponto extremo;

Q x* € um vértice;

© x* é uma solugdo basica viavel.
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Observacoes

Consequéncias

@ O nidmero de solucdes bdsicas é finito.

@ Uma vez que uma solugao basica viavel é um ponto extremo e
como a definicido de ponto extremo n3o é dependente da forma
de representar o poliedro, a propriedade de ser uma solucao
basica vidvel é independente da representacdo, que contrasta
com o caso da solucdo bdsica n3o viavel. Em suma: ser ou nao
solucdo basica depende da representacdo, mas ser solu¢ao basica
vidvel ndo depende.
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Solugdes basicas adjacentes

@ Duas solugdes basicas para um conjunto de m restri¢des lineares
em R” s3o adjacentes se existem (n — 1) restri¢des cujos a;'s sdo
linearmente independentes e que sdo ativas nas duas solugdes.

@ Se duas solugdes bdsicas adjacentes sdo também vidveis, o
segmento de reta que as une é chamado aresta do poliedro.
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Poliedros na forma padrao

@ Até o momento, a definicdo de solugdo bésica foi dada para um
poliedro descrito de forma geral.

@ Vamos especializar esta definicdo para a forma padrido, do tipo
P={xeR": Ax=b,x > 0}.

@ A especializacdo serd fundamental para o desenvolvimento do
Método Simplex.
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Consideramos P = {x € R": Ax = b,x > 0} para A € R™*".

@ Vamos assumir que as m linhas de A s3o linearmente
independentes.

@ Como as linhas de A s3o n dimensionais, temos m < n.

© Futuramente, mostraremos que se houver dependéncia linear
entre as m linhas, as linhas que n3o adicionam posto a A podem
ser eliminadas, sem alterar a regido de viabilidade (isto é, estas
linhas sdo redundantes para definir P).
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Solucbes basicas para poliedro na forma padrao

Pela definicdo anteriormente apresentada, uma solucdo bdsica X para
P ={x € R": Ax = b,x > 0} deve ser tal que:

Q AR = b, i.e, as restricdes de igualdade sdo ativas (satisfeitas).

@ Como os m vetores {a; € R": i =1,..., m} que definem A sdo
li., para que X seja uma solucdo basica, é necessario que dentre
as n restricoes de n3o negatividade, existam n — m ativas em X.

© As restricoes de ndo negatividade ativas em X ndo podem ser
quaisquer (n — m) das n disponiveis, pois dependendo da escolha
de quais s3o ativas e quais sdo folgadas, o conjunto de n
restricGes ativas resultantes pode ndo ser l.i.
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Solucbes basicas para poliedros na forma padrao

Teorema

Considere as restricoes Ax = b e x > 0 e assuma que a matriz
A, m X n, possua m linhas linearmente independentes.

Um vetor x € R" é uma solucdo badsica se e somente se Ax = b e

existirem indices B(1), ..., B(m) de colunas de A tais que:
@ As colunas Ag(1), Ag(2), - - - » AB(m) S30 linearmente
independentes;

Q Sei¢g{B(1),...,B(m)} entdo x; = 0.
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Prova: Se (1) e (2) — é sol. basica

Prova

o Considere x € R" e assuma que existam indices B(1),. .., B(m)
satisfazendo (1) e (2) acima.
@ As restricées ativas x; = 0 para os indices i ¢ {B(1),...,B(m)},

em conjunto com Ax = b, garante que
m n
it AB(XB(i) = Y4 Aixi = Ax = b.
e Como as colunas B(1),...,B(m) séo Li., o sistema linear
formado pelas restricées ativas possui solugao dnica.

e Ou seja, existem n restricGes ativas linearmente independentes, e
entdo x é uma solugcdo basica (segundo a equivaléncia das
definicdes anteriores).
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Prova: Se é sol. basica — (1) e (2), parte 1

Prova

@ Assuma que x € uma sol. basica. Vamos mostrar que (1) e (2)
sdo entdo satisfeitas.

e Seja xg(1), - - -, XB(k) a5 componentes de x que sdo nao nulas.
@ Uma vez que x é basica, o sistema de restricées ativas formado
por Ax =bex;=0,i ¢ {B(1),...,B(k)} admite sol. dnica.
Equivalentemente o sistema Zf-;l Apg(iyxi = b admite solucdo

dnica.

e Ou seja, as colunas B(1),...,B(k) sdo li e entdo k < m.
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Prova: Se é sol. basica — (1) e (2), parte 2.

Até agora, mostramos que B(1),...,B(k) sdo l.i. e k < m.

Prova

@ Uma vez que o posto de A é m, A possui m linhas e colunas Ii.

@ Entdo € possivel escolher outras m — k colunas
B(k+1),...,B(m) de A, de forma que as colunas
B(1),...,B(m) sejam li.

o Observe entio que se i ¢ {B(1),...,B(m)} entdo
i ¢{B(1),...,B(k)} e entdo x; =0,Vi & {B(1),...,B(m)},
completando a prova.
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Um procedimento para obtencdo de solucdes basicas

@ Escolha m colunas Ap(y), ..., Ag(m) linearmente independentes
de A.

@ Faca x; =0,Vi € {B(1),B(2),...,B(m)}.

© Resolva o sistema linear de m restricobes Ax = b para as varidveis

XB(1)> XB(2)1 - - » XB(m)-
A solucao dada por
{XB(i) D= 1a-~'am} € {){I:Oa.lg{B(l)avB(m)}

é bdsica. Caso
xg() 20:i=1,...,m

a solucdo encontrada é basica e vidvel.
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Notacao

As colunas B(1),...,B(m) sdo denominadas basicas, assim
como as variaveis de decisio a elas associadas.

As demais colunas (e varidveis) sdo denominadas ndo bdsicas.

A matriz B (m x m) formada pelas colunas bésicas,
B =[Ap1) AB) - A(m)l é chamada base.

@ As varidveis basicas xg sdo obtidas resolvendo-se o sistema linear:
Bxg = b.

Se xg > 0, x é uma solucdo basica viavel.
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1121000 8
0160100 |12
1000010 | 4
0100001 6

@ Se escolhermos Ay, As, Ag, A7 como colunas bdésicas, temos que
B é n3o singular e xg = (0,0,0,8,12,4,6) > 0 é uma solugdo
bésica vidvel.

@ Outra base pode ser obtida escolhendo-se como basicas as
colunas As, As, Ae, A7. A matriz B resultante é n3o singular e a
solugdo bésica xg = (0,0,4,0,—12,4,6) # 0 é n3o vidvel.
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Interpretacdo das solucdes basicas

@ Se para x vale Ax =b <= b=, Aix;, é possivel escrever
b € R™ como uma combinac¢do linear das colunas de A.

@ Uma solugdo basica permite sintetizar b usando-se apenas m
colunas, isto é, b =Y, Ag(i)Xg(i)-

@ Em uma solucdo basica vidvel, os pesos na combinacdo linear,
XB, Sa0 nao negativos.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Geometria da Programac@o Linear 33 /55



Correspondéncia entre bases e solucdes basicas

o Diferentes solucdes basicas precisam corresponder a diferentes
bases, uma vez que uma base determina unicamente uma solugdo
basica.

@ Entretanto, bases diferentes podem levar a mesma solucdo
bdsica, mesmo ponto do R".

o Este fendmeno (chamado degeneragdo) possui consequéncias
computacionais muito importantes.
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Bases adjacentes e solu¢des basicas adjacentes

Da mesma forma que definimos solu¢des basicas adjacentes como

aquelas em que compartilham n — 1 restri¢des |.i. ativas, definimos
bases adjacentes como submatrizes de A que compartilham m — 1

colunas (isto é, que diferem apenas por uma coluna).

O = O =
e
O OO N
O O O =
O O = O
o = O O
= O O O

o {A4,As, As, A7} e {As, As, As, A7} sdo bases adjacentes.

@ As correspondentes solug¢des basicas (0,0,0,8,12,4,6) e
(0,0,4,0,—12,4,6) sdo adjacentes uma vez que n = 7 e temos
que as restricdes x; > 0, xp > 0 em conjunto com as restri¢bes de
igualdade forma um sistema de 6 restricGes justas |.i.
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Degeneracao - Exemplo

Considere o politopo P dado pelas restricdes:

X1+ x0+2x3 <8
Xp + 6x3 <12

x1 <4

x» < 6

x1,Xx2,x3 > 0

e x =(2,6,0)7 é basica n3o degenerada, uma vez que ha
exatamente trés restricdes ativas no ponto (sdo justas:
x3 =10, x20 <6, x; +x2+ 2x3 < 8)

o x = (4,0,2)7 é uma solugdo bésica degenerada (s3o justas:
X1+ x0+2x3 <8, xop4+6x3 <12, x1 <4, xp > 0)

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Geometria da Programac@o Linear



Degeneragao: graficamente
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Particularizagcdo da degeneracao para poliedros no formato padrao

Definicao

Considere o poliedro na forma padrdo P = {x € R" : Ax = b, x > 0}.
Assuma que x seja uma solucdo bdsica e que m seja o niimero de
linhas de A (todas l.i.). A solu¢do bésica (viavel ou ndo) x é
degenerada se mais de n — m componentes do vetor x sdo nulas.
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Consideremos o poliedro do exemplo anterior, apds introducdo de
variaveis de folga.

1121000 8
016 0100 12
A= 1000010 b= 4
01 000O01 6

@ Vamos considerar a solucdo basica associada as colunas
A1, Ar, Az, A7

@ Fixando x4 = x5 = x = 0 e resolvendo linear Bxg = b, temos
que x = (4,0,2,0,0,0,6) que é uma solugdo basica (vidvel)
degenerada, uma vez que x, = 0 é uma varidvel basica em 0.

e Consequentemente, temos 4 varidveis no nivel zero e ndo 3
apenas (n—m=7—4=3).
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Observacoes: Interpretando a degeneracao

@ Escolhemos uma solugdo basica selecionando n restricdes
linearmente independentes para serem satisfeitas na igualdade.
Percebemos em seguida que outras restricdes, além das n que
selecionamos, s3o também justas na solucdo bdasica que resulta
de resolver o sistema linear (na igualdade).

@ Se as entradas de A e b forem escolhidas aleatoriamente, a
chance das solu¢des basicas decorrentes serem degeneradas é
muito pequena.

© Em muitas aplicages (onde A e b possui estrutura, por exemplo
estrutura de rede), a degeneragdo é bastante comum.
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A degeneracdao nao é uma propriedade puramente geométrica

A degeneracao nado é independente do modo como representamos o
poliedro. Ela depende de como formulamos o PPL.

J

Considere o poliedro P representado de duas formas:

e P={xcR3:x1 —x=0,x1+x+2x3=2, x3 >0,x >
0,X320}e

o P={xcR3:x —x0=0, x1 +x0+2x3 =2, x3 > 0,x3 > 0}.

O ponto x =(0 0 1)T é degenerado diante da primeira representacao,
e nao degenerado diante da segunda.
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Outro exemplo

@ Considere uma solucdo x* basica vidvel nao degenerada para
um poliedro na forma padrdo P = {x e R": Ax=b, x>0},
onde A € R™*" Temos entdo exatamente n — m varidveis
satisfazendo x/* = 0.

@ Se re-escrevermos o poliedro da seguinte forma
P={xeR": Ax>b,—Ax > —b, x > 0} temos exatamente
as mesmas n — m varidveis satisfazendo x; = 0 e mais 2m
restricdes justas em x* (totalizando n+ m justas). Portanto,
para esta nova representacdo, x* é uma solucdo basica viavel
degenerada.
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Degeneracao

Definicao
@ Uma solugdo basica x € R" é chamada degenerada se mais de n
restricoes sao ativas em x.

e Isto significa que diferentes bases (matrizes compostas por
diferentes conjuntos de m colunas l.i.) de A sdo associadas a
mesma solucdo basica x.
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Sobre o posto completo de A

s

E uma hipdtese pouco restritiva.
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A hipétese de posto completo de A

Teorema

Seja P ={x € R": Ax = b,x > 0} um poliedro ndo vazio, onde

A € R™" possui linhas af ,a ,...,arl.

Assuma que o posto de A seja k < m e que as primeiras k linhas de
A, alT, e akT, sejam Li.

Entao o poliedro
Q={xeR":a/x=0b;, i=1,....k, x>0}

e P sdo idénticos e ndo ha perda de generalidade na hipdtese de posto
completo de A.
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Prova

Prova

@ Observe que se as primeiras k linhas ndo forem I.i. podemos
rearranjar a ordem das linhas de forma que isto aconteca.

@ Claramente P C Q.

@ Basta mostrar que Q C P para mostrar que P = Q.

@ Se o posto de A € k, entdo o espaco linha de A possui dimensio
k e qualquer outra linha de A, digamos a linha a;, pode ser

escrita como combinacdo linear destas k linhas, isto é,
_ ok
a=)> =1 Ajjaj para escalares \jj.

e Considere x € P. Observe que a,-Tx =b;, i=1,...,m. Logo
bi = al x = (51 Aja] )x = 5 Agby.
@ Tome agora y € Q. Entdo para qualquer i :
T = Zjlle )\,-jaJ-Ty = Zjlle A\jbj = b;. Logoy € P e Q C P.
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Existéncia de pontos extremos

@ Nem todo poliedro possui um ponto extremo. Exemplo: um
semiespago em R” (n > 1) n3o possui ponto extremo.

@ O poliedro P = {x € R": Ax > b} onde A € R™*" e m < n ndo
possui ponto extremo.

@ Vamos obter uma condig3do suficiente para um poliedro possuir
um ponto extremo.
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Existéncia de pontos extremos

Definicao

Um poliedro P C R” possui uma linha se existir um vetor x € P e
uma direcdo d € R" ndo nula tal que x + Ad € P para todo A € R.
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Existéncia de pontos extremos

Suponha que o poliedro P ={x € R" : a] x > b;, i=1,...,m} é
ndo vazio. Entdo, as seguintes afirmativas sdo equivalentes:

@ O poliedro P possui pelo menos um ponto extremo.
@ O poliedro P ndo possui uma linha.

© Dentre os vetores {a; : i =1,..., m}, existem n linearmente
independentes.
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Prova

(2)—= (1)
o SeaxePel={i=1,...,m:al x=b;} o conjunto das
restricGes ativas em x. Se n dos vetores em | sdo Il.i. nada temos
a provar (x seria, por definicdo uma solug:ao bdsica). Entido
assumimos nao ser este o caso.

@ Entdo os vetores em | formam um subespaco proprio de R",
existindo portanto d € R"\ {0} tal que a] d =0,i € I.

o Consideremos os pontos da forma y = x + Ad. Para todo i € I,
temos a] y = al x + N\a] d = a] x = b;.

@ Como ndo ha uma linha e como ao longo de d todas as restricoes
em | permanecem ativas, ha um valor para X\, digamos \*, para o

qual uma nova restricdo se torna justa. Isto €, existe
Xal (x+ A" d)=bj,j ¢ 1.
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Prova

(2) — (1) - Continuagdo
e Afirmamos que aj ndo é uma combinacao linear dos vetores
aj . i € 1. Isto porque aij # bj e aJ-T(X + Ad) = b;. Logo
ade # 0.
® Recorde que d L span({a; : i € I}), logo a'd = 0.

@ Uma vez que a; ndo € ortogonal a d e a; : i € | sdo ortogonais a
d, aj ndo pode ser uma combinacao linear dos vetores a; : i € I.
@ Logo, o nimero de restricoes I.i. aumentou em uma unidade ao

movermos de x para x + \*d.

@ Repetindo o processo quantas vezes forem necessarias,
terminamos em um ponto em que o numero de restricoes ativas
l.i. € n e, por definicdo, este ponto é uma solugio basica.
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Prova

(1) = (3)
@ Se P possui um ponto extremo x, entdo x é uma solucdo bdsica
vigvel.

@ Por definicdo, existem para x, n restricées ativas em x cujos
vetores a; sdo I.i.
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Prova

(3)~ (2)

@ Assuma que n dos vetores a;, digamos, a1, ..., an, sejam L.i.

@ Suponha que P contenha uma linha x + \d, onde d é um vetor
ndo nulo.

o Entio temos a] (x + A\d) > b;,Vi,¥YA € R. Para que isto ocorra,
ald =0 (se al d < 0, tomariamos \ suficientemente grande e
violariamos a restricdo. Raciocinio andlogo vale se a,-T d>0.)

e Entretanto, como os vetores a1, ...,a, sao li., temos que d = 0.

@ Logo, temos uma contradicdo e P ndo pode conter uma linha.
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Otimalidade de pontos extremos

Considere o PPL

Tx:xeP,

min ¢
onde P é um poliedro que possui pelo menos um ponto extremo.

© Se o PPL admite um minimizador (ndo € ilimitado), existe uma
solugdo otima do PPL que é um ponto extremo de P.

@ Ou o custo 6timo é —oo e o problema é ilimitado ou existe um
ponto extremo de P que é 6timo.
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Ideia central do Algoritmo Simplex para resolver PPLs

Vamos conceber um algoritmo para resolver PPLs que:
© Restringe a pesquisa do 6timo ao conjunto de solucdes basicas
vidveis do conjunto de viabilidade (poliedro representado na
forma padrdo).
@ Pesquisa apenas as solugdes basicas vidveis do problema,
movendo de uma solucdo bdasica vidvel para outra basica viavel

vizinha.
© Como o nimero de solucdes basicas vidveis distintas é finito, este
algoritmo deve terminar ou concluir que o problema ¢ ilimitado

inferiormente.

A beleza do Algoritmo Simplex: A representagdo algébrica muito
conveniente para solucdes basicas.
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