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Problemas de Programacao Inteira

Considere o Problema de Programag3o Linear (PPL)
max{ch :Ax < b, x>0},

onde Ac R™" ceR" beR"

© Se algumas (n3o todas) varidveis de decisdo devem assumir
valores inteiros, temos o Problema de Programacao Inteira Mista:

(MIP) max{c"x+h"y : Ax+ Gy < b, x>0, y inteiro},

@ Se todas as varidveis de decisio devem assumir valores inteiros,
temos o Programa Inteiro:

(IP) max{c"x : Ax < b, x >0,x inteiro},

© Se todas as varidveis de decisdo devem assumir valores 0 ou 1,
temos o Programa Bindario:

(BIP) max{c"x : Ax < b, x €{0,1}"}.
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Problemas de Otimizacdo Combinatéria

e Dados:
e Conjunto base N = {1,2,....,n}.
o Pesos {¢j : j € N} associados aos elementos do conjunto base.
e Uma familia F de subconjuntos de N (uma regra construtiva) que
define quais subconjuntos de N s3o validos.

@ O Problema de Otimizacdo Combinatéria definido sobre F é:

(COP) min ch :SeF
JeS

@ Muitas vezes, o mesmo problema de otimizacdo pode ser
formulado como um COP, MIP ou como um IP.

@ A forma como o problema é formulado (IP, MIP, ou como um
COP) sugere o tipo de algoritmo que serd empregado para
resolvé-lo.
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Formulando IPs e MIPs

Qualidade de uma formulacdo

A qualidade da formulagao empregada para se representar um
problema de otimizagdo em varidveis inteiras é de extrema
importancia para possam ser resolvidos. A definicdo de qualidade de
uma formulag3o serd apresentada em breve. Essencialmente, depende
dos limites duais que é capaz de fornecer...
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Formulando IPs e MIPs

O processo de formular ou modelar envolve as etapas:
@ Escolher varidveis de decisdo, indentificando quais sd3o continuas,
discretas, bindrias.
@ Representar o conjunto de restricdes e fungdo objetivo por meio
de funcdes lineares, no caso de IPs ou MIPs.
Observacoes:

@ Eventualmente, o modelo pode n3o ser linear. Neste caso temos
um NLIP (Problelma de Programagio Inteira N&o Linear).
Alguma técnica de linearizagdo pode ser empregada ou, parte-se
para resolver o NLIP (tema ndo coberto neste curso).

@ O processo deve ser conduzido tendo-se em mente qual método
de resolucdo é mais adequado para o tipo de formulac3o obtido.

@ Possivelmente, haverd uma etapa posterior a modelagem inicial,
dedicada a fortalecer a formulagdo (melhorando a sua qualidade,
seus limites...).
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Alguns Problemas de Programacao Inteira

@ Problema do Caminho Mais Curto.

@ Problema da Mochila {0 — 1}

© Problema de Localizacdo de Facilidades.
© Problema de Cobertura de Conjuntos.
© Problema do Caixeiro Viajante.

@ Problema de Sequenciamento de Tarefas.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Otimizagéo Inteira: Formulagdes e Relaxagdes



O Problema da Mochila {0 — 1}

Uma empresa dispée de um orcamento de b unidades monetdrias que
serao empregadas para selecionar alguns de n projetos de investimento
disponiveis. Para que o projeto j seja selecionado, é necessario realizar
um investimento de a; unidades monetdrias. Neste caso, o projeto
oferece um retorno de ¢; unidades monetdrias.

Objetivo: encontrar uma carteira de projetos que maximize o retorno
e que ndo exceda o orgamento.
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Formulando o Problema da Mochila {0 — 1}

e Variaveis de decisao bindrias: x; : j=1,...,n.
A varidvel x; assume valor 1 caso o projeto j seja escolhido, 0
caso contrario.

@ Restricoes:

n
e O orcamento ndo deve ser excedido: Z ajx; < b,
j=1
o Natureza bivalente das varidveis: x; € {0,1}, j=1,...

n
@ Funcao Objetivo: maximo retorno. max g GiXj.
j=1
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Problema da Mochila 0 — 1: Formulagcdo de Programacao Inteira

n
max ZCJ-XJ-:XEPOIB" ,
=1

onde a regido poliédrica P é definida por:

n
Z ajx; < b.
Jj=1

0<x,<1 j=1,...,n
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Problema da Mochila 0 — 1 como um Problema de Otimizagao

Combinatdria

e Conjunto base: N ={1,... n}
@ Pesos {¢; : j € N} associados aos elementos do conjunto base.

e Familia de subconjuntos F (definem as mochilas, que sio
sistemas independentes)

F={SCN:) a<b}
jes

(COP) max ch :SeF

JeS
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O Problema do Caixeiro Viajante (TSP), versdo assimétrica.

Um vendedor deve visitar um conjunto N = {1,..., n} de clientes. O
custo de deslocamento incorrido ao sair do cliente i € N diretamente
para o cliente j € N\ {i} é ¢j. Estes custos podem ser assimétricos,
isto é, cjj # Cji.

Objetivo: Definir uma rota ou uma sequéncia de clientes a serem
visitados, de minimo custo de deslocamento. Cada cliente deve ser
visitado exatamente uma vez na rota. )
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Formulando o TSP como um Programa Inteiro
Grafo direcionado

@ D= (N,A): O conjunto de vértices N representa os clientes. A,
0 conjunto de arcos, representa as conexdes orientadas diretas
entre eles.

D pode ser completo ou esparso.
dH(S)={(i,j))eA:i€S,j&S}

3 (S)=A{(i,j)e A:i¢S,j €S}

87 (i),67 (i) : conjunto de arcos que partem e chegam de/em
i € N, respectivamente.
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Formulando o TSP como um Programa Inteiro

e Varidveis de decisdo bindrias: x; : (i,j) € A, assumindo valor 1
caso o cliente j seja visitado imediatamente apds o cliente i (o
arco (i, j) é percorrido), 0, caso contrério.

@ Restricoes:

o Restricdes de grau (de/para):

Y xi=1lieN

Usnes—(i)
Y xj=1LlieN

(i-j)€d* (i)

o Conexidade da solugdo (evitar sub-ciclos):
Y oxi>1, SCN,S#0,
()€ (S)
o Natureza bindria das varidveis: x; € {0,1} : (i,j) € A.
e Funcao Objetivo: min Z CjjXij
(ij)eA
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TSP: Formulagdo ndo compacta

min Z XijjCij 1 X € Px N BHA
(ij)EA

onde Py é definido por

Y xi=LlieN

(-1)€o= (i)
Y xj=1lieN
(i)€6* (i)
Z X,'J'Z].,VSCN,S#Q)
(i)€6*(S)

xj>0,(i,j) €A

compacta = requer ndmero polinomial (em |A|,|N|) de restricGes e
variaveis.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Otimizagéo Inteira: Formulagdes e Relaxagdes



TSP: Formulacdo alternativa, compacta

© Emprega outras restri¢gdes que proibem sub-rotas (rotas
envolvendo menos que de |N| vértices).

@ A formulagcdo emprega as varidveis {x; : (i,j) € A} definidas
anteriormente e um novo conjunto de varidveis inteiras,

{t: €{0,1,...,[N| -1} :ie N}

© A varidvel t; indica a ordem de visita do cliente i € N, a partir de
um ponto de partida (um vértice de N) que pode ser
arbitrariamente escolhido. Vamos designar o ponto de partida
como r € N, de forma que t, = 0.
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(Re)Modelando as restricdes de conexidade

@ Devemos garantir que se o vértice j # r € visitado imediatamente
ap6s o vértice i (e neste caso, x; = 1), entdo vale:

tp>ti+ 1.

Caso contrario, isto €, se x;; = 0 e portanto j ndo € visitado
imediatamente apds /, esta restricio ndo deve ser imposta.

@ Para escrever as restricoes que modelam este par de situacoes,
vamos lembrar que t; € {0,1,...,|N| —1}.

© Vamos empregar uma disjuncdo para representar este fato:
t; > ti+1—(1—x;)|N|, para todo (i,j) € A,j#r

© Observe que quando x;; = 0, a restricdo acima é trivialmente
satisfeita. Por outro lado, quando x;; = 1, obtemos exatamente o
que desejavamos.
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TSP: Formulagdo Matemdtica Compacta (Miller, Tucker e Zemlin

)

min Z xjij © (x,t) € Py N (BA 5 ZIN
(ij)eA
onde P,; é definido por

Y xi=1lieN

(i)es—(i)
Y xj=1ieN
(ij)€dt(i)
t; > ti+1— (1 —x;)|N|, paratodo (i,j) € A,j#r
xj > 0,(i,j) € A
tr=0,t; € [1,|N|—1],i € N\ {r}
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Comparando formula¢des de Programacao Inteira

@ Qualidade dos limites duais associados a formulacdo. Devemos
verificar qual formulacdo fornece limites duais mais fortes, isto é,
que para qualquer vetor de custos sempre fornece o valor étimo
da relaxacdo continua pelo menos t3o elevado quanto as demais.

@ O esforco computacional necessério para avaliar estes limites
também é um aspecto importante.

© No caso das formula¢des discutidas para o TSP:

e Formulagdes Py, P,: sdo definidas em espacos diferentes de
variaveis, com um conjunto comun, Xx.

e Para mostrar que P, é melhor que P,; devemos mostrar que
Py C Proj(Pxt), onde Proj,(Py:) denota a projegdo de Py no
espaco x e que existe (R,f) € Py : X & Py,
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Comparando formulagdes para o Uncapacitated Lot Sizing (ULS)

O problema consiste em definir um plano de produgao de minimo
custo, para um Unico produto, em um periodo de tempo de n
periodos. Além do estoque inicial do produto, sy, os seguintes dados
sao conhecidos:

@ f; > 0: custo fixo incorrido caso haja producdo no periodo t,
@ p; > 0: custo unitario de producdo em t,

@ h; > 0: custo unitario de estoque em t,
°

d;: demanda a ser satisfeita em t.
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Comparando formulagdes - ULS

e Variaveis de decisao:
e x; > 0: quantidade produzida em t,
e s; > 0: quantidade de estoque ao final de t,
o y; € {0,1}, assumindo valor 1 se a produ¢do em t for permitida,

0, c.c.

@ Dois aspectos sao importantes na modelagem:

e Garantir o balanco de fluxo em cada instante de tempo t.
e Garantir que o custo fixo seja incorrido em t se houver producdo

Xt>0 IStOé,Xt>O—>yt:1.

@ Vamos assumir que um limite superior M (por exemplo
M = 3"}, di, se s, = 0) na quantidade a ser produzida em cada

perido de tempo t seja conhecido.
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Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG)

ULS - Modelo 1: O(n) restrigBes e varidveis.

n n n
min Zptxt + Z hese + Z frye o (x,s,y) € PN (R" x R x B")
t=1 t=1 t=1

onde Py é a regiao poliédrica:

St_]_+X1_-:dt+St, tzl,...,n,

XtSMyh t:]-a"'un7
5020,
St7Xt207

Ogytgl, t:].,...,n.
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ULS - Modelo 1, Reescrevendo a fung¢io objetivo
t t

@ Observe que s; = sp + Zx,- — Zd,-, t>1
i=1 i=1
@ Vamos assumir sp = 0 e re-escrever a fun¢do objetivo:

ZPtXt + Z hese + Z frye =
t=1 t=1 t=1
n n t t n
Zptxt+zht (ZXI —Zdi) +th)/t =
t=1 t=1 i=1 = t=1
n n
> (pt—l—Zh,'> xt—thZd +thyt
t=1 i=t t=1 i=1

ZCtXt'i-th}/t - K,
t=1 t=1
n t n
onde K=> h > diece=p:+ Y hi
t=1 i=1 i=t
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ULS - modelo 2: O(n?*) variaveis e restri¢des

e Variaveis de decisao empregadas:
o {w;>0,i=1,...,n,t=1,...,n}. w; é a quantidade produzida
no periodo / para atender a demanda do periodo t.
o {y: €{0,1},t =1,...,n}: definida anteriormente.

@ Novas restricoes:

t
E wi=dy, t=1,...,n,
i=1

wip < diy;, I=1,....,nt=1i,...,n
wi >0, i=1,....,n,t=1i,...,n
ye€{0,1} t=1,...,n

e Funcao Objetivo:

min Z Z Ciwjt + Z ey

i=1 t=i
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ULS - Comparando os modelos

@ Considere a seguinte solu¢do fraciondaria:
d
Xt:dt)_yt: Wt, t:].,...,n.

@ Observe que ela satisfaz as restricdes que definem Pj:

5t—1+Xt:dt+St :>St:0, t:].,...,n

d
x¢ < My, :dthMt, t=1,...,n

Xt2070§}’t§17 t=1,...,n

© Porém, ndo satisfaz as restricoes que definem a formulacdo Ps:
wi=d,wpy =0, i=1....nt>i

Witgdtyh izl,...,n,i§t2>

d.
quando i = t temos: d; = w;; < d,y;,= d; <Ml> < d;
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Resolvendo um IP ou COP

Como provamos que o problema
z={maxc'x:xe X CZ"}

foi resolvido ? Resolver o problema consiste em:
@ Obter uma solucdo vidvel x* € X e

@ Garantir que ¢’ x < ¢Tx* para qualquer x € X.

Precisamos encontrar:

e Uma solugdo vidvel x* que (no caso de max) fornece um limite
inferior valido para o valor 6timo: z > z = cTx*;

@ Um limite superior vdlido Z, denominado limite dual: z < Z.

Se estes limites coincidirem, Z = z, provamos que x* resolve o
problema.
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Estrutura geral de um algoritmo exato para resolver um IP/MIP

e Gerar uma sequéncia n3o crescente (idealmente decrescente) de
limites superiores {Z¥} validos

@ Gerar uma sequéncia ndo decrescente (idealmente crescente) de
limites inferiores {z*}

e Quando z¥ = z¥ para algum k, o algoritmo péra, com um
certificado de otimalidade para a melhor solucao viavel obtida.

@ Se o critério de parada é: zk = Zk, para algum k, a solucdo

encontrada é étima, e o algoritmo é exato.

. yan Ve 7k7 k ~ Ve . Ve .
@ Se o critério de parada é: *% < ¢, a solugdo é dita e-6tima.

Trata-se de um algoritmo com garantia de distancia.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Otimizacéo Inteira: Formulagdes e Relaxagdes



Alguns componentes de um algoritmo exato para um IP/MIP:

@ Algum procedimento para obter solugdes vidveis, por exemplo,
Heuristicas.

@ Algum procedimento para obter limites duais. Um dos principais
mecanismos é via Relaxagoes.
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Construindo relaxacGes para obter limites duais

A idéia central consiste em substituir o problema original, geralmente
dificil de ser resolvido, por um problema mais facil, cuja fungdo
objetivo étima é ndo menor que z (caso maximiza¢do).

Como definir este problema relaxado:

@ Ampliando o conjunto de solu¢les vidveis, de forma que se
otimiza sobre um conjunto maior.

@ Substituindo a func3o objetivo por outra que assuma um valor

nao menor que a original em qualquer solugdo no dominio do
problema original.
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Relaxacao

Dizemos que um problema de otimizag¢do (RP)

ZR = max {f(x) : x € T CR"}
é uma relaxagdo para o (IP)

z=max {c"x:x € X CR"}
se as duas condigOes seguintes sao satisfeitas:

@ X C T (o conjunto de solugdes viaveis do problema relaxado
contém o conjunto de solucdes original).

@ f(x) > c"x para qualquer x € X.
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Proposicao

Se RP é uma relaxacdo para IP, entdo zF > z

Demonstracao

@ Seja x* a solugdo de IP.

@ Por um lado, como x* € X e X C T temos que x* € T.
e Por outro, temos que ¢ x* < f(x*).

o Pela otimalidade de zR, temos ent3o que
R > Ff(x*) > c"x* =z O
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Algumas relaxagdes

© Relaxacdo de Programacao Linear.
@ Relaxa¢des Combinatdrias.

© Relaxagdo Lagrangeana.
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Relaxacoes

Definicdo - Relaxa¢ido de Programacgao Linear
Dado o IP

z={maxc'x:xePNZ"}
e a formulacio

P={xeR": Ax < b},

a Relaxacao de Programacao Linear associada ao IP corresponde
ao Programa Linear

7P = {max ¢"x: x € P}.

@ A func3o objetivo de RP é ndo menor que a de IP, para qualquer
solu¢do viavel do IP.

@ PNZ" C P: o dominio de RP contém o dominio de IP.
e Logo z < zLP.
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Relaxacao Linear

Dado o IP:
Z = max 4xq —X2
7x1 —2x0 < 14
X2 S 3
2x1 —2xp <3
X € Zi

@ O vetor (2,1)7 é uma solugdo vidvel, logo z > 7.

@ Para a relaxac3o linear, temos z-*

x=(%,3)7.

@ Como os coeficientes da funcdo objetivo do IP s3o inteiros temos:

= 57—9, obtida para

59

—| =8

z<|
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Relaxacao Linear e a qualidade da formulacao
A qualidade dos limites duais determina a qualidade da formulacio

Dadas duas formulacdes Py, P> para o

(IP) z={maxc'x:xe X CZ"},

tais que P; é uma formulagao melhor que P», isto é: Py C P».

Se zP = {max c"x : x € P;} para i = 1,2 denota o valor das
respectivas relaxagdes lineares, entdo z-” < ztP para todo ¢ € R".
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RelaxacGes: Existéncia de Solucdes

Proposicao:

Se RP é invidvel, ent3o o IP é inviavel.

Demonstracio:

Seja X = ) o conjunto de solugdes do problema relaxado (RP) e T o
conjunto de solugcdes do problema original (IP). Como RP é uma
relaxacdo temos que T C X = (), logo T = (. O
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Relaxag¢des: Prova de Otimalidade

Proposicao:
Se a solugdo X para o problema relaxado RP é viavel para (IP) e se
f(X) = cTx, entdo X resolve IP.

Demonstracao:

Como X é uma solucdo vidvel, z > c¢”x. Por outro lado, f(X) fornece
um limite superior vélido para z. Como por hipétese f(X) = cx,
temos z < f(X) = ¢ "X > z e entdo z = f(X). O
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Prova de otimalidade

Uma solucdo 6tima da Relaxacdo Linear do IP

Z = max Tx1 + 4xo + 5x3 4+ 2xy
3x1 +3x0 +4x3 +2x4 < 6
x € B*

é dada por x = (1,1,0,0) € B*.

Como X satisfaz o requisito de integralidade, x resolve o IP.
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Relaxacdes Combinatérias

Definicao
Sempre que o problema relaxado for um problema de otimizagao
combinatdria, a relaxacdo associada é dita combinatdria.

Exemplos:
@ Caixeiro Viajante Assimétrico: Problema de Atribuicdo.
@ Problema da Mochila: Problema da Mochila em Coeficientes
Inteiros.
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Caixeiro Viajante Assimétrico

Entrada: Digrado D = (N, A), custos associados aos arcos
{5+ (1)) € A}.

min Z xjjCjj : x € Py N BAl
(ij)eA

onde Py é definido por

> xi=LlieN

Gii)es— (i)
Y xj=1lieN
(ij)est (i)
Z X,'J'Z].,VSCN,S#[D
(if)€5+(S)

Xl_'j 2 O?(’a./) € A
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Relaxacao de Atribuicao

atrib __

= min Z XjjCjj X € Patrib ﬂB'A‘
(iJ)eA

z

onde P,p é dada por:

Y xi=1lieN

(U,ies—(i)
Y xj=1lieN
(ij)est (i)
xj>0,(i,j) €A
Observe que:
@ Py C P,y (isto vale para qualquer formulagdo P para o TSP).

oz > Zatrfb
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O Problema da Mochila com coeficientes quaisquer

n
Uma relaxacdo do conjunto X = {x € Z : Z ajxj < b} é dada pelo
j=1

conjunto X' = {x € Z, Z laj]x; < |b]}.

ZLQJ <Zajxj<b

Como os vetores de incidéncia x € X sdo inteiros, temos que
ZJ’-’:I |aj]xj deve ser necessariamente uma quantidade inteira. Logo
> j—1lajlxi < [b]. Ouseja: x € X — x € X" O

v
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Relaxacdao Lagrangeana

Vamos considerar o IP

z={max c'x: Ax < b,x € S CZ"}.

@ Podemos relaxar um conjunto de restricdes, por exemplo
{Ax < b} e resolver a relaxagdo

2R ={max c"x:xe SCz"}.

e Claramente z < zR.

@ Na Relaxagdo Lagrangeana, n3o apenas relaxamos um conjunto
de restri¢cdes que dificultam a solu¢do de um IP. Também
associamos a cada restricao i relaxada um multiplidador de

T
Lagrange u; e somamos o produto da folga (b; — a; x) da
restricao pelo multiplicador na fung¢do objetivo da relaxag3o.
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Relaxacdao Lagrangeana

Proposicao

Seja (PLAG)
z(u) = max {c"x+u"(b— Ax) : x € S}.

Entdo z(u) > z,Yu > 0.

Demonstracao

Seja X a solugdo 6tima do IP.

@ Como X resolve o IP, X € S é uma solugdo viavel para (PLAG).
@ Como u>0e Ax < b temos que z = c'x < c"x + u(b — AX).
@ Por outro lado, pela otimalidade de z(u) temos que
z(u) > c"x + u(b — AXx).
o Logo z=c'x < c"x + u(b — Ax) < z(u). O
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Dualidade em Programacao Linear

Considere o par de problemas
(P) { max c"x: Ax < b,x € R}

(D) { min uTh:uTA>cT ue RT}

@ Sabemos que ¢’ x < u” b para quaisquer vetores
{xeRT :Ax<b}e{ueRT:uTA>c}

@ Em particular, se X e U resolvem P e D, respectivamente, temos
que ¢'x = T' b (Dualidade forte).
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Dualidade - Caso geral

Definicao

Os problemas
(P) z={ max ¢(x) : x € X}
(D) w={ min w(u):ue U}
formam um par primal-dual fraco se c(x) < w(u) para quaisquer

x € X,u € U. Se, além disto z = w ent&o (P) e (D) formam um par
primal-dual forte.

Vantagem da dualidade sobre a relaxacao

A relaxacdo s6 fornece um limite superior valido se resolvida na
otimalidade. Por outro lado, qualquer solucio vidvel de D fornece um
limite superior valido para P.
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Dualidade - Programacao Inteira

Proposicao

Os problemas (P) z = {max c"x : Ax < b,x € .} e (D)

wtP ={minuTb:uTA>c" uc RT} formam um par primal-dual
fraco.

Demonstracao

o Considere (RLP) ztP = {max c"x : Ax < b,x € R }.
LP

@ Claramente z < z

e Como (RLP) e (D) formam um par primal-dual, temos que
ZLP < WLP.

° LogozgszngP. J

\
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Um exemplo de Dualidade Fraca em Programacao Inteira

Emparelhamento ou matching

Dado um grafo G = (V, E) um emparelhamento (matching) consiste
em um conjunto de arestas M C E tal que n3o existem duas arestas
em M que possuem a mesma extremidade.

| 5\

Cobertura de arestas por vértices

Dado um grafo G = (V/, E) uma cobertura das arestas de E por
vértices é um conjunto R C V tal que toda aresta de E possui uma
extremidade em R.
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Emparelhamento maximo e cobertura minima formam par primal-dual

Proposicao

Os problemas (P) {max pcg|M| : Mé um emparelhamento de E} e
(D) {min ccv|C|: Cé uma cobertura de arestas por vértices}
formam um par primal-dual fraco.

o Definimos A € B"™*™ (n= |V|,m = |E|) tal que aj . =1 se
J € V € extremidade de e € E (0, caso contrdrio) e escrevemos
(P) e (D) como zpatch = {max j"LIXj Ax <1l xe Zf} e
zcov:{min Sriyity TA>1 Y €LY }

o Sejam zPL . e zFL os valores Stimos das respectivas relaxaces
lineares.

o Entio: zcov < Zeov € Zmateh < zmatch Como z,fqgtch < zLP  temos

cov’
Zmatch < zL <zkP < Zcoy - U

match cov —=
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