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Par primal-dual

min cT x

Ax = b

x ≥ 0

max pTb

pTA ≤ cT

Objetivo

Avaliar o impacto de

Adição e remoção de uma nova variável,

Adição e remoção de uma restrição,

Modificações nos vetores b, c ,

Modificações em colunas básicas e não básicas Aj ,

nas soluções ótimas x∗, p∗ do par primal-dual, sem resolver o PPL do
zero.

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Análise de Sensibilidade 3 / 18



Adição de uma nova variável

Vamos supor que uma nova variável xn+1 com custo cn+1 e coluna
tecnológica An+1 seja inserida no PPL.

A introdução de nova variável não altera a viabilidade da solução
dispońıvel: (x∗, 0) é solução básica viável para o novo PPL.

A introdução de xn+1 pode afetar a viabilidade da solução dual.

Condição a verificar

A solução básica x∗ permanece ótima se

cn+1 = cn+1 − cTB B−1An+1 ≥ 0.

Caso cn+1 < 0, a base B associada a x∗ é uma base inicial avançada
para o Método Simplex.
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Exemplo: Adição de nova variável

Problema Original

min −5x1 − x2 + 12x3

3x1 + 2x2 + x3 = 10

5x1 + 3x2 + x4 = 16

x1 . . . x4 ≥ 0

Dicionário ótimo, x∗ = (2, 2, 0, 0)

w = -12 +2x3 +7x4

x1 = 2 +3x3 −2x4

x2 = 2 −5x3 +3x4

Dicionário expandido pela introdução de x5: c5 = −1,A5 = (1 1)T

Observe que B−1 é o simétrico das duas últimas colunas do dicionário
ótimo, pois A3 = e1,A4 = e2.

w = -12 +2x3 +7x4 −4x5

x1 = 2 +3x3 −2x4 +x5

x2 = 2 −5x3 +3x4 −2x5
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Exemplo: Adição de nova variável

Entrada de x5 e sáıda de x2, temos:

Dicionário original

w = -12 +2x3 +7x4 −4x5

x1 = 2 +3x3 −2x4 +x5

x2 = 2 −5x3 +3x4 −2x5

Dicionário resultante

w = -16 +2x2 +12x3 +x4

x1 = 3 −0.5x2 +0.5x3 −0.5x4

x5 = 1 −0.5x2 −2.5x3 +1.5x4
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Adição de uma restrição na forma de desigualdade

A restrição aTm+1x ≥ bm+1 é inserida no PPL.

1 Introduzimos a folga xn+1 que será básica para o novo PPL.
Reescrevemos a restrição aTm+1x − xn+1 = bm+1 e definimos

P = {x ∈ Rn+1
+ : Ax = b} onde:

A =

[
A 0

aTm+1 −1

]
, b =

[
b

bm+1

]
2 A base associada ao novo programa é B =

[
B 0
aT −1

]
, onde B

é a base ótima anterior, aT contém as m entradas de aTm+1

relativas às colunas de B. Não é dif́ıcil verificar que

B
−1

=

[
B−1 0

aTB−1 −1

]
3 O novo vetor de custos reduzidos é dado por

cT =
[
cT 0

]
−
[
cTB 0

] [ B−1 0
aTB−1 −1

] [
A 0

aTm+1 −1

]
=[

(cT − cTB B−1A) 0
]
≥ 0, logo B é dual viável.
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Exemplo: Introdução de uma desigualdade.

Introduzindo a restrição x1 + x2 ≥ 5 no PPL do exemplo anterior:

Problema Original

min −5x1 − x2 + 12x3

3x1 + 2x2 + x3 = 10

5x1 + 3x2 + x4 = 16

x1 . . . x4 ≥ 0

Dicionário ótimo, x∗ = (2, 2, 0, 0)

w = -12 +2x3 +7x4

x1 = 2 +3x3 −2x4

x2 = 2 −5x3 +3x4

Dicionário dual viável, de partida para o Dual Simplex

w = -12 +2x3 +7x4

x1 = 2 +3x3 −2x4

x2 = 2 −5x3 +3x4

x5 = -1 −2x3 +x4
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Exemplo: Introdução de uma desigualdade.

Dicionário dual viável, de partida para o Dual Simplex

w = -12 +2x3 +7x4

x1 = 2 +3x3 −2x4

x2 = 2 −5x3 +3x4

x5 = -1 −2x3 +x4

Sai da base: x5, entra na base: x4

Dicionário final resultante

w = -5 +16x3 +7x5

x1 = 0 −x3 −2x5

x2 = 5 +x3 +3x5

x4 = 1 +2x3 +x5

Prof. Alexandre Cunha (DCC/UFMG) Análise de Sensibilidade 9 / 18



Introdução de restrição de igualdade

Adicionamos a restrição aTm+1x = bm+1 (violada por x∗).

Novo dual

max pTb + pm+1bm+1

pTA + pm+1am+1 ≤ cT

Se p∗ denota a solução básica ótima do dual anterior, (p∗, 0) é
uma solução viável para o novo dual.

Sendo p∗ básica, m das restrições duais pTA ≤ cT são
linearmente independentes e ativas.

Entretanto, para o novo ponto dual (p∗, 0), não temos a garantia
de que m + 1 restrições duais li dentre as n restrições
pTA + pm+1am+1 ≤ cT serão justas.

Assim sendo, não podemos garantir que (p∗, 0) é uma solução
básica para o novo poliedro dual.
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Introdução de restrição de igualdade

Assumimos que aTm+1x
∗ > bm+1, que M é uma constante grande o

suficiente e introduzimos o PPL auxiliar:

min cT x + Mxn+1

Ax = b

aTm+1x − xn+1 = bm+1

x ≥ 0, xn+1 ≥ 0

Uma base inicial viável para o PPL auxiliar é obtida usando-se as
colunas básicas que definem x∗ e a coluna associada a xn+1. A

base B =

[
B 0
aT −1

]
é viável para o PPL auxiliar.

Por este motivo, reotimizamos com o Simplex Primal, partindo
da base viável B para o PPL auxiliar.

Se M for suficientemente grande e o novo PPL for fact́ıvel,
teremos xn+1 = 0 na nova solução ótima, após reotimização.
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Modificações no vetor de fatores b

Avaliar as modificações produzidas ao modificar b para b + δei

Se B−1(b + δei ) ≥ 0, a otimalidade da solução básica anterior é
garantida (viabilidade dual foi preservada).

Avaliando condições para B−1(b + δei ) ≥ 0

Seja g = (β1i , β2i , . . . , βmi )
T a i-ésima coluna de B−1.

Então B−1(b + δei ) ≥ 0 implica que:

xB + δg ≥ 0 ou

xB(j) + δβji ≥ 0 j = 1, . . . ,m.

Equivalentemente:

δ ≥ − xB(j)

βji
, se βji > 0

δ ≤ − xB(j)

βji
, se βji < 0
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Exemplo: Modificações em b

Modificar b1 para b1 + δ, considerando o dicionário ótimo do exemplo:

Dicionário ótimo, x∗ = (2, 2, 0, 0)

w = -12 +2x3 +7x4

x1 = 2 +3x3 −2x4

x2 = 2 −5x3 +3x4

δ ∈ [−2
5 ,

2
3 ] preserva a viabilidade da base

Observe que g = (−3 5)T e então temos:

x1 = 2− 3δ ≥ 0→ δ ≤ 2
3 .

x2 = 2 + 5δ ≥ 0→ δ ≥ −2
5

A taxa de variação da função objetivo por unidade de acréscimo

de b1 é: cTB B−1e1 = (−5,−1)

(
−3
5

)
= 10

Para δ fora deste intervalo, a base é primal inviável, mas permanece
dual viável. Aplicamos o método Dual Simplex, neste caso.
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Modificações no vetor de custos c

Modificar o custo de uma variável não básica xj de cj para cj + δ:

Não afeta a viabilidade primal, apenas a viabilidade dual (e, por
consequência, a otimalidade primal).

Se cj + δ − cTB B−1Aj ≥ 0 ou seja se δ ≥ −c j a base continua
ótima.

Caso a alteração implique em perda de otimalidade da base,
aplicamos o Primal Simplex, introduzindo a variável xj na nova
base.
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Modificações no custo de uma variável básica

Modificar o custo de uma variável básica xj de cj para cj + δ.

Vamos assumir que j seja a variável básica associada à l−ésima
linha do dicionário, isto é j = B(l) e então cB = cB + δel .

Devemos garantir que (cB + δel)
TB−1Ai ≤ ci ,∀i 6= j , uma vez

que todos os custos reduzidos, exceto c j são afetados pela
modificação.

Definindo qli como a l-ésima entrada do vetor B−1Ai temos que
δqli ≤ c i ,∀i 6= j .
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Exemplo - modificações nos custos

Dicionário ótimo, x∗ = (2, 2, 0, 0)

w = -12 +2x3 +7x4

x1 = 2 +3x3 −2x4

x2 = 2 −5x3 +3x4

Modificações que preservam a otimalidade da base atual:

1 Nos custos de variáveis não básicas:

δ3 ≥ −c3 = −2
δ4 ≥ −c4 = −7

2 No custo da variável básica x1.
Adicionando δ1 a c1, temos para j = 1,B(1) = 1,
q12 = 0, q13 = −3, q14 = 2.

δ1q12 ≤ c2, triv. satisfeita.
δ1q13 ≤ c3 → δ1 ≥ − 2

3
δ1q14 ≤ c4 → δ1 ≤ 7

2
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Mudanças no vetor tecnológico Aj

Caso 1: xj é uma variável não básica:

A viabilidade da base ótima (em relação ao primal) não é afetada.

É necessário verificar se a otimalidade (viab. dual) é afetada,
através da não negatividade do custo reduzido c j .

Vamos considerar que a entrada aij de A foi alterada para aij + δ.
Então precisamos garantir que cj − pT (Aj + δei ) ≥ 0 ou
equivalentemente c j − δpi ≥ 0, onde pT = cTB B−1.

Caso a condição acima seja violada, xj deve entrar na base
(Primal Simplex).
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Mudanças no vetor tecnológico Aj

Caso 2: xj é uma variável básica:

A viabilidade da base ótima pode ser afetada, tanto no primal
quanto no dual.

Assumindo que aij seja alterado para aij + δ, o conjunto de
valores admisśıveis para a variação resultar ainda em uma base
ótima é um intervalo (assim como nos casos anteriores).

Assumindo solução primal e dual ótimas não degeneradas dadas
por x∗, p, se a coluna Aj for modificada para Aj + δei temos que:

cT x(δ) = cT x∗ − δx∗j pi + O(δ2)

Interpretação em termos do problema da dieta: se aij aumenta
em δ, ganhamos de graça, δ unidades do nutriente i por unidade
do alimento j . Uma vez que pi denota o custo marginal do
nutriente i , δpix

∗
j denota a redução de custo esperada.
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