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Introducao UFMG
» Serdo estudados aqui métodos numéricos para calcular uma

aproximagdo para a integral de uma funcdo com uma variavel real em
um intervalo [a, b]
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Introducao

Introducao UFMG

» Serdo estudados aqui métodos numéricos para calcular uma
aproximagdo para a integral de uma funcdo com uma variavel real em
um intervalo [a, b]

» O problema consiste em encontrar

b
1=1(5) = [ fo)s

onde f(x) é uma fungdo continua com derivadas continuas em [a; ]
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Introducao

Introducao UFMG

» Serdo estudados aqui métodos numéricos para calcular uma
aproximagdo para a integral de uma funcdo com uma variavel real em
um intervalo [a, b]

» O problema consiste em encontrar

b
1=1(5) = [ fo)s
a
onde f(x) é uma fungdo continua com derivadas continuas em [a; ]
» Importante pois

» nem sempre é possivel determinar a primitiva F'(z), tal que,

Fl(z) = f(z)
> a primitiva F'(z) pode ser complexa

» em certos casos, apenas valores de f(z;) sdo conhecidos
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Introdugado

Alguns Exemplos de Aplicacoes

— —— o=
e ; ﬂ
(o] (t) o o
4 : colcular éreas em aplicagbes
®U192 Eiemplos de como a infegragtio & usuiﬂex':mo de um campo limitado por um

engenhorio. (o) Um inspefor precisa sa i
riacho sinuoso e duas estradas. (6] Um sn'genl"clﬂelkrlomd:nﬂﬂ
sober g érea da segdo transversal de um rio- de um vento
precisa determinar o forga média decorrente

wnfra o lodo de um arranho-céu.
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Introducao

Introducao
» De forma geral, a integracdo numérica consiste em integrar o
polindmio P, (x) que interpola os pontos
(33’0, f(x()))7 (:I"lv f(xl))v sy (xnv f(xn))

onde xg, ...,z € [a;b]
» Ou segja,

I= /ab f(z)dx ~ /;n P, (x)dx
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Introducdo

Introducao UFmG
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FIGURA 19.4 Aproximagdo de uma integral pelo drea seb (o] u
e (b) uma Gnico parébola.

7] b X
(b)
ma Onica reta
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Formulas Fechadas de Newton-Cotes
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Férmulas Fechadas de Newton-Cotes UFmG

» Considera-se inicialmente as férmulas de Newton-Cotes do tipo
fechada, isto é, quando xp =a ez, =0

» Serdo adotados aqui polindmios interpoladores P, (x) sobre nés
igualmente espacados no intervalo [a; b

h—
l’i:< a>i+a; 1=0,1,....n

» Assim,

n

» Além disso,
b—a
n

h =

=>x;=x9+th; 1=0,1,...,n

» A Forma de Lagrange do polindmio interpolador sera utilizada
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Regra do Retangulo UFMG

» O polindmio mais simples é uma constante

» Na Regra do Retangulo, f(z) é aproximada pelo seu valor em zg = a
(ou z, =)

/abf(x)dx R~ /ab Py(z)dz = /ab f(a)dz
b
:f(a)/a dz
<a>( )
fla)(b—a)
)

~ h(a
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Regra do Retangulo UFMG
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Regra do Ponto Médio UFMG

» Também pode-se aproximar f(x) por uma outra constante tomada ao
avaliar f(x) em algum outro ponto do intervalo [a; b]

» Uma escolha comum é o ponto médio do intervalo

/abf(x)dzz/abf<a;b>dx
:f<a;rb) /abda:
S

Ana Paula Calculo Numérico



Regra do Ponto Médio

IM:hf<

a+b
2

)

b X
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Regra do Trapézio UFMG

» Seja Pi(x) o polindmio interpolador de f(x) que passa pelos pontos
(xo, f(x0)) € (x1, f(x1)), com xg = a e x1 = b, entdo

/f dww/ Pu(x)da

» A Forma de Lagrange do Polinémio interpolador é dada por

Pi(z) = f(zo)Lo() + f(z1)L1()

Lo(z) = 50__:;11 e Li(z)= ;1__200
» Assim,
/ " Pua)de = / " @0 Lo(@) + flar)La(x) da
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Regra do Trapézio UFMG

> Assim,

/ " Py(a)da = / [ (@0) Lo(2) + £ (1) L ()] da

0 0

= f(x0) / " Lo(@)dz + f(z) / " Li(@)de
= f(z0) / et ) / P

» Sabendo que 1 = 2y + h e fazendo a troca de varidvel que segue
x=ux9+zh; z€[0;1]
dx = hdz
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Regra do Trapézio UFMG

» Ent3o
x1 x1 _ Z1 _
/ Pl(m)dx:f(xo)/ i d;v+f(x1)/ Y70 g
Zo zo L0 — L1 zo L1 — o
! h—xz9—h 1 h—
= f(fo)/ To + 2 hxo hdz+f(x1)/ Wﬁdz
0 - 0

1

:—f(xo)/ol(zh—h)dz+f(x1)/ zhdz

0

1 1
:7hf(x0)/o (z—l)dz+hf(ml)/0 zdz

= —hf(z0) (Z; —Z) ;Jrhf(xl) <Z22) |
— —hf(z0) (122 - 1) +hf(z1) (122>

= o) + 5 () = 5 (f(zo) + f(a)
e

0

2



Regra do Trapézio

| >

(f(xo) + f(21))
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Exemplo UFmG

» Exemplo 1

Utilize a regra do trapézio para obter a integracdo da funcao
f(z) = 0,2 + 252 — 20022 + 67523 — 900z* + 40025, de a = 0 a b=
0,8.
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Regra do Trapézio

Fix iy

[ /

&

QL\_*\\\Q\\ 3 Estimativa do integrol TR 5

A : 2
FIGURA 19.8 Descrigio grfica de uma nica ;pl.c;go_d%?::d:}:wq pors
g mar integral de 1) = 0.2 + 900

400" dex = Oa ﬂ.-E
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Regra 1/3 de Simpson

» Aproximando f(x) por um polindmio interpolador Py(x), entdo

/abf(x)dx z/: Py(z)dz

» A Forma de Lagrange do Polinémio interpolador é dada por

Py(x) = f(wo)Lo(x) + f(x1)L1(x) + f(22)La(z)

(z — 1) (2 — 22)
Lole) = (zo — 1) (w0 — 72)

(x — xo)(x — 22)
Lafe) = (z1 — o) (21 — 72)

(x —xo)(x — 21)
Lale) = (z2 — wo) (w2 — 71)
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Regra 1/3 de Simpson

> Assim,

[ Py =so) [ <($ - "“’1§ T2 gy
2 (x — o)
f(ﬂfl)/xO (1 = 70)
2 (x — o)
flz2) /xo (z2 — z0)(22 — 71)

» Sabe-se que 1 = x9+ h e 9 = 29 + 2h

xo — x1)(z0 — 22)
T~ 1) dz+
1 — Z2)

» Cada integral da soma é ent3o determinada trocando
x=umx0+z2h; 2€][0;2]
dxr = hdz

Ana Paula Calculo Numérico



Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Regra 1/3 de Simpson

(x —x1)(x — x2)

xo + zh — xg — h)(xo + 2zh — 29 — 2h)

/( >d“":/02(

To — 1’1)(.%0 — X2 (—h)(—2h)
_[? (zh — h)(zh — 2h) d
’/0 2h :

h? [?
=2 ; (z=1)(z —2)dz
_ ;L/2(z2 _3242)d2

0

h (23 322 2

=3 (3 B 22) .
3 2

-1 <(23) Jer, 2(2))

h h
—lR-18+12) = 2
B 18 1D =73
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Regra 1/3 de Simpson

2 (x—x0)(x — 22) B 2 (zo + zh — x0) (w0 + 2h — o — 2h)
L o=

x1 — o) (w1 — 2 (h)(=h)
B /2 (zh)(zh —2h) |
= ; 7_}7/ z
h? [?
== ; z(z — 2)dz
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Regra 1/3 de Simpson

/g”2 (x —x0)(x — 1)
v (T2 —T0)(z2 — 21

2o+ zh — o) (xo + zh —xg — h)

_ [
o= | 2h)(h)
_ /2 (zh)(zh—h)
o 2h
h? [?
=25 ; z(z —1)dz
h (23 22 2
~ 2 (3 2/,

Ana Paula Calculo Numérico

hdz



Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Regra 1/3 de Simpson

» Sendo

» Obtém-se ent3o
T2 4h h

Pye)dz = flro)s + fla) 5 + flm2)5

o

= g [f(z0) +4f(w1) + f(z2)]

Calculo Numérico



Regra 1/3 de Simpson

w| >

[f(x0) +4f(w1) + f(22)]

I35 =

PQ(IL‘)

.
/()
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Exemplo UFmG

» Exemplo 2

Utilize a regra 1/3 de Simpson para obter a integracdo da fungdo
f(z) = 0,2 + 252 — 20022 + 67523 — 900z* + 40025, de a = 0 a b=
0,8.
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Regra 3/8 de Simpson UFMG

» Aproximando f(x) por um polindmio interpolador Ps(x), entdo

/abf(x)dx z/: Py(z)dz

» A Forma de Lagrange do Polinémio interpolador é dada por

Ps(x) = f(zo)Lo(x) + f(z1)L1(x) + f(z2)La(z) + f(23)L3(T)
(x —21)(x — 22)(z — x3)
(xo — x1) (20 — w2) (w0 — x3)
(z — 2o)(z — @2)(z — x3)
(1 — o) (z1 — 22) (21 — 23)
(z — 2o)(z — 1) (2 — a3)
(2 — o) (z2 — 1) (22 — 23)
(x — xo)(x — 1) (T — 22)
Lsle) = (x5 — o) (23 — 1) (23 — 22)
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Lo(x) =

Ll(.’Ij) =

LQ(.’L’) =




Regra 3/8 de Simpson UFMG

» Novamente, pode-se utilizar o polinémio interpolador na Forma de
Lagrange

» A Regra 3/8 de Simpson é definida como

Iyas = oo [F(m0) + 3£ (1) + 3 (e2) + f ()]
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

——rd

fiag

fixy

fa} "

_ [}
FIGURA 19.11 (o) Descricho gréfica da regra 1/3 de Simpson: alg consisia am |
a drea sob uma pardbola ligande trés pontos, |b) Desericio ngIi:::[:n
regra 3/8 de Simpson: ela consiste am fomar o dreo sob uma squagfi
cibica ligando quatro panios.
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Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Exemplo UFmG

» Exemplo 3

Utilize a regra 3/8 de Simpson para obter a integracdo da fungdo
f(z) = 0,2 + 252 — 20022 + 67523 — 900z* + 40025, de a = 0 a b=
0,8.
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Analise do Erro
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Anilise do Erro

Analise do Erro UFMG

» Em todos os casos apresentados, f(x) foi aproximada por um
polindmio interpolador P, (z) no intervalo [a; b]

» As Férmulas Fechadas de Newton-Cotes foram definidas como sendo
a integral de P,(z)

» O erro na integragdo numérica é entdo definido como

b
E= [ (@) - Pafa))do
» Sabendo que o erro na interpolacdo é dado por
f(@x) = Pu(z) = (x —x0)(x — x1) ... (x — ) fw0, 21, - . . , Ty, ]

entdo o erro na integra¢do numérica fica como
b

b
Ez/ [f(a:)—Pn(a:)]dx:/ (x —xo)(x — 1) ... (. — ) fXo, 214 - - -, T, x]da

a
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Fontes UFmMG
» Curso de Célculo Numérico - UFJF

» Livro:Métodos Numéricos Aplicados com Matlab para Engenheiros e
Cientistas - Steven C. Chapra
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