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Interpolacdo Polinomial

» Suponha que se tenha um conjunto de n + 1 pontos
0, T1y- .-, Tn
e seus respectivos valores em relacdo a uma fungdo f(x), ou seja,
Yo = f(xo),y1 = f(z1)s- -, yn = fln)
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» Interpolar os pontos

(x()?y()) ) ($17y0) ey (xn)y())

consiste em obter uma fun¢3o g(x) tal que

g(aj()) = yO)g(xl) =Yiy--- )g(xn) = Yn

1
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» PolinGmios serdo adotados aqui como interpoladores
» S3o computados facilmente

» Suas derivadas e integrais também s3o polindGmios
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Interpolacdo Polinomial
DEPARTAMENTO DE

Interpolacdo Polinomial

» PolinGmios serdo adotados aqui como interpoladores
» S3o computados facilmente
» Suas derivadas e integrais também s3o polindGmios

» A interpolagao polinomial é utilizada principalmente quando
» A expressido de f(x) n3o é conhecida

» A fungdo f(x) é complexa

Ana Paula Calculo Numérico



Interpolacdo Polinomial

DCcC
—

Interpolacdo Polinomial — Definicao concmoncoms
» O problema geral da interpolagcdo por meio de polindmios consiste
em, dados n + 1 pontos distintos

Ly L1y-+-y3Lp
€ seus respectivos pares
Yo, Y1,---5yYn

determinar um Polindémio P, (x) de grau maximo n tal que

Pn(l'O) = yOaPn(xl) =Y1,-- aPn(xn) = Yn
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» O problema geral da interpolagcdo por meio de polindmios consiste

em, dados n + 1 pontos distintos
Lo, X1y, Tn

€ seus respectivos pares
Yo, Y1,---5yYn

determinar um Polindémio P, (x) de grau maximo n tal que

Pn(l'O) = yOaPn(xl) =Y1,---

» Em geral, y; = f(z:)

aPn(xn) = Yn
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Interpolacao Polinomial corconcon ot
» Deseja-se obter um polindmio na forma
Po(z) = ag + a1z + asx® + - - + a,z"”
» Para esse fim, deve-se determinar os coeficientes ag, a1, ..., a, de
modo que

Py(z0) = ao+ a12o + axg + -+ + anxl = Yo

Py(z1) = ao+az1 +aga? +-- +apal = y

Py (z,) = ao+ajzy, + agx% +oFanTl = yp

» Assim, verifica-se que uma forma de determinar o polinGmio
interpolador é resolvendo um sistema de equacdes lineares com n + 1
incégnitas
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Interpolacao Polinomial canenoncow it
» Em forma matricial o sistema linear fica como
1 x0 x% ooz | |ao 0
1 = x% o2t e ez
1 xz, x% ooz |an Un
» A matriz de coeficientes é chamada de Matriz de Vandermonde
» Sabe-se que det(A) # 0 desde que os pontos g, z1, .. ., T, Sejam

distintos

Ana Paula Calculo Numérico



Interpolacdo Polinomial

Dcc

-
Interpolacao Polinomial canenoncow it
» Em forma matricial o sistema linear fica como
2
1 x0 xg ooz | |ao 0
1z 27 ... 27| |41 ez
1 z, :ZI% IL’Z Qn Yn
» A matriz de coeficientes é chamada de Matriz de Vandermonde
» Sabe-se que det(A) # 0 desde que os pontos g, z1, .. ., T, Sejam
distintos
» Teorema Dados n + 1 pontos distintos xg, x1,..., T, € seus
respectivos valores yg, Y1, - - ., Yn, €entdo existe um Unico polinémio

P,(x), de grau maximo n, tal que
Pn(:ci):yi, i:(),...,n
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» Exemplo 1
Encontre o polinémio de grau < 2 que interpola os pontos que
seguem.
z | -1 0 1
f(z) 054 1 054
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Exemplo

» Exemplo 1
Encontre o polinémio de grau < 2 que interpola os pontos que
seguem.
z | -1 0 1
f(z) 054 1 054

> Solugdo: Po(z) =1 — 0,4622
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» Observacdes

» Qutras formas de se determinar o polindmio interpolante serdo vistas
> sem a necessidade de resolver um sistema de equagdes lineares
» complexidade computacional O(n?)

» A matriz de Vandermonde costuma ser mal condicionada

> leva a perda de precisdo da solugdo
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Forma de Lagrange

» Um exemplo serd utilizado para ilustrar a ideia
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Forma de Lagrange

» Um exemplo serd utilizado para ilustrar a ideia
» Dados os trés pontos distintos (zo,yo), (%1, Y1), (x2,y2)

» Deseja-se encontrar o polinomio

Py(z) =ag+ a1z + aga?

tal que
PQ(:Bi):yi, i:(],...,n
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Forma de Lagrange

» Uma férmula para encontrar tal polindmio é a seguinte

Py(z) = yoLo(w) + y1L1(z) + y2 La(x)

onde
o) = (o
L) =
e =
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» Uma férmula para encontrar tal polindmio é a seguinte

Py(z) = yoLo(w) + y1L1(z) + y2 La(x)

onde
o) = (o
L) =
e =

» As fungdes Lo(z), L1(z) e Lo(x) sdo chamadas de fun¢Bes de base de
Lagrange
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» Além de serem polindmios de grau n, essas funcdes sdo definidas de
modo que

1, sei=y
Li(xj)_{ 0, sei F#j
ondei, 7 =0,1,...,n
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Forma de Lagrange o

» Além de serem polindmios de grau n, essas funcdes sdo definidas de
modo que

1, sei=7
Lz(%){ 0, sei#j

ondei, 7 =0,1,...,n
» Consequentemente P(x) tem grau < 2

» E facil ver que o polinGmio interpola os dados, pois

Py(x0) = yo Lo(zo) +y1 L1(wo) +y2 La(z0) = o
~—— ~—— ~——

Py(z1) = yoLo(x1) +y1Li(x1) + yaLlao(x1) = w
Py(x2) = yoLo(z2) +y1L1(z2) + y2La(z2) = 2

Ana Paula Calculo Numérico



Forma de Lagrange

Dcc
—

Forma de Lagrange

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Considerando n + 1 pontos distintos

(‘r07y0)) (x17y1)7 ey ($n7y’n)

» O polindmio interpolador na forma de Lagrange é dado por

Po(z) = yoLo(z) + y1L1(x) + - - + ynLn(z) = ZyiLi(l')
=0

onde
) (r—zo)(x—21)...(r —zim1) (@ — Tip1) ... (x — xp)
Lz( ) (.CC, — wo)(wz —T1)... (1‘Z — xi_l)(mi — xi-i—l) e (.CC, — (L‘n)
j=04#i
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Entrada: nimero de pontos n, vetores x e y de dados, valor a ser

interpolado z

1 inicio

2 r+—0;

3 parai=20,...,n—1 faca

4 c<+—1;

5 d<+—1;

6 para j =0,...,n—1 faca
7 c+—cx(z—xj);

8 Ld(—d*(mi—x]‘);

9 r«—r+y;*x(c/d);

0 retorna r
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» Exemplo 2
Encontre o polinbmio de grau < 2 na Forma de Lagrange que
interpola os pontos que seguem. Simplifique o polindmio.
z | -1 0 1
f(z) 054 1 054
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Exemplo
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» Exemplo 2
Encontre o polinbmio de grau < 2 na Forma de Lagrange que
interpola os pontos que seguem. Simplifique o polindmio.
z | -1 0 1
f(z) 054 1 054

» Solugdo: Py(z) =1 — 0,4622
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DEPARTAMENTO DE

Exemplo

» Exemplo 2
Encontre o polinbmio de grau < 2 na Forma de Lagrange que
interpola os pontos que seguem. Simplifique o polindmio.
z | -1 0 1
f(z) 054 1 054

» Solugdo: Py(z) =1 — 0,4622

» Nota-se que o polindmio é o mesmo que aquele obtido anteriormente
pois, como foi visto, este polindmio é (nico
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Forma de Lagrange

» Observacdes
» O algoritmo executa um total de operacdes aritméticas na ordem de n?

» A complexidade computacional é menor do que resolver um sistema de
equacdes lineares (O(n?))

» Embora simples, avaliar um novo ponto z é computacionalmente
custoso na Forma de Lagrange para o polindmio interpolador

» Além disso, aumentar o grau do polindGmio interpolador requer que as
bases L;(x) sejam computadas novamente
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Interpolacao Polinomial
» Sejam os pontos da tabela que segue

z | 1 1,1 1,2 1,3
tan(z) | 1,5574 1,9648 25722 3,6021

» Construindo polindmios interpoladores de grau n =1, 2, 3, entao
n 1 2 3
pontos | xg,71 x0,T1,T2 | 0,T1,22,T3
P,(x) | 2,2685 | 2,2435 2,2296
lerro| | 0,0340 | 0,0090 0,0049

» Adotando tan(1,15) = 2,2345 como base da comparagdo
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Interpolacdo Polinomial

» Observa-se que
» A aproximagdo tende a melhorar quando aumenta-se n
» Sera visto que o erro aumenta quando n assume valores muito grandes
> Problemas podem aparecer quando n > 10

» Outras formas de interpolacdo serdo vistas para evitar esse tipo de
situacdo

» Utilizar interpolagdo com polindmios de grau menor em partes do
intervalo original
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Revisao

» Interpolacdo Polinomial

v

Encontrar P, (z) que interpole os n + 1 pontos dados

v

Solugdo Unica se os pontos forem distintos

» Pode ser determinado resolvendo um sistema de equacdes lineares
» Forma de Lagrange
h = Youtn| eon L= T £
=0 J=0,j#1
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