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Introducao

Introducao

» Serdo estudados aqui métodos numéricos para a resolugdo do
problema de determinar as raizes de uma equa¢do f(x) =0

> ou, o que é o mesmo, determinar os zeros da funcio f(x)
» Tais raizes podem ser reais ou complexas

» Considera-se aqui o caso em que f € uma funcg3o real de uma varidvel
real x

» Serd estudada somente a determinacdo de raizes reais
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Introducao

Introducao

> As raizes correspondem aos pontos onde o grafico da fungdo f(x)
intercepta o eixo x

,‘\“\\
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Introducao

Introducao

» Expressoes fechadas existem para alguns polinGmios

» Polindmio Quadratico

b+ Vb2 —4
aw2+bx+c:0:>r172=—2 ac
a

» Como ndo existe uma forma direta para encontrar os zeros de uma
fung¢do f(x) qualquer, entdo recorre-se a métodos aproximados
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Introducao

Introducao

» Definicdo (raiz):
Seja f : [a,b] — R uma fun¢do dada, entdo um ponto r € [a,b] é um
zero (ou raiz) de f se f(r) = 0.

» Exemplo:

— f(x) = (x-1)*(x-2)¥x-3)

~8.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
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Introducao

Introducao

» Os métodos numéricos estudados aqui seguem as seguintes etapas
» Isolamento das raizes
> Encontrar um intervalo [a, b] que contenha apenas uma raiz, ou

» Determinar uma aproximagao inicial xg
(ou mais de uma, dependendo do método)

» Refinamento

> Gerar uma sequéncia {zo, z1,...} que convirja para a raiz exata r de

fl@)=0
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Introducao

Teorema da Existéncia
» Teorema:

Seja f : [a,b] — R uma funcio continua. Se f(a)f(b) < 0, entdo
existe pelo menos um ponto x € [a, b] tal que f(x) = 0.
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Introducao

Teorema da Existéncia

» Teorema:
Seja f : [a,b] — R uma funcio continua. Se f(a)f(b) < 0, entdo
existe pelo menos um ponto x € [a, b] tal que f(x) = 0.

» Geometricamente, o teorema afirma que a curva de uma funcdo
continua que comega abaixo do eixo horizontal e termina acima dele,
deve cruzar o eixo em algum ponto

Y
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Abordagem grafica

» Exemplo
» Existem 3 raizes no intervalo [0, 4]

» Existem 2 raizes no intervalo [0,5;2,5]
> Nota-se que f(0,5) = —1.875 e f(2,5) = —0.375

[— 00 = (x-D*(x-2)%(x-3)]

_ H H H H H H H
8.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0
X
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Abordagem grafica

» Como encontrar o intervalo da raiz » > 0 de f(z) = (%)2

25 T

2.0

0.5

0.0

~1.0, L L i L L L L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

» Inspecdo visual
» No exemplo, r € [1,5;2]
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Abordagem grafica

» Além de fornecer estimativas grosseiras para as raizes, as
interpretacdes graficas sdo ferramentas importantes para se entender

as propriedades das funcdes e antecipar armadilhas dos métodos
numéricos.
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Introducao

Busca Incremental

» Qutra possibilidade é fazer uma tabela de valores

x f(zx) sinal
0,5 | -0,416925538604 | <0
1,0 | -0,591470984808 | <0
1,5 | -0,434994986604 | < 0
2,0 | 0,0907025731743 | >0
2,5 | 0,964027855896 | >0
3,0 | 2,10887999194 | >0

» Logo, hd ao menos uma raiz em [1,5; 2]

» Outra possibilidade é fixar o inicio do intervalo x = a e procurar b de
modo que f(a)f(b) <0

» b=a—+h,a+ 2h,a+ 4h,...
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Introducao

Teorema da Unicidade

» Teorema

Sob as hipéteses do teorema anterior, se f/(x) existir e preservar o

sinal em [a, b], entdo o intervalo contém um Unico zero de f(x)
¥

i
AN
5 | ¢
f{x) >0, Yz € [a,b]

f(x) <0, Yz e [a_;]

| [} b T
froo|p<n| =0
f'(x) nilo preserva o sinal
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Exemplo
» Exemplo 2

Encontre um intervalo de tamanho unitdrio em que haja ao menos
uma raiz para f(z) = v/ — 5e~* = 0 de modo que = > 0.

Ana Paula Calculo Numérico



Introducao

Exemplo

» Exemplo 3
H4 garantia de haver apenas uma raiz para f(z) = \/z — be~
intervalo [1,2]?

T =0no
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Introducao

Critério de Parada

» Definido o intervalo (ou formas de inicializagdo), pode-se ent3o gerar
iterativamente uma sequéncia de aproximag¢des para a raiz de f(x)

» Antes de estudar os métodos numéricos para geracao dessas
aproximacgoes, é importante definir um critério de parada para o
processo iterativo

» Alguns dos critérios normalmente adotados s3o:

|z — )1

’\@“k—&?kq\ §6‘

onde
» k é o passo do processo iterativo
» ¢ é a precisdo/tolerancia da solugdo

» Pode-se adicionar um nimero maximo de iteracdes para evitar que o
programa itere indefinidamente
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Introducao

Classes de Métodos

» Métodos Intervalares: S3o baseados em duas aproximacgdes iniciais
que delimitam a raiz, isto é, estdo uma de cada lado da raiz.

» Métodos Abertos: Podem evolver uma ou mais aproximacgdes inicias,
mas nado é necessario que elas delimitem a raiz.
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Introducao

Classes de Métodos

» Para problemas bem condicionados, os métodos intervalares sempre
funcionam, porém convergem lentamente. J3 os métodos abertos ndo
funcionam sempre (podem divergir), porém, quando funcionam,
geralmente convergem de forma mais rapida.

» Em ambos os casos sdo necessdrias aproximacoes iniciais, que podem
surgir do contexto fisico analisado. Para os casos em que estimativas
iniciais ndo sejam dbvias, podemos fazer a busca incremental, ou seja,
encontrar o intervalo no qual a fun¢gdo muda de sinal.



Método da Bissegao

Método da Bissecao
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Método da Bissegao

Método da Bissecao

» O método baseia-se na ideia de que seja f(x) continua e
f(a)f(b) <0, entdo existe a0 menos uma raiz no intervalo [a, b]

» A cada passo, o intervalo é dividido ao meio

_ atb

>
Tl 2

» O novo (sub-)intervalo serd aquele que contém a raiz

> [a,z¢], se f(a)f(xx) <O

> [z, b], caso contrdrio

» A busca continua até o critério de parada ser atendido
|z) — Tp—1]

b—a<e x| <e

<e€
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Método da Bissegao

Método da Bissecao
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Método da Bissegao

Método da Bissecao
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Método da Bissegao

Método da Bissecao
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Método da Bissegao

Método da Bissecao
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Método da Bissegao

Método da Bissecao

e
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Método da Bissegao

Método da Bissecao
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Método da Bissegao

Método da Bissecao

b
RN
.

Ana Paula Calculo Numérico




Método da Bissegao

Método da Bissecao
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Método da Bissecao
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Método da Bissegao

Método da Bissecao

100 150
T -
W
Primeira ferogio dl ® \
i Xy X,
Segunda Heragdo —
5 X, Ty
Terceira terogdo ——
BT e
Quarta iterogio o

IGURA 5.5 Descrigdo gréfica do método do bisseccao. Esse grafico mostra as
primeiras qualro iteragdes para o Exemplo 5.3.
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Método da Bissegao

Método da Bissecao

Entrada: f(z) continua em [a,b], intervalo [a, ] tal que f(a)f(b) <O,
precisdo € e maximo nimero de iteracoes
inicio
k<+—0;
enquanto critério de parada ndo € satisfeito faca
Tk <— QT—H);
se f(a)f(zr) < 0 entdo
‘ b+— xyp;
senao
L a <— xg;

9 ¥k%k+1;

0 N O OB WN =

0 retorna x;.
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Método da Bissegao

Exemplo

» Exemplo 4
Encontre uma aproximagdo para o zero da fungdo
f(x) = (%)2 — sen(z) no intervalo [1,5; 2] executando 5 passos do

método da bisse¢do
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Método da Bissegao

Método da Bissecao — Analise

» A cada iteragdo k, a raiz de f(z) = 0 estd num intervalo [ay, by]

» Assim, sendo r a solucdo do problema, pode-se dizer que

|T — l’k‘ S %(bk — ak)
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Método da Bissegao

Método da Bissecao — Analise

» A cada iteragdo k, a raiz de f(z) = 0 estd num intervalo [ay, by]
» Assim, sendo r a solucdo do problema, pode-se dizer que
|T — l’k‘ S %(bk — ak)
» Além disso, o intervalo (by — aj) no passo k pode ser escrito como

b Cbpr—ag1 bpo—ar2o by —ap
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Método da Bissegao

Método da Bissecao — Analise

» A cada iteragdo k, a raiz de f(z) = 0 estd num intervalo [ay, by]
» Assim, sendo r a solucdo do problema, pode-se dizer que
|T — l’k‘ S %(bk — ak)
» Além disso, o intervalo (by — aj) no passo k pode ser escrito como

b Cbpr—ag1 bpo—ar2o by —ap

» Logo, o erro absoluto no passo k satisfaz

onde ag e by sao os limites do intervalo original
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Método da Bissegao

Método da Bissecao — Analise

» O limitante para o erro absoluto pode ser utilizado para determinar o
nimero de iteracOes necessarias para se obter uma raiz com uma
dada precisao ¢

» Considerando como critério de parada

b—a<e

» Nesse sentido, deseja-se determinar k tal que

bo—ao
| — g §72k+1 <e
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Método da Bissegao

Método da Bissecao — Analise

» Logo,
bo — ag
TR =€
bo— a0 _ ki1
— <
ok+1 5 Do — a0
- €
b _
10g2(2’”1)210g2( . a0>
€
b _
/~c+1210g2<0 a0>
€
bg—ag
bo—ao hl( € )
E>1 1 E>— < /7 4
- °g2< ¢ ) > = ()
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Método da Bissegao

Exemplo

» Exemplo 5
Qual o nimero de iteracdes necessarias para encontrar uma
S - 2 :
aproximag3do para o zero da funcdo f(z) = (%) — sen(z) no intervalo

[1,5;2] de modo que b —a < e = 10757

Ana Paula Calculo Numérico



Ordem de Convergéncia
» Uma forma de avaliar o desempenho das técnicas é definir a rapidez

com a qual a sequéncia de aproxima¢des {zg, z1,... } converge para a
raiz r
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Método da Bissegao

Ordem de Convergéncia

» Uma forma de avaliar o desempenho das técnicas é definir a rapidez
com a qual a sequéncia de aproxima¢des {zg, z1,... } converge para a
raiz r

» Definicao (Ordem de Convergéncia): Uma sequéncia {z,, | n > 0}
¢ dita convergir com ordem p > 1 para um ponto 7 se

|r — x| < c|r —zp_1|?

para uma constante ¢ > 0.
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Método da Bissegao

Ordem de Convergéncia

» Uma forma de avaliar o desempenho das técnicas é definir a rapidez
com a qual a sequéncia de aproxima¢des {zg, z1,... } converge para a
raiz r

» Definicao (Ordem de Convergéncia): Uma sequéncia {z,, | n > 0}
¢ dita convergir com ordem p > 1 para um ponto 7 se
Ir — x| <c|r—xp_1/|P
para uma constante ¢ > 0.
» Sendo ¢ < 1, entdo diz-se que
» Se p = 1: convergéncia linear
» Se 1 < p < 2: convergéncia super-linear

» Se p = 2: convergéncia quadratica
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Método da Bissegao

Método da Bissecdo — Ordem de Convergéncia

» No Método da Bisse¢do o erro cai pela metade (em média) a cada
iteracdo, ou seja,
|r — 1

Ir — 1] — 2
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Método da Bissegao

Método da Bissecdo — Ordem de Convergéncia

» No Método da Bisse¢do o erro cai pela metade (em média) a cada
iteracdo, ou seja,
|r — 1

Ir — 1] — 2

Assim,
1
| — x| < §|7“ — Tp—1|

e verifica-se que este método tem ordem de convergéncia p =1
(linear)

Ana Paula Calculo Numérico



Revisao

Revisao
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Revisao
» Introducgao
» Definicdo de raiz

» Existéncia de ao menos uma raiz no intervalo [a,b] quando f(x) é
continua e f(a)f(b) <0

» Unicidade da raiz no intervalo
» Determina¢do de um intervalo que contenha alguma raiz

» Critério de parada
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Revisao
» Método da Bissecdo

» Utiliza a ideia da existéncia de ao menos uma raiz no intervalo [a, b]
quandof(x) é continua e f(a)f(b) < 0 (convergéncia garantida)

» O intervalo é divido ao meio a cada iteracdo
> Limite de erro é obtido diretamente

» Ordem de convergéncia linear
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Revisao

Fontes

» Curso de Célculo Numérico - UFJF
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