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Aula Anterior

» Decomposicdo LU
» A matriz de coeficientes é decomposta em L e U

» L é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal principal
unitarios

» U é uma matriz triangular superior

v

Substituindo A por LU entdo a solu¢do pode ser obtida resolvendo
dois sistemas triangulares

» Ly=b

» Ux=y

v

A decomposicdo n3o envolve o vetor b
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» Decomposicdo LU com Pivotamento Parcial

» Vetor com as permutacdes das linhas
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Decomposicao de Cholesky

» As operacoes aritméticas da Decomposicao LU podem ser
simplificadas ao explorar caracteristicas da matriz de coeficientes

» A Decomposicdo de Cholesky leva em conta que A é
> simétrica
» positiva definida

» A Decomposicdo de Cholesky é importante pois muitas matrizes com
essas caracteristicas surgem em aplicacdes de engenharias e ciéncias
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Decomposicdao de Cholesky

» Definicao (Matriz Simétrica):
Uma matriz real A quadrada de ordem n é simétrica se

A=AT,

ou seja, aij:aji,Vi:1,...,nej:1,...,n.
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» Definicao (Matriz Simétrica):
Uma matriz real A quadrada de ordem n é simétrica se

A=AT,
ouseja,aij:aji,Vi:1,...,nej:1,...,n.
» Por exemplo,
4 1 2
A=1{1 3 0| =A"
2 0 5
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» Definicao (Matriz Simétrica):
Uma matriz real A quadrada de ordem n é simétrica se

A=AT,
ou seja, a,ij:aji,Vi:1,...,nej:1,...,n.

» Por exemplo,
4 1 2
A=1|1 3 0| =AT
2 0 5

» Definicao (Matriz Positiva Definida):
Uma matriz real A quadrada de ordem n é positiva definida se

xTAx > 0,Vx # 0
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» Verificando se uma matriz é positiva definida

1. Critério de Sylvester:
Uma matriz real e simétrica A é positiva definida, se e somente se,
det(Ag) >0,VE=1,...,n,

onde Ay é o menor principal de ordem k da matriz A
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Decomposicdao de Cholesky canenoncow it
» Verificando se uma matriz é positiva definida

1. Critério de Sylvester:
Uma matriz real e simétrica A é positiva definida, se e somente se,
det(Ag) >0,VE=1,...,n,
onde Ay é o menor principal de ordem k da matriz A
2. Uma matriz real A é positiva definida, se e somente se, todos os pivos

utilizados durante o processo de Eliminacdo de Gauss sem troca de
linha ou coluna forem positivos
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» Exemplo 1
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Verifique se a matriz que segue é simétrica e positiva definida.

4 1

1 3
2 0

2
0
5)
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Exemplo

» Exemplo 1
Verifique se a matriz que segue é simétrica e positiva definida.

4 1 2
1 30
2 05
» Solucdo:
Como a;j = aj; entdo A é simétrica. Além disso,
> det(A1)=4>0
> det(Ag)=11>0
> det(Ag) =43 >0
Logo, A é simétrica e positiva definida (SPD)

Ana Paula Calculo Numérico



Decomposicdo de Cholesky

Exemplo

» Exemplo 2
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Verifique se a matriz que segue é simétrica e positiva definida.

2 -1
-1 2
0 -1

0
-1
2
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Exemplo

» Exemplo 2
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Verifique se a matriz que segue é simétrica e positiva definida.

2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2

» Solucdo:
Como a;j = aj; entdo A é simétrica. Além disso,
» det(A1) =2>0
> det(A3)=3>0
> det(A3)=4>0

Logo, A é simétrica e positiva definida (SPD)

Ana Paula Calculo Numérico



DCcC
—

Decomposicdo de Cholesky
DEPARTAMENTO DE

Decomposicao de Cholesky

» Teorema:
Se A é uma matriz real simétrica e positiva definida (SPD), entdo
existe uma Udnica matriz triangular inferior G com elementos da
diagonal principal positivos, tal que

A =GGT
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Decomposicao de Cholesky
» Demonstracao:

» Se A é SPD, entdo pelo Critério de Sylvester tem-se que
det(Ay) >0,Vk=1,...,n
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» Demonstracao:

» Se A é SPD, entdo pelo Critério de Sylvester tem-se que
det(Ay) >0,Vk=1,...,n
» Portanto, todos os menores principais de A s3o ndo singulares e pelo
Teorema da Decomposicao LU, tem-se que

A=LU
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Decomposicdao de Cholesky
» Demonstracao:
» Sendo A simétrica, entdio A = AT

> Assim,

LU=A=AT =
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wu)’ =uTL”
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Decomposicdao de Cholesky
» Demonstracao:
» Sendo A simétrica, entdio A = AT

> Assim,

LU=A=AT =

LU =U"L"
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Decomposicdao de Cholesky
» Demonstracao:
» Sendo A simétrica, entdio A = AT

> Assim,
LU=A=A" = (LU)" =UTL”
LU =UTLT
L 'LU =L 'UTLT
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Decomposicdao de Cholesky
» Demonstracao:
» Sendo A simétrica, entdio A = AT

> Assim,
LU=A=A" = (LU)" =UTL”
LU =UTLT
L 'LU =L 'UTLT
UL’ =L utt (L)
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Decomposicdao de Cholesky
» Demonstracao:
» Sendo A simétrica, entdio A = AT

> Assim,
LU=A=A" = (LU)" =UTL”
LU =UTLT
L 'LU =L 'UTLT
UL’ =L utt (L)
UL =L v
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» Demonstracao:
» Nota-se que
» U (LT)71 é uma triangular superior
» L='U7 & triangular inferior
-1 , L
» Logo, U (LT) =L 'UT = D, onde D é uma matriz diagonal

» Assim,

D=UL")"
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Decom posicao de Cho|esky B, coocr b
» Demonstracao:
» Nota-se que
» U (LT)71 é uma triangular superior
» L='U7 & triangular inferior
-1 , L
» Logo, U (LT) =L 'UT = D, onde D é uma matriz diagonal

» Assim,

D=UL")"
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Decom posicao de Cho|esky B, coocr b
» Demonstracao:
» Nota-se que
» U (LT)71 é uma triangular superior
» L='U7 & triangular inferior
-1 , L
» Logo, U (LT) =L 'UT = D, onde D é uma matriz diagonal

» Assim,

D=UL")"
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Decomposicao de Cholesky B
» Demonstracao:
» Nota-se que
» U (LT)71 é uma triangular superior
» L='U7 & triangular inferior
» Logo, U (LT)f1 =L 'UT = D, onde D é uma matriz diagonal
» Assim,
D=UL")"

DL” =U (L)' L7
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Decomposicdao de Cholesky
» Demonstracao:
» Nota-se que
-1, . .
» U (L") " é uma triangular superior
1T 7 4 . .
» L7"U" é triangular inferior

» Logo, U (LT)f1 =L 'UT = D, onde D é uma matriz diagonal

» Assim,
D=UL")"
DL” =U (L)' L7
DL =U
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Decomposicao de Cholesky "
» Demonstracao:
» Resultando em

A =LU =LDL”

» Como A é SPD e L é triangular com elementos da diagonal principal
unitarios, entao

di >0Yi=1,...,n
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» Demonstracao:

» Resultando em

A =LU =LDL”

» Como A é SPD e L é triangular com elementos da diagonal principal
unitarios, entao

di; >0,Vi=1,...,n
» Portanto,
A =LDL”
_ L (D)1/2 (D)1/2 LT

—_——— ———
G GT

=GGT
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Decomposicdao de Cholesky — Obtendo a Matriz ( et

» A matriz G pode ser obtida pela definicdo de produto e igualdade de

matrizes
a1 a2 @13 ... Qin g1 O 0o ... 0 1[g11 g21 g31
a21 @G22 @23 ... Q2n ga1 g2 0 ... 0 0 922 932
as1 as2 a3z ... Q3| _ |g31 G32 G33 ... 0 0 0 ¢33
Ani  Gn2  Gn3 ... Gnn gn1 Gn2 Gn3 ... Gnn]LO O 0

» Os elementos de G podem ent3o ser determinados a cada coluna j
como:

> Determina-se o elemento da diagonal g;;

» Obtém-se os elementos abaixo de g;;

Ana Paula Calculo Numérico

adni1
agn2
gn3

Gnn



Decomposicdo de Cholesky

Decomposicdo de Cholesky — Obtendo a Matriz (

» Coluna 1

» Elemento da diagonal

2
a11 = g11 = 911 = y/a1

» Elementos abaixo da diagonal

as1

a1 = g21911 = g21 = ——
gi1

asi

as1 = g31911 = g31 = —
g11

anl

anl = gn1911 = gnl = ——
g11
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Decomposicdao de Cholesky — Obtendo a Matriz ( et
» Coluna 2

» Elemento da diagonal
2 2 _ 2
a22 = g1 + g = g22 = \/a22 — G3;

» Elementos abaixo da diagonal

= + az2 — g31921
a32 = g31921 + 932022 = g32 = T
= + _ (42 — g41921
a42 = g41921 + 942922 = g42 = B

Gn2 — gn1g21
g22

Ap2 = gn1921 + Gn2922 = Gn2 =
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Decomposicdao de Cholesky — Obtendo a Matriz ( et
» Generalizando para a coluna j

» Elemento da diagonal

J Jj—1

_ 2 - 2 2 I

ajj = Zgjk = Qjj = Zgjk + 95 = 955 =
k=1 k=1

» Elementos abaixo da diagonal (linhas i > j)

j i1
aij =Y gikGik = aij = ¥ Gikdik + 9ijdis
k=1 k=1

j—1
Q5 — Zkzl Jik ik
9jj

= Gij =

Ana Paula Calculo Numérico



Decomposicdo de Cholesky
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Decomposicdao de Cholesky — Algoritmo concnm i
Entrada: Matriz A, n
1 inicio
2 para j=1,...,n faca
3 Gij — \J @i — Y1 G
4 parai—]+1 ,n faca
9ik9g
5 L Gij <— 22“1 hoik )

Algoritmo 1: Decomposicio de Cholesky - Complexidade O(n?)
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Decomposicao de Cholesky ot
» Observa-se que

» A Decomposicdo de Cholesky realiza menos opera¢des aritméticas do
que a Decomposicdo LU

> Apesar da mesma ordem de complexidade computacional O(n3)

» Como a matriz de coeficientes A é positiva definida, entdo os calculos
de raiz quadrada podem ser realizados

» Calculo do determinante de A
A = GGT = det(A) = det(GGT)
= det(G) det(GT)
= det(G)?
= (911922 - - -gnn)2
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» Para resolver o sistema Ax = b utilizando a Decomposicao de

Cholesky
» Como Ax=b=GG'x=b
» Fazse GTx =y
> Resolve-se Gy = b

» Resolve-se GTx =y
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xemplo

» Exemplo 3
Dado o sistema de equacdes lineares que segue.

4 -2 2 Tl 8
-2 10 7| 22| = 11
2 =7 30| [z3 -31

v

Verifique se a matriz de coeficientes pode ser decomposta usando a
Decomposicdo de Cholesky

v

Decomponha A em GG7T

v

Calcule o determinante de A utilizando o resultado da decomposicdo

v

Resolva o sistema linear
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Exemplo

» Exemplo 3 - Solucdo:

» Como A = AT entdo a matriz é simétrica e sendo det(A;) =4 > 0,
det(Az) =36 > 0 e det(A3) =900 > 0, entdo a matriz de
coeficientes é SPD e a Decomposicdo de Cholesky pode ser utilizada

» A decomposicdo fica como

2 0 0] (2 -1 1
A= |-1 3 0] |0 3 -2
1 -2 5|10 0 5
» det(G)? = 900
» Soluc3o do sistema
3
X = 1
-1
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» Exemplo 4

Resolva o sistema linear que segue utilizando a decomposicio
realizada no exercicio anterior.

4 -2 2] [z 6
-2 10 -7 |a2| = |-3
2 —7 30| |3 78
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Exemplo

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Exemplo 4

Resolva o sistema linear que segue utilizando a decomposicio
realizada no exercicio anterior.

4 -2 21 |x1 6
-2 10 —7| |x2]| = |3
2 =7 30| |x3 78
» Solucdo:
1
x= 1|2
3
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» Decomposicdo de Cholesky

» Sistemas em que a matriz de coeficientes é simétrica e positiva definida

» Requer menos operacdes aritméticas do que a decomposicdo LU
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