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Aula Anterior
i

Aula Anterior

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Eliminac3o de Gauss

» Transforma o sistema linear num sistema equivalente com matriz de
coeficientes triangular superior

» Resolve o sistema equivalente utilizando substitui¢Ges retroativas
» Eliminacdo de Gauss com estratégias de pivotamento

» Evita que o pivd seja nulo e evita efeitos numéricos
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Decomposicao LU
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Decomposicio LU

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Uma matriz quadrada A pode ser decomposta como

A=LU
onde

» L é uma matriz triangular inferior com diagonal principal unitdria
» U é uma matriz triangular superior
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Decomposicio LU

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Uma matriz quadrada A pode ser decomposta como

A=LU
onde

» L é uma matriz triangular inferior com diagonal principal unitdria
» U é uma matriz triangular superior

» Assim,
Ax=b=LUx=b
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Decomposicio LU

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Uma matriz quadrada A pode ser decomposta como

A=LU
onde

» L é uma matriz triangular inferior com diagonal principal unitdria
» U é uma matriz triangular superior

» Assim,
Ax=b=LUx=b

» Definindo Ux =y, entdo pode-se resolver

Ly =b (por substitui¢des sucessivas)
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Decomposicdo LU
DEPARTAMENTO DE

Decomposicao LU
» Uma matriz quadrada A pode ser decomposta como

A=LU
onde

» L é uma matriz triangular inferior com diagonal principal unitdria
» U é uma matriz triangular superior

» Assim,
Ax=b=LUx=b

» Definindo Ux =y, entdo pode-se resolver

Ly =b (por substitui¢des sucessivas)

> e depois
Ux =y (por substituicdes retroativas)
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Decomposicio LU

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Determinante da Matriz A

det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = 1det(U) = ujjuaz. .. unn
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Decomposicdo LU — Obtencdo das Matrizes L e | S

» As matrizes L e U podem ser obtidas pela definicdo de produto e
igualdade de matrizes

aill alz als N Ain 1 0 0 e 0 U1 U112 U113
a1 a2 azs e azn l21 1 0 e 0 0 u22 u23
asi as2 ass . asn | — l31 132 1 . 0 0 0 us3s
An1 an?2 an3 oo Ann lnl lnz ln3 “es 1 0 0 0

» As matrizes podem ent3o ser obtidas na ordem:
1% linha de U

1% coluna de L

2% linha de U

2% coluna de L

vV vyVvYyy

v
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DEPARTAMENTO DE

Decomposicdo LU — Obtencdo das Matrizes L e | i

» 1% linha de U
a11 = luyy = v = an

a12 = luiz = w12 = a2

ain = lui, = U, = a1p
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Decomposicdo LU — Obtencdo das Matrizes L e | i

» 1% linha de U

a1 = luil = w1 = ann

a12 = luiz = w12 = a2

ain = lui, = U, = a1p

» 1% coluna de L

ao1
a1 = layurr = log =

U1l

a31
az1 = lz1u1; = l31 = —

U1l

anl
ap1 = lp1urn = by = —

U1y
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DEPARTAMENTO DE

Decomposicdo LU — Obtencdo das Matrizes L e | i

» 2% linha de U
azo = la1u1a + lugg = u2o = agg — la1u12

a3 = la1u13 + lugz = u23 = ag3 — la1u13

a2p = 21Uty + Uz, = Uz, = a2y, — lo1uiy
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Decomposicdo LU — Obtencdo das Matrizes L e | S

» 2% linha de U
azo = la1u1a + lugg = u2o = agg — la1u12

a3 = la1u13 + lugz = u23 = ag3 — la1u13

a2p = 21Uty + Uz, = Uz, = a2y, — lo1uiy

» 2% coluna de L
asz — l31u12
azz = l31u12 + l32U20 = l30 = —————
U922
ag2 — lagur2
a42 = lgrurs + lagusg = lyo = T
22

an2 — lp1u12
U2
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Decomposicdo LU — Obtencdo das Matrizes L e | S

» De forma geral, tem-se que

i—1
Uij = Qij — § ligurj; ©<j
k=1

7j—1
aij — E liku,

k=1 L
lij =5 1 >
Ujj
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Decomposicao LU O

Entrada: Matriz A, n

1 inicio
parai=1,...,n faca
para j =1i,...,n faca
i—1
4 Ujj < Qij — Z likukj
L k=1
5 paraj =i+ 1,...,n faca
i—1
aji— E likugi
. k=1
6 | i — e ;

Algoritmo 1: Decomposicio LU - Complexidade O(n?)

» Na pratica, L e U podem ser armazenadas sobre a matriz A
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Decomposicao LU — Via Eliminacdo de Gauss ctncon e

» A Eliminac3o de Gauss pode ser utilizada para decompor A nas
matrizes L e U

» U é a matriz triangular superior resultante

» L é a matriz triangular inferior formada pelos multiplicadores m;; e
com diagonal principal unitaria
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Decomposicio LU

CIENCIA DA COMPUTAGAO
» Passos a serem seguidos:
» Determine as matrizes L e U a partir da Eliminacdo de Gauss
» Resolva o sistema Ly = b, usando método de substituicdes sucessivas;

> Resolva o sistema Uz = y, usando método de substituicoes retroativas.
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Decomposicao LU
> Nota-se que
» A decomposicdo é realizada com complexidade O(n?)

» Os sistemas lineares com matrizes de coeficientes triangulares podem
ser resolvidos com complexidade O(n?)

» A vantagem da Decomposiciao LU é que a matriz A somente precisa
ser decomposta uma vez para resolver diversos sistemas na forma

AX:bl
AX:b2
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Exemplo
» Exemplo 1

Decomponha a matriz de coeficientes que segue em matrizes L e U
usando a Eliminac3o de Gauss.

2110
4 3 3 1
A_8795
6 79 8
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Decomposicdo LU
DEPARTAMENTO DE

Exemplo

» Exemplo 1
Decomponha a matriz de coeficientes que segue em matrizes L e U
usando a Eliminac3o de Gauss.

2110
4 3 3 1
A_8795
6 79 8

» Solu¢do:
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Exemplo
» Exemplo 1

Decomponha a matriz de coeficientes que segue em matrizes L e U
usando a Eliminac3o de Gauss.

21 1 0

43 3 1

A=ls 7 9 5

6 7 9 8

» Solu¢do:

1000 2 1 1 0
210 0 011 1
L=1y 310 ¢ Y o022
341 1 00 0 2
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Decomposicdo LU
DEPARTAMENTO DE

Exemplo

» Exemplo 2
Resolva o sistema linear que segue utilizando a Decomposicao LU e
calcule o determinante da matriz de coeficientes utilizando a
decomposicao.

1 2 -1 X1 2
2 3 -2 zo| = |3
1 -2 1 T3 0
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Decomposicdo LU
DEPARTAMENTO DE

Exemplo

» Exemplo 2
Resolva o sistema linear que segue utilizando a Decomposicao LU e
calcule o determinante da matriz de coeficientes utilizando a
decomposicao.

1 2 -1 X1 2
2 3 -2 zo| = |3
1 -2 1 T3 0

» Solucdo:

Ana Paula Calculo Numérico



Decomposicdo LU

xemplo

» Exemplo 2
Resolva o sistema linear que segue utilizando a Decomposicao LU e
calcule o determinante da matriz de coeficientes utilizando a
decomposicao.

1 2 -1 X1 2
2 3 -2 2| = |3
1 -2 1 T3 0
» Solucdo:
1 00 1 2 -1 1
L=1|2 10|, U=|0 -1 0|, x=[1| e
1 41 o 0 2 1

det(A) = U11U2U33 = —2
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Decomposicao LU com Pivotamento

Ana Paula Calculo Numérico



Dcc
—

Decomposicdao LU com Pivotamento
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Decomposicao LU com Pivotamento

» Assim como na Eliminacdo de Gauss, alguns problemas podem ser
evitados ao utilizar estratégias de pivotamento na Decomposicdo LU

» A estratégia de pivotamento parcial serd vista aqui

» O vetor de constantes b n3o participa do processo de decomposicdo

» As trocas das linhas devem ser aplicadas a ele quando o sistema
triangular estiver sendo resolvido

> Matriz de permutagdo

> Vetor de trocas — mais adequado computacionalmente
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Decomposicdao LU com Pivotamento
DEPARTAMENTO DE

Decomposicao LU com Pivotamento

» Definicdo (Matriz de Permutacao):
Uma matriz P quadrada de ordem n é uma matriz de permutac3o se
pode ser obtida permutando as colunas (ou linhas) da matriz
identidade I de ordem n.
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Decomposicdao LU com Pivotamento
DEPARTAMENTO DE

Decomposicao LU com Pivotamento

» Definicdo (Matriz de Permutacao):
Uma matriz P quadrada de ordem n é uma matriz de permutac3o se
pode ser obtida permutando as colunas (ou linhas) da matriz
identidade I de ordem n.

» Seja P uma matriz de permutacdo e A uma matriz quadrada de
ordem n, entdo

» PA é a matriz A com as linhas permutadas

» AP é a matriz A com as colunas permutadas
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Decomposicdao LU com Pivotamento

Decomposicao LU com Pivotamento

» Por exemplo, sejam

0 1 0| —1nacoluna?
P=1|0 0 1| —1nacoluna3
1 0 0] —1nacolunal

€
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CIENCIA DA COMPUTAGAO

31 4
A=1|1 59
2 6 5
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Decomposicdao LU com Pivotamento

Decomposicao LU com Pivotamento

» Por exemplo, sejam

0 1 0| —1nacoluna? 3 1 4
P=1]|0 0 1| — 1nacoluna3 e A=1]1 59
1 0 0| —-1nacolunal 2 6 5

> entao
0 1 3 1 4 1 5 9| —linha2de A
PA=(0 0 1| (1 5 9/ =12 6 5| —linha3deA
10 2 6 5 3 1 4| —linhalde A
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Decomposicdao LU com Pivotamento Parcial et

» Seja

A' =PA =LU
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Decomposicdao LU com Pivotamento
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Decomposicdao LU com Pivotamento Parcial et

» Seja

A' =PA =LU

> entdo

LUx =PAx=Pb
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Decomposicdao LU com Pivotamento

DCC
Decomposicao LU com Pivotamento Parcial et oo
» Seja
A'=PA=LU
> entdo

LUx =PAx=Pb

» Logo, o sistema é resolvido definindo Ux =y e
» resolvendo Ly = Pb

> resolvendo Ux =y
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Decomposicdao LU com Pivotamento

DCcC

Decomposicao LU com Pivotamento Parcial et oo
» Seja
A'=PA=LU
> entdo

LUx =PAx=Pb

» Logo, o sistema é resolvido definindo Ux =y e
» resolvendo Ly = Pb
» resolvendo Ux =y

» Nota-se que

det(A’) = det(LU) = det(U)
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Decomposicdao LU com Pivotamento
DEPARTAMENTO DE

Decomposicao LU com Pivotamento Parcial
» Na pratica (implementag&o)

» a matriz de permutacdo P de ordem n é representada por um vetor p
de ordem n de valores inteiros

> plk] representa o indice da coluna de P que tem o elemento da
k-ésima linha igual a 1

> D representa as trocas de linhas da matriz A

Ana Paula Calculo Numérico
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Decomposicao LU com Pivotamento Parcial

» Na pratica (implementag&o)

» a matriz de permutacdo P de ordem n é representada por um vetor p
de ordem n de valores inteiros

> plk] representa o indice da coluna de P que tem o elemento da
k-ésima linha igual a 1

> D representa as trocas de linhas da matriz A

» Por exemplo,

0 1 0| —1nacoluna? 2
P=|0 0 1| — 1nacoluna3 = p=13
1 0 0] - 1nacolunal 1
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Exemplo

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Exemplo 3

Resolva o sistema linear que segue utilizando a Decomposicao LU
com Pivotamento Parcial.

3 -4 1 1 9
1 2 2 T2| = 3
4 0 -3 T3 —2
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Decomposicdao LU com Pivotamento
DEPARTAMENTO DE

Exemplo

» Exemplo 3
Resolva o sistema linear que segue utilizando a Decomposicao LU
com Pivotamento Parcial.

3 -4 1 1 9
1 2 2 To| = 3
4 0 -3 T3 —2

» Solu¢do:
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Exemplo

» Exemplo 3
Resolva o sistema linear que segue utilizando a Decomposicao LU

com Pivotamento Parcial.

3 -4 1 1 9
1 2 2 To| = 3
4 0 -3 T3 —2
» Solu¢do:
1 0 O 4 0 -3 1
L=1{3/4 1 0|, U=1[0 —4 13/4] e x=|-1
1/4 —-1/2 1 0 0 35/8 2
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Revisao
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Revisao
DEPARTAMENTO DE

Revisao

» Decomposicdo LU
» A matriz de coeficientes é decomposta em L e U

» L é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal principal
unitarios

» U é uma matriz triangular superior

v

Substituindo A por LU entdo a solu¢do pode ser obtida resolvendo
dois sistemas triangulares

> Ly =b
» Ux = y
» A decomposicdo n3o envolve o vetor b

» Decomposicdo LU com Pivotamento Parcial
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Revisao

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Decomposicdo LU com Pivotamento Parcial

» Vetor com as permutacdes das linhas
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