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Introducao

» Uma equacao é dita linear se cada termo contém n3o mais que uma
varidvel e cada varidvel aparece na primeira poténcia

» Um sistema de equacoes lineares é um conjunto finito de equacdes
lineares nas mesmas varidveis

» Um sistema com m equagbes e n incégnitas é como

a11r1 + a12Te + -+ - + a1pxTn = by
ag1x1 + a2 + - - + ATy = by

Am121 + Ama®2 + -+ + AmnTn = by,

» onde
> a;; € R sdo os coeficientes
» b; € R s3o chamadas constantes
» z; € R sdo as varidveis do problema
»i=1,....mej=1,...,n
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Introducao

» O sistema

a1121 + ajpx2 + - - + a1y, = by
a91%1 + a22o + - - + a2, Ty = by

Am121 + AmaZ2 + -+ AmnTy = by,

» pode ser escrito em notagdo matricial como Ax = b ou

ail @12 ... Qip 1 b1
a ago . aon T2 b2
Amli Gm2  --- Qmn Tn bm
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Introducao
» Aplicavel a uma vasta gama de problemas

» Andlise de estruturas

v

Modelagem de circuitos elétricos

v

Rea¢des Quimicas (equilibrar equagdes)

» Programacdo linear e ndo-linear

v

Aprendizagem de maquina

> Regressdo e classificagdo

v

Métodos numéricos

> Interpolacdo, minimos quadrados, solu¢ido de equagdes diferenciais
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Introducao

» Exemplo

Calcular as tensdes dos néds do circuito elétrico que segue

g 30

®

127v

==o0

@

mn

i
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» As seguintes teorias serdo utilizadas na modelagem
> Lei de Kirchhoff

» A soma das correntes que passam em cada né é nula

» Lei de Ohm

> A corrente do né i para o né j é definida como
ViV,

» onde
» V é a tensdo

» R é a resisténcia

Ana Paula Calculo Numérico



Introducao

Introducao

» N6 1

ITay + 101 + 131 + 141 =0
Va—-Vi Vo-Vi Vs3-=Vi Vy—-V;
+ + +

Ra1 Ry R31 Ry
o-Vvi Vo—-Vi Va-Vi Vy-—Vp
T 1t T =0

2V 2V — 2V + Vs — VI Vi — Vi =0
—6V1 +2Vo+V3+ V=0

Ana Paula Calculo Numérico
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» N6 2
3Vi—4Ve+V3=0
» N6 3
31 + 2V, — 13V3 4+ 6V, = —254
» N6 4

Vi+2V3 -3V, =0
Caleulo Numérico
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» O circuito elétrico

uvﬁ_m
0

» pode entdo ser modelado pelo sistema de equagdes lineares

-6 2 1 1 Vi 0

3 -4 1 0 Vo | | 0

3 2 —13 6 Vs | | —254
1 0 2 -=3]||W 0
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» Resolvendo o sistema obtém-se

Vi = 25,80
Vo =31,75
Vs =49,61
Vi = 41,67
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» Exemplos:
Modelo que representa as forcas que atuam numa trelica

@4@8@12
OST & © o 2P

10t 15t 10t

1

10

> Sendo o = sen(}) = cos(}), entdo para a jungdo 2

ZFx =—afi+fatafs=0
Y F, =—afi—fs—afs=0

» Repetindo para os 10 nds, entdo um sistema linear 17x17 é gerado
Calculo Numérico
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Alguns Conceitos de Algebra Linear

» Vetores Linearmente Independentes (LI)
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» Um conjunto de vetores X1,X3,...,Xy € dito ser linearmente

independente se

c1X1+ceXa+ -+ cpxn =0

somenteseci =co=---=¢, =0

» Caso contrdrio, diz-se que o conjunto de vetores é linearmente

dependente (LD)
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DCC
Alguns Conceitos de Algebra Linear ctreh sacomocro
» Exemplo
Os vetores
2 1 3
X1 = -3 , X2 — 0 € X3 — -3
4 3 7
sao LD pois

X3 =X1+Xo=>X1+Xo—x3=0
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Alguns Conceitos de Algebra Linear concnm i
» Posto de uma Matriz

» O posto (ou rank) de uma matriz A € R™*™ é definido como o
nimero maximo de vetores linhas (ou de vetores colunas) linearmente
independentes de A.

» Nota-se que posto(A) < min(m,n)
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Alguns Conceitos de Algebra Linear

DCcC

Alguns Conceitos de Algebra Linear concnm i
» Exemplo
Seja
1 3 01
A=|54 20
6 7 2 1
» Nota-se que
» linhag = linha; + linhay

» linhas 1 e 2 sdo LI
» Logo, posto(A) = 2

» obs.: o nimero de colunas LI de uma matriz é igual ao nimero de
linhas LI dessa matriz
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i

Alguns Conceitos de Algebra Linear concnm i
» Determinante

» Determinante é uma funcdo matricial que associa a cada matriz
quadrada um escalar e pode ser obtido como

»n=1

det(A) = det [(111] = ail

»n>1

det(A) = ail det(Mll) — a2 det(Mlg) =+ (—1)”+1a1n det(Mln)
onde M;; é a matriz resultante da remogdo da linha 7 e coluna j da
matriz A
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» Definicdo: Matriz Singular

Uma matriz A com det(A) = 0 é dita singular.
Quando det(A) # 0 entdo A é dita ndo-singular.
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Alguns Conceitos de Algebra Linear

» Exemplo 1
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Calcular o determinante de uma matriz com dimensdo n = 3
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» Exemplo 1

Calcular o determinante de uma matriz com dimensdo n = 3

» Solucgdo:
ailp a2 ais 6111(022&33 - a23a32)
det(A) =det | as1 age ags | = —aiz2(aziass — azzazn)
a3l a3z as3 ai3(ag1asz — azzasy)
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Alguns Conceitos de Algebra Linear

> Inversa de uma Matriz
A inversa de uma matriz quadrada A € R"*" ¢é representada por

A~ e é definida de forma que
AAT'=ATA=1

onde I é a matriz identidade de ordem n
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DCC
Alguns Conceitos de Algebra Linear et
» Exemplo
» Sejam

» Verifica-se que
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» Considerando um sistema Ax = b, com uma matriz quadrada
A € R™" tem-se as seguintes possibilidades quanto ao nimero de
solucdes:
1. Solugdo tnica (consistente e determinado)

2. Infinitas solugBes (consistente e indeterminado)

3. Nenhuma solugdo (inconsistente)
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Classificacdo dos Sistemas Lineares

» Caso (1): solugdo dnica

{ T1+x9 =3 [1 1
ou
r1— T2 = —1

—a i i i
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Classificacdo dos Sistemas Lineares

» Caso (2): infinitas solugdes

1 +x9=1 ou 1 1
2x1 + 220 =2 2 2

s
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el

— ®x+y=1

— 2x+2y=2|

2 . i B

= i i i ;
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Classificacdo dos Sistemas Lineares concnm i

» Caso (3): sem solugdo

T1+x0 =1 1 1 | 1 .
{x1+332:4 ou [1 1][@]—[4]$ﬂxtalqueAx—b
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Existéncia e Unicidade da Solucao TR
» Teorema: Existéncia e Unicidade da Solucao
Seja A uma matriz quadrada n x n. As seguintes afirmacgdes sdo
equivalentes:
1. A1 existe
2. A lnica solugdo do sistema homogéneo Ay = 0 é y ser o vetor nulo
3. posto(A) =n
4. det(A) #0

5. dado qualquer vetor b, existe exatamente um vetor x tal que Ax =b

Ana Paula Calculo Numérico
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Existéncia e Unicidade da Solucao

» Exemplo 2
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Verifique se o sistema linear que segue tem solug¢do tnica (caso 1).

1+ a9 =3
1‘1—$2:—1
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Existéncia e Unicidade da Solugao st e

» Exemplo 2

Verifique se o sistema linear que segue tem solug¢do tnica (caso 1).

1+ a9 =3
Tr1 — T2 = —1
» Solugdo:
Como det(A) = —2 # 0 entdo existe solugdo e ela é dnica
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Existéncia e Unicidade da Solugao st e

» Exemplo 3

Verifique se o sistema linear que segue tem solug¢do tnica (caso 2).

r1+a9=1
2x1 + 239 = 2
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Existéncia e Unicidade da Solucao

» Exemplo 3
Verifique se o sistema linear que segue tem solug¢do tnica (caso 2).

T1+x0=1
2x1 + 239 = 2
» Solugdo:
Como det(A) = 0 entdo o sistema ndo tem solugdo ou a solugdo ndo
é Unica
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Existéncia e Unicidade da Solucao

» Exemplo 4
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Verifique se o sistema linear que segue tem solug¢do tnica (caso 3).

r1+a9=1
T1+x9=4
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Existéncia e Unicidade da Solucao

» Exemplo 4
Verifique se o sistema linear que segue tem solug¢do tnica (caso 3).

T1+x0=1
1 +ax9 =4
» Solugdo:
Como det(A) = 0 entdo o sistema ndo tem solugdo ou a solugdo ndo
é Unica
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Métodos Computacionais

» Serdo estudados métodos computacionais para encontrar a solucdo do
sistema de equacdes lineares Ax = b

» Considera-se aqui que A é uma matriz quadrada e n3o-singular
» Os métodos computacionais podem ser divididos em
» Métodos diretos

> Fornecem a solucdo exata do problema, a menos de erros de
arredondamento, apds um ndmero finito de operagdes

» Métodos iterativos
> Geram uma sequéncia de vetores a partir de uma aproximacio inicial e,

sob certas condi¢des, essa sequéncia converge para a solu¢do do
problema

Ana Paula Calculo Numérico
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Métodos Computacionais

» Métodos diretos

» Sistemas triangulares: substituicdes sucessivas e retroativas

» Eliminacdo de Gauss
> Estratégias de pivotamento

» Decomposicdo LU
> Estratégias de pivotamento

» Decomposicdo de Cholesky e LDLT
» Métodos iterativos

» Método de Jacobi

» Método de Gauss-Seidel

» Métodos de Relaxacdo
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Regra de Cramer
» Calcula as varidveis por meio de determinantes

» Exemplo:
Seja o sistema linear

[ an a12}[$1]:[51}
| a1 a T2 ba

» ent3o a solucdo pode ser obtida fazendo

det [ b1 ain det | A1 b1
i by a9 a2 bo
Ir1 = o =
det |: ailp a2 :| det |: ail ai2 :|
as]  a92 a1 a2

» Computacionalmente caro

> Requer que n + 1 determinantes sejam calculados

Ana Paula Calculo Numérico



Métodos Computacionais

Inversa de A

» Pode-se utilizar A~1
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» Uma vez calculada a inversa da matriz de coeficientes, entdo

Ax =b
A 'Ax =A"1p
I
x =A"lb

» Sendo o objetivo resolver o sistema ent3o existem alternativas mais

eficientes computacionalmente
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Sistemas Triangulares Inferiores concnm i

» Seja um sistema Ax = b, onde A é triangular inferior, ou seja,

l11 0 e 0 Tl b1
121 122 cee 0 ) _ bg
ln1 ln2 oo lpn Tn by,

Ana Paula Calculo Numérico
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Sistemas Triangulares Inferiores

» O sistema pode ser resolvido fazendo

b
1111:1 = b1 = I = 2L
li1
by — o1
lo11 + o229 = by = X2 = %
22

lnlxl + ln2$2 +--+ lnnxn = bn = Tp =

by = (ln11 + lnaw2 + - -

DCcC
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+ ln,n—lxn—l)

lnn

i—1
bi* E lijxj
j=1

Ti =

)
li;

» Método de substituicdes sucessivas
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Sistemas Triangulares Inferiores concocomnmo

Data: n, L, b
1 begin

2 xz[1] «— b[1]/L[1][1] ;

3 fori=2,... ndo

4 soma +— 0

5 forj=1,....,i—1do

6 L soma <— soma + L[i][j] * z[j] ;

7 x[i] «— (b[i] — soma)/Lli][7] ;

Algoritmo 1: Substituicdes sucessivas - Complexidade O(n?)
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Sistemas Triangulares Inferiores

» Exemplo 5
Resolver o sistema linear que segue.

2 0 0 0] [n 4
3 5 00| |w| _ |1
1 -6 8 0| |zz| — |48
-1 4 -3 9] |a 6
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Sistemas Triangulares Inferiores

» Exemplo 5
Resolver o sistema linear que segue.

2 0 00 1
3 5 00 )

» Resolug3o:

Ty =

Calculo Numérico
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Sistemas Triangulares Superiores i mim

» Seja um sistema Ax = b, onde A é triangular superior, ou seja,

Uil Ul ... Uln X1 b1
0 uz9 ... U2n o b2
0 0 Unn Tn b,
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» O sistema pode ser resolvido por substituicdes retroativas fazendo

bn
UpnTy = bp = T, = —
Unn
bnfl — Un—1,nTn

Up—1,n—1Tn—1 + Up—1,nTn = bnfl = Tp-1 =
Un—1,n—1

UNT + - F UL p—1Tp—1 + UIn Ty = b1
by — (u12@2 + -+ + U1 p—1Tp—1 + UI1nTy)
Uil

= T =

n
bi — E uijajj
j=i+1 .
Ti—= ———, Zzn,...,l
Usg
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Sistemas Triangulares Superiores i mim

Data: n, U, b
1 begin

2 z[n] «— b[n]/Uln][n] ;

3 fori=n—-1,...,1do

4 soma <— 0 ;

5 forj=1¢+1,...,ndo

6 L soma «— soma + Uli][j] * z[j] ;

7 x[i] «— (b[i] — soma)/U[i][i] ;

Algoritmo 2: Substituicdes retroativas - Complexidade O(n?)
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Sistemas Triangulares Superiores - Exemplo

» Exemplo 6
Resolver o sistema linear que segue.

5 -2 6 11 [n 1
0 3 7 —4| |a| |2
0 04 5| |as| |28
0 00 2| |a 8
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CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Exemplo 6
Resolver o sistema linear que segue.

5 -2 6 11 [n 1
0 3 7 —4| |a| |2
0 04 5| |as| |28
0 00 2| |a 8

» Resolug3o:

n
bi — Zj:i—i-l Uij Ly

T = . i=4,...,1
Ui

1‘1:—3

332:0

$3:2

$4:4
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Revisao

» Introducao
» Alguns Conceitos de Algebra Linear
» Sistemas Lineares

» Classificacao

» Existéncia e unicidade de solucao
» Métodos Computacionais

» Métodos Diretos

» Métodos lterativos
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» Sistemas Triangulares

» Substituicdes Sucessivas

1—1
bi — 3251 lija;
T = )
Lii

» SubstituicGes Retroativas

n
bi— §j i 1uijxj
T; =
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