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Aula Anterior
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Aula Anterior

» Introducao
» Alguns Conceitos de Algebra Linear
» Sistemas Lineares

» Classificacao

» Existéncia e unicidade de solucao
» Métodos Computacionais

» Métodos Diretos

» Métodos lterativos
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Aula Anterior

CIENCIA DA COMPUTAGAO
» Sistemas Triangulares

» Substituicdes Sucessivas

1—1
bi — 3251 lija;

Ty =
lis

, t=1,....n
» SubstituicGes Retroativas

n
bi— §j i 1uijxj
T; =
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Eliminacao de Gauss
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Eliminacdo de Gauss

» O sistema é transformado em um sistema equivalente com a matriz
de coeficientes A sendo triangular superior

» Operacdes elementares s3o utilizadas para zerar os elementos abaixo da
diagonal principal da matriz de coeficientes A

» llustracao do procedimento:
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Q@ @ 8 2
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¢
o O O e
Q@ Q@ 8 2
Q@ 8 2
ISE SIS IS
(SIS S B
¢
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S o e 2
Q@ 8 2
Q@ 2 8 2
(SN NS IS
¢
oS oo
S o e 2
o e 8 9
Q@ Q@ & 2
[SalES A IES S )

» Finalmente, o sistema resultante pode ser resolvido por meio de
substituicoes retroativas
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Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

» Definicdo (Sistema Equivalente):

Dois sistemas de equacdes lineares Ax = b e Ax = b sdo

equivalentes quando possuem a mesma solucdo x*.
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Eliminacdo de Gauss
DEPARTAMENTO DE

Eliminacdo de Gauss

» Definicdo (Sistema Equivalente):
Dois sistemas de equacdes lineares Ax = b e Ax = b sdo
equivalentes quando possuem a mesma solucdo x*.

» Teorema: )
Seja Ax = b um sistema linear. Um sistema Ax = b equivalente
pode ser obtido aplicando as seguintes operacdes elementares:
> trocar a ordem de duas equacdes

» multiplicar uma equac¢do por uma constante n3o nula

» somar uma equagdo com um mdltiplo de outra
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Eliminacao de Gauss
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Eliminacdo de Gauss

» Por exemplo

T1+x9 =2
Ir1 — Ty = 0
3.0
o T, +Ty =2
— x;—T5 =0
2.0
1.5¢
< 1.0p
0.5}
0.0
_05,

18505 10 15 20 25 3.0

Ty
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Eliminacao de Gauss
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Eliminacdo de Gauss

» Fazendo I/2 = Lo — L1, obtém-se o seguinte sistema equivalente

1+ 29 =2
*21‘2:*2

3.0,

— Ty 1y =2
— —2z,=-2

2.5r

2.0

1.5¢

1.0

Ty

0.5f

0.0

_05,

18505 10 15 20 25 3.0

Ty
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Eliminacdo de Gauss

» Seja o sistema Ax = b representado por uma matriz estendida na

forma
ailr a2 @13 ... Qi | b
az1 a2 @3 ... Q2 | bo
a1 agz azz ... as, | b3
|Gn1l Qn2 Ap3 ... Qnn bn_

» Os passos que seguem podem ser realizados para obter um sistema
linear equivalente com a matriz de coeficientes triangular superior
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Eliminacdo de Gauss

» Passo 1 (k=1): os elementos abaixo da diagonal principal na
primeira coluna sdo eliminados fazendo

a1 -
Mol = —— (supdem-se que a1 # 0)
aiy
a3l
m31 = —
a1y
anl
mnp1 = y
a1l
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Eliminacao de Gauss
DEPARTAMENTO DE

Eliminacdo de Gauss

» Passo 1 (k=1): os elementos abaixo da diagonal principal na
primeira coluna sdo eliminados fazendo

a1 -
Mol = —— (supdem-se que a1 # 0)
aiy
a3l
m31 = —
a1y
anl
mnp1 = y
a1l

> ou seja,
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Eliminacao de Gauss
DEPARTAMENTO DE

Eliminacdo de Gauss

» Passo 1 (k=1): os elementos abaixo da diagonal principal na

primeira coluna sdo eliminados fazendo
az1 ~
Mol = —— (supdem-se que a1 # 0)
arl
asi

an

m31 =

an1
mp1 = )
ail

> ou seja,
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Eliminacao de Gauss
DEPARTAMENTO DE

Eliminacdo de Gauss

» Passo 1 (k=1): os elementos abaixo da diagonal principal na

primeira coluna sdo eliminados fazendo
az1 ~
Mol = —— (supdem-se que a1 # 0)
arl
asi

an

m31 =

_ Gn1
mnl - 9
a1
> ou seja,
— a/zl . >
mi1 = —; ’L—2,...,TL
ail

» O elemento utilizado nos denominadores é chamado de pivd
> a11, heste caso
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Eliminagéo de Gauss  oesamavenTooE

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Em seguida faz-se

Lgl) = LEO) — mingo); Lgk) é a linha ¢ no passo k
> ou seja,
(1) a(J) —milag(;); j=1...,n
bg” =5 — bl
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Eliminacao de Gauss
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Eliminagéo de Gauss  oesamavenTooE

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Em seguida faz-se

Lgl) = LEO) — mingo); Lgk) é a linha ¢ no passo k
> ou seja,
(1) a(J) —milag(;); j=1...,n
bg” =5 — bl

» Assim, apds a primeira etapa tem-se
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Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

» Em seguida faz-se

Lgl) = LEO) — mingo); Lgk) é a linha ¢ no passo k

> ou seja,
al(-;) = ag)) — milag(;); i=1...,n
b = 50 — bl
» Assim, apds a primeira etapa tem-se
r (0 0 0 0 0)7
EE R I
0 a%12) a%% a%ﬁ b%1)
0 a3y ass ... as, |bg
L 0 aSQ) a%) a%z bq(zl)_
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Eliminagéo de Gauss DEPARTAMENTO DE

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Passo 2 (k=2): os elementos abaixo da diagonal principal na coluna
2 s3o eliminados fazendo
a;2 . .
Mmig = —=; 1=3,...,n e assumindo ag # 0
a2
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Eliminacao de Gauss
DCC
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Eliminacdo de Gauss

» Passo 2 (k=2): os elementos abaixo da diagonal principal na coluna
2 s3o eliminados fazendo
a;2 . .
Mmig = —=; 1=3,...,n e assumindo ag # 0
a2

» Em seguida faz-se
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Eliminacdo de Gauss

» Passo 2 (k=2): os elementos abaixo da diagonal principal na coluna
2 s3o eliminados fazendo

a;2 . .
Mmig = —=; 1=3,...,n e assumindo ag # 0

a22

» Em seguida faz-se
L? =1 — Y

> ou seja,
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Eliminagéo de Gauss  oesamavenTooE

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Passo 2 (k=2): os elementos abaixo da diagonal principal na coluna
2 s3o eliminados fazendo

a2

mig = —;

a2

Il
E,O

.,m e assumindo age # 0
» Em seguida faz-se

L? =1 — LY

> ou seja,
(2) a(J) miga%); j=2,...,n
b@) = o) — mygbV
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» Assim, apds a segunda etapa tem-se

r (0 0 0 0 0)7
EEEE |
0 ayy ass ... ay, |by
0 0 ag? - a:(,i) ng)
| 0 0 a%) agr% bg)_
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Eliminacao de Gauss
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Eliminagéo de Gauss DEPARTAMENTO DE

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Assim, apds a segunda etapa tem-se

r (0 0 0 0 0)7
EEEE |
0 ayy ass ... ay, |by
0 0 ag? - a:(,i) bgf)
| 0 0 a%) agr% bg)_

» O procedimento é ent3o repetido até o passon — 1
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Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

» Passo k (k=1, ..., n-1):

mig = ;i i=k+1,...,n e supondo agr # 0

Ak
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Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

» Passo k (k=1, ..., n-1):

mig = ;i i=k+1,...,n e supondo agr # 0

Ak

» Em seguida faz-se
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—

Eliminagéo de Gauss DEPARTAMENTO DE

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Passo k (k=1, ..., n-1):

mig = ;i i=k+1,...,n e supondo agr # 0
Gk

» Em seguida faz-se
L@(k) _ L§k71) B mikngkq)

> ou seja,
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Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

» Passo k (k=1, ..., n-1):

mig = ;i i=k+1,...,n e supondo agr # 0
Gk

» Em seguida faz-se

L@(k) _ L§k71) _ mikngkq)

> ou seja,
agf) = al(-f_l) — ika,g];_l); j=k,...,n
bgk) _ b@(k—l) _ mikb,(f_l)
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Eliminacao de Gauss

Eliminacdo de Gauss

» Passo k (k=1, ..., n-1):

mig = ;i i=k+1,...,n e supondo agr # 0
Gk

» Em seguida faz-se

L@(k) _ L§k71) B mikngkq)
> ou seja,
k k— k— .
GEJ):CL£] b_ lkal(f] 1); :ka"'vn
bgk) _ b@(k—l) _ mikb,(f_l)
» Nota-se que as linhas 1, ..., k n3o s3o alteradas
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Eliminacdo de Gauss

» Passo k (k=1, ..., n-1):

a; .
M = —%. i=k+1,...,n e supondo ax; # 0
Okk
» Em seguida faz-se
(k) _ 7 (k=1) g (k=1)
L7V =1L, — mir Ly,
> ou seja,
k k—1 k—1 .
agj) :al(-j ) —mika,gj ); i=k,...,n
k k-1 k-1
bM) = bpF D bt
» Nota-se que as linhas 1, ..., k n3o s3o alteradas
» Por fim, aplica-se o método de substituicdes retroativas ao sistema

equivalente
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Dcc

Eliminacdo de Gauss ctreh sacomocro
Entrada: Matriz A, vetor b, n
1 inicio
2 parak=1,...,n—1 faca /* Para cada passo */
3 parai=Fk+1,...,n faca /* Linhas abaixo da k-ésima */
s m— Ali][k]/AKIK] ;
5 para j = k,...,n faca /* Colunas */
6 | AL «— A[][j] —m* A[K][5] ;
7 b[i] «— b[i] — mxblk] ;
x <— retroSubstituicao(A,b,n) ; /* Resolve o sistema */
retorna x

Algoritmo 1: Eliminagdo de Gauss - Complexidade O(n?)
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Exemplo

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Exemplo 1

Resolva o sistema linear que segue utilizando o Método de Eliminacao

de Gauss.
2 3 —1 T 5
4 4 -3 9| = 3
2 -3 1| |a3 —1
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Eliminacao de Gauss
DEPARTAMENTO DE

Exemplo

» Exemplo 1
Resolva o sistema linear que segue utilizando o Método de Eliminacao

de Gauss.
2 3 —1 T 5
4 4 -3 9| = 3
2 -3 1| |a3 -1
» Solu¢do:
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Eliminacao de Gauss
DEPARTAMENTO DE

Exemplo

» Exemplo 1
Resolva o sistema linear que segue utilizando o Método de Eliminacao

de Gauss.
2 3 —1 T 5
4 4 -3 To| = 3
2 -3 1| |a3 -1
» Solu¢do:
1
x= |2
3
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Eliminacao de Gauss
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Exercicio

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Exercicio 1

Resolva o sistema linear que segue utilizando o Método de Eliminacao

de Gauss.
1 -3 2 T 11
-2 8 —1 z9| = |[—15
4 —6 5 T3 29
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Estratégias de Pivotamento
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Estratégias de Pivotamento
[——

Estratégias de Pivotamento concnm i

» O Método de Eliminacdo de Gauss requer o calculo de m;, = g;’;

» O pivd ay pode ser escolhido adequadamente
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Estratégias de Pivotamento
DEPARTAMENTO DE

Estratégias de Pivotamento

» O Método de Eliminacdo de Gauss requer o calculo de m;, = g;’;

» O pivd ay pode ser escolhido adequadamente

» Estratégias de pivotamento ajudam a evitar
> que o pivo seja nulo
> a propagac¢ao de erros numéricos

> se agy for um nimero muito pequeno (em médulo), o multiplicador
m;y, pode ficar muito grande, ampliando erros de arredondamento ao
multiplicar m;; ou gerando erros ao subtrair/somar ndmeros pequenos
de grandes
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Estratégias de Pivotamento
DEPARTAMENTO DE

Estratégias de Pivotamento

» O Método de Eliminacdo de Gauss requer o calculo de m;, = g;’;

» O pivd ay pode ser escolhido adequadamente

» Estratégias de pivotamento ajudam a evitar
> que o pivo seja nulo
> a propagac¢ao de erros numéricos

> se agy for um nimero muito pequeno (em médulo), o multiplicador
m;y, pode ficar muito grande, ampliando erros de arredondamento ao
multiplicar m;; ou gerando erros ao subtrair/somar ndmeros pequenos
de grandes

» O pivotamento garante que |m;x| < 1
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Estratégias de Pivotamento
DEPARTAMENTO DE

Estratégias de Pivotamento

» O Método de Eliminacdo de Gauss requer o calculo de m;, = g;’;

» O pivd ay pode ser escolhido adequadamente

» Estratégias de pivotamento ajudam a evitar
> que o pivo seja nulo
> a propagac¢ao de erros numéricos

> se agy for um nimero muito pequeno (em médulo), o multiplicador
m;y, pode ficar muito grande, ampliando erros de arredondamento ao
multiplicar m;; ou gerando erros ao subtrair/somar ndmeros pequenos
de grandes

» O pivotamento garante que |m;x| < 1
» Existem duas formas de pivotamento
» Pivotamento Parcial

» Pivotamento Total
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Pivotamento Parcial

CIENCIA DA COMPUTAGAO
» No inicio de cada passo k

procura-se r tal que |a,x| = max |a|
i€lk,n]

» Em seguida, as linhas k£ e r s3o trocadas e o algoritmo continua

U=

o O e
o O R
L 2 2
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Estratégias de Pivotamento
[——

Pivotamento Parcial oeeamranTo0E

CIENCIA DA COMPUTAGAO
» No inicio de cada passo k

procura-se r tal que |a,x| = max |a|
i€lk,n]

» Em seguida, as linhas k£ e r s3o trocadas e o algoritmo continua

» Ou seja, o pivd é escolhido de modo que seja o elemento de maior
valor absoluto na coluna k&

» considerando as linhas (i > k) que ainda podem ser operadas

U=

o O e
o O R
L 2 2
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Estratégias de Pivotamento
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Pivotamento Parcial

» No inicio de cada passo k

procura-se r tal que |a,x| = max |a|
ic

k7]
» Em seguida, as linhas k£ e r s3o trocadas e o algoritmo continua

» Ou seja, o pivd é escolhido de modo que seja o elemento de maior
valor absoluto na coluna k&

» considerando as linhas (i > k) que ainda podem ser operadas

» Nota-se que se houver apenas candidatos a pivo nulos entdo

U=

o O e
o O R
L 2 2
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Pivotamento Parcial oeeamranTo0E

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» No inicio de cada passo k

procura-se r tal que |a,x| = max |a|
i€lk,n]

» Em seguida, as linhas k£ e r s3o trocadas e o algoritmo continua

» Ou seja, o pivd é escolhido de modo que seja o elemento de maior
valor absoluto na coluna k&

» considerando as linhas (i > k) que ainda podem ser operadas
» Nota-se que se houver apenas candidatos a pivo nulos entdo

» det(U) =0 = U é singular = A é singular

a
a
a

Ana Paula Calculo Numérico
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Exemplo

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Exemplo 2 Resolva esse sistema linear via o Método de Eliminagdo
de Gauss com Pivotamento Parcial.

1 2 3 1 6
-3 2 1 €T = 0
1 -1 1 T3 1
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Exemplo

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Exemplo 2 Resolva esse sistema linear via o Método de Eliminagdo
de Gauss com Pivotamento Parcial.

1 2 3 1 6
-3 2 1 €T = 0
1 -1 1 T3 1

» Solucdo:
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Exemplo

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Exemplo 2 Resolva esse sistema linear via o Método de Eliminagdo
de Gauss com Pivotamento Parcial.

1 2 3 T 6
-3 2 1 i) = 0
1 -1 1 T3 1
» Solucdo:
1
x= |1
1
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Exercicio e

» Exercicio 2
As operacoes aritméticas devem ser realizadas numa maquina
F(10,3,—10,10) com arredondamento e com representagcdo para o
zero. Ao resolver o sistema linear que segue utilizando o Método de
Elimina¢do de Gauss sem Pivotamento obtém-se xT = [0 2,5]
(verifique). Entretanto, essa solug¢do é invélida. Resolva o sistema
usando o Método de Eliminacdo de Gauss com Pivotamento Parcial.

e -
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Estratégias de Pivotamento
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Pivotamento Total

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» O pivd é o maior elemento (em mddulo) entre os que ainda atuam no
processo de eliminagdo
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Estratégias de Pivotamento
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Pivotamento Total e

» O pivd é o maior elemento (em mddulo) entre os que ainda atuam no
processo de eliminagdo

» No inicio de cada passo k

procura-se a linha r e a coluna s tal que |a,s| =  ma ;]
ic[k, n],JG[k n]

» Em seguida, as linhas k£ e 7, e as colunas k e s sdo trocadas e o
algoritmo continua
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Pivotamento Total e

» O pivd é o maior elemento (em mddulo) entre os que ainda atuam no
processo de eliminagdo

» No inicio de cada passo k

procura-se a linha r e a coluna s tal que |a,s| =  ma ;]
ic[k, n],JG[k n]

» Em seguida, as linhas k£ e 7, e as colunas k e s sdo trocadas e o
algoritmo continua
» Observacoes
> a troca das colunas afeta a ordem das variaveis

» o pivotamento total ndo é muito adotado por causa do alto esforco
computacional requerido na busca pelo pivo

» o pivotamento parcial é geralmente satisfatério
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Estratégias de Pivotamento

CIENCIA DA COMPUTAGAO

Pivotamento Parcial Pivotamento Total

( ) <

maior elemento

em valor absoluto maior elemento

em valor absoluto
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DEPARTAMENTO DE
CIENCIA DA COMPUTAGAO

Revisao
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Revisao
i

Revisao

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Eliminac3o de Gauss

» Transforma o sistema linear num sistema equivalente com matriz de
coeficientes triangular superior

» Resolve o sistema equivalente utilizando substitui¢Ges retroativas
» Eliminacdo de Gauss com estratégias de pivotamento

» Evita que o pivd seja nulo e evita efeitos numéricos
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Fontes

CIENCIA DA COMPUTAGAO

» Curso de Célculo Numérico - UFJF
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