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Complexidade Assintotica

* Na analise de algoritmos, na maioria das vezes
usa-se o estudo da complexidade assintotica,
ou seja, analisa-se o algoritmo quando o
valor de n tente a infinito

* Nesse caso, nao € necessario se preocupar
com as constantes e termos de menor
crescimento

* Usa-se notacOes especiais para representar a
complexidade assintotica



Notacao ®

e Limite assintotico firme

O(g(n)) = { f(n) : there exist positive constants ¢y, ¢z, and ny such that
0<cign) < f(n) <cyg(n)foralln = ny} .

cag(n)

f(n) = 0O(g(n))



Notacao ®

|
* Exemplo: §n2—3n=®(n2)

* E necessario encontrar constantes c, ¢, e n,
tais que:

2 1 2 P
Cn S En —3n<c,n” Vnzn,
1 3 O lado direito é satisfeito com c, = 1/2 para
n maior ou iguala 1
¢ <———X C, &
2 n _ O lado esquerdo é satisfeito com ¢, = 1/14 para

n maior ou iguala 7

Logo, a equagdo é satisfeita com ¢; =1/2, ¢, = 1/14
e n,iguala?7




Notacao O

e Limite assintotico superior

O(g(n)) = {f(n) : there exist positive constants ¢ and 1y such that
0< f(n)<cg(n)foralln > ney}.

cg(n)
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n

f(n)=0(g(n))



Notacao O

* Apesar de muito usada na literatura como
limite firme, a notacao O é mais fraca que a
notacao ©®

— f(n) = ®(g(n)) implica em f(n) = O(g(n)), mas ndo o
contrario

— 0(g(n)) < O(g(n))
e Como é um limite superior, € muito usado
para o pior caso. Ex.

— O insercdo é O(n?), para qualquer entrada.



Notacao €2

e Limite assintotico inferior

Q(g(n)) = { f(n) : there exist positive constants ¢ and 1, such that
0<cg(n)< f(n)foralln = ne} .

f(n)

cgln)

n

Mg

f(n) = Q(g(n))



Notacao €2

Também mais fraca que ©®

Limite inferior, portanto pode ser usado para o
melhor caso

Insercao é €)(n), para qualquer entrada

Teorema:

Para quaisquer duas funcoes f(n) e g(n),
teremos f(n) = ®(g(n)) se e somente se

f(n) =0(g(n)) e f(n) = Q(g(n))



Notacoeso e w

Representam, respectivamente limites
superiores e inferiores estritos

* Notacao o:

o(g(n)) = { f(n): forany positive constant ¢ > 0, there exists a constant
ng > Osuchthat 0 < f(n) <cg(n)foralln > ngy} .
. f(n)
[im

n—0C g(;;}

=18

* Notacao w:

w(g(n)) =14 f(n): for any positive constant ¢ > 0, there exists a constant
ne > Osuch that 0 < cg(n) < f(n)foralln > ne} .
. i)
[im
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Propriedades

* Transitividade

f(n) = O(g(n)) and ¢
f(n) = O(g(n)) and ¢
f(n) = S2(g(n)) and
f(n) = o(g(n)) and ¢
f(n) = w(g(n)) and ¢
Reflexividade
f(n) = O(f(n))
fn) = O(f(n)
fn] = KW{fn))

(h(n))
O(h(n))
Q(h(n))
o(h(n))

w(h(n))

imply

I
imply
imply
}
I

imp

imply

L

f(n)
fm)
fn)
fm)
fn)

(h(n))
O(h(n))
Q(h(n))
o(h(n))
w(h(n))



Propriedades

* Simetria
f(n)=0(g(n)) ifandonly if g(n) = O(f(n))

* Simetria transposta

fi(n)
f(mn)

O(g(n)) if and only if g(n)

Q(f(n))
o(g(n)) itandonlyif g(n) = w(f(n))



Propriedades

 Com essas propriedades, € possivel fazer uma
analogia entre a comparacao das funcoes
assintoticas fe g e a comparacao de numeros
reaisaeb

f(n)= 0O(g(n)) islike a<b
f(n)= Q(g(n)) islike a=0>b
f(n)=0O(g(n)) islike a=2>h
1
1

f(n)=o0(gn)) islike a < b
f(n)=w(gn)) islike a=>b



Classes de Comportamento

Assintotico

« Em geral, € interessante agrupar os algoritmos / problemas em
Classes de Comportamento Assintotico, que vao determinar a
complexidade inerente do algoritmo

=« Como explicado, o comportamento assintotico € medido quando o
tamanho da entrada (n) tende a infinito, com isso, as constantes sao
ignoradas e apenas o componente mais significativo da funcao de
complexidade é considerado

« Quando dois algoritmos fazem parte da mesma classe de
comportamento assintético, eles sao ditos equivalentes. Nesse
caso, para escolher um deles deve-se analisar mais cuidadosamente
a funcao de complexidade ou o seu desempenho em sistemas reais



Principais Classes de Problemas

f(n) = 0(1)

— Algoritmos de complexidade O(1) sao ditos de complexidade
constante.

— Uso do algoritmo independe de n.

— As instrucdes do algoritmo sao executadas um numero fixo de

vezes.



Principais Classes de Problemas

f(n) = O(log n).

— Um algoritmo de complexidade O(log n) é dito ter complexidade
logaritmica.

— Tipico em algoritmos que transformam um problema em outros
menores.

— Pode-se considerar o tempo de execu¢ao como menor que uma
constante grande.

— Quando n é mil, log,n = 10, quando n € 1 milhdo, log,n = 20.

— Para dobrar o valor de log n temos de considerar o quadrado de n.
— A base do logaritmo muda pouco estes valores: quandon é 1
milhdo, o log,n € 20 e o log,,n € 6.



Principais Classes de Problemas

f(n) = O(n)

— Um algoritmo de complexidade O(n) é dito ter complexidade
linear.

— Em geral, um pequeno trabalho é realizado sobre cada elemento de
entrada.

— E a melhor situacdo possivel para um algoritmo que tem de
processar/produzir n elementos de entrada/saida.

— Cada vez que n dobra de tamanho, o tempo de execucao dobra.



Principais Classes de Problemas

f(n) = O(n log n)

— Tipico em algoritmos que quebram um problema em outros
menores, resolvem cada um deles independentemente e ajuntando
as solucoes depois.

— Quando n é 1 milhdo, nlog,n é cerca de 20 milhdes.

— Quando n é 2 milhdes, nlog,n e cerca de 42 milhGes, pouco mais

do que o dobro.



Principais Classes de Problemas

f(n) = O(n?)

— Um algoritmo de complexidade O(n?) é dito ter complexidade
quadratica.

— Ocorrem quando os itens de dados sao processados aos pares,
muitas vezes em um anel dentro de outro.

— Quando n é mil, o numero de operacdes é da ordem de 1 milhao.

— Sempre que n dobra, o tempo de execucao € multiplicado por 4.

— Uteis para resolver problemas de tamanhos relativamente
peguenos.



Principais Classes de Problemas

f(n) = O(n®)

— Um algoritmo de complexidade O(n?3) é dito ter complexidade
cubica.

— Uteis apenas para resolver pequenos problemas.

— Quando n é 100, o numero de operacoes € da ordem de 1
milhao.

— Sempre que n dobra, o tempo de execucao fica multiplicado
por 8.



Principais Classes de Problemas

f(n) = 0(2")

— Um algoritmo de complexidade O(2") é dito ter complexidade
exponencial.

— Geralmente nao sao uteis sob o ponto de vista pratico.

— Ocorrem na solucao de problemas quando se usa forgca bruta para
resolvé-los.

— Quando n é 20, o tempo de execucao é cerca de 1 milhdao. Quando n

dobra, o tempo fica elevado ao quadrado.



Principais Classes de Problemas

f(n) = O(n!)

— Um algoritmo de complexidade O(n!) é dito ter complexidade
exponencial, apesar de O(n!) ter comportamento muito pior do que
O(2").

— Geralmente ocorrem quando se usa for¢a bruta para na solucao do
problema.

—n=20=>20!=2432902008176640000, um numero com 19 digitos.

—n =40 => um numero com 48 digitos.



Comparacao de Funcoes de

Complexidade
Fungdo Tamanho »
de custo 10 20 30 40 a0 a0
- 0.00001 | 0.00002 | 0,00003 | 000004 | 0,00005 | 000006
5 5 5 5 5 5
7 0.0001 0.0004 0.0009 0,0016 0,0.35 0,0036
5 5 5 5 5 5
o 0,001 0,008 0,027 0,64 0,125 0.316
5 5 5 5 5 5
nB 0,1 3.2 243 1.7 0,2 13
5 5 5 min min min
g 0,001 1 17,9 12,7 32,7 366
5 5 min dias anos SEC.
qn 0,059 28 68,5 3855 108 102
5 min anos SEc. Sec. SEC.




Comparacao de Funcoes de

Complexidade

Funcéo de | Computador | Computador | Computador
custo atual 100 vezes 1.000 vezes
de tempo mais rapido | mais rapido
1 th 100 1000 £,
n? £y 10 & 31,6ty
1> ts 4 6ig 10 t5
i ts ta+ 6.6 ty + 10
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Para Casa

e Ler capitulo 3 do Cormen

* Resolver os seguintes exercicios:

1. Sejam as funcoes f(n) e g(n) assintoticamente
nao negativas. Usando as definicdes basicas

da notacao ®, prove que:

O( f(n) + g(n) ) = max( f(n), g(n) )

2. 201 = O(21)? 22 = O(2")?



