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Recursividade e Equacdes de
Recorréncia

Prof. Luiz Chaimowicz

Algoritmos Recursivos

* Um procedimento recursivo é aquele que chama
a si mesmo direta ou indiretamente

* Normalmente possui duas partes
— Uma ou mais chamadas recursivas
— Condigdo de Parada

* Vantagens:

— implementagdo mais simples, normalmente direta a
partir da definicdo do problema

¢ Desvantagens:
— Custo das chamadas recursivas / pilha de ativagdo

Exemplo Classico 1

* Fatorial:
n!=n*(n-1)! p/n>0
ol=1 p/ n=0
* EmC
Custo:
inthlzat(:ngg;: n { Tempo: O(n)
retarn 1- Espaco: O(n) ®
else Imol =
return n * Fat(n-1); .mp e.mentagao
} iterativa gasta
©(1) de espago...

Exemplo Classico 2 =2

* Série de Fibonnaci:

F.=F.1+F. n>2,
Fo=F, =1

De quando ndo se deve
usar recursividade

-1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89...
Custo: ©(¢n) 1?!
FibCint n) {

it (n<2) Implementagdo
return 1; iterativa gasta
else ©(n) de tempo e
return Fib(n-1)+Fib(n-2); ©(1) de espago...
} [ 20 [ 30 [ 50 100
Recursiva | 1seg 2 min | 21dias | 10" anos

Mterativa | 1/3 mseg | 1/2 mseg | 34 mseg | 1.5 mseg

Algoritmos Dividir para Conquistar

* Algoritmos que dividem o problema em varios
subproblemas menores que sdo resolvidos
recursivamente (detalhes com o Prof. Wagner)

* Normalmente possuem um custo equivalente aos
algoritmos iterativos, que requerem o uso de
estruturas auxiliares (pilhas, etc)

* Exemplo: Mergesort: MprGe-SorT(A. p.r)

I ifp<r
2 g = p+r)2]

3 MERGE-SORT(A. p.g)

4 MERGE-SORT(A.q + 1.7)

5 MERGE(A, p.g.r)
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Andlise de Algoritmos Recursivos

* A analise de algoritmos recursivos consiste na
representacgdo do seu custo através de uma
equacdo de recorréncia e na resolugdo desta
equagao

* EquacOes de Recorréncia
— Descrevem o custo de resolver um problema de

tamanho n em termos da solugdo de problemas
menores

— Exigem um ferramental matematico em sua
resolugdo

Andlise de Algoritmos Recursivos

* Representacdo através da recorréncia

— Requer um entendimento dos custos envolvidos
na chamada recursiva e demais operagdes

* Resolugdo da equagdo de recorréncia

— Requer o uso de diferentes métodos:
* “Expansdo de termos” (ou “método iterativo”)
* Teorema Mestre
* Método da Substituicdo
» Método da Arvore de Recursdo

Analise do Fatorial

int Fat (int n) { Expansdo de termos:

'frgc‘:;g)l; T(n) =T(n-1) + ¢
else T(n-1)=T(n-2)+c¢
return n * Fat(n-1); .
b T(2)=T(1)+c
T(1) =T(0) + ¢
T(0)=d
T(n)=T(n-1)+c p/n>0
{T(n) =d p/ n<0 T(n) = c+c+...4+c+d
T(n)=nc+d
T(n) = ©(n)

Anadlise do Mergesort

MERGE-SORT(A. p.r)

I ifp<r

2 g = [(p+r)2]

3 MERGE-SORT(A. p.g)

4 MERGE-SORT{A.g + 1.1)
5 MERGE(A, p.g.r)

Alguns Detalhes:

T(n)=2*T(n/2)+n p/n>1
{ (n) (n/2) P « N poténcia de 2

Tn)=1 p/ n=1
» Algumas vezes caso
base é omitido

Resolvendo por Expansao

Substituindo os termos :
T(n)=2'T(n/2")+in
Caso base:

T(n)=2T(n/2)+n
TA) =1

Expandindo a equacéo
T(n)=2T(n/2)+n T(n/2)>T(Q)
2T(n/2) =4T(n/4)+n | n/2'=1—>i=log,n

4T (n/4) =8T(n/8)+n | Logo:

: T(n)=2T(n/2')+in
=2""%"1+ (log, n).n
=n+n.log, n=06(n.log, n)

27T (n/2' ) =
=2'T(n/2')+n

Teorema Mestre

Teorema Mestre: Sejama > 1 &b > 1 constantes, f(n) uma funcéo
assintoticamente positiva e T'(n) uma medida de complexidade
definida sobre os inteiros. A solugéo da equacéo de recorréncia:

para b uma poténcia de n é:

1. T(n) = ©(n"=), se f(n) = O(n'#“~*) para alguma constante ¢ > 0,
2. T(n) = ©(n*%%logn), se f(n) = O(n'=),

3. T(n) = O(f(n)), s& f(n) = Q(n'*=+¢) para alguma constante ¢ > 0,

eseaf(n/b) < cf(n) para alguma constante ¢ < 1 e todo » a partir
de um valor suficientemente grande.
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Teorema Mestre

Intuicdo: a funcdo f(n) é comparada com n'°%.% e
a maior das duas fungdes é a solucdo da
recorréncia. No caso das duas fungGes serem
equivalentes, a solucdo é n'9,2 multiplicada
por um fator logaritmico

Detalhes: nos casos 1 e 3, a fungdo f(n) deve ser
polinomialmente menor / maior do que n'eg.=,
Além disso, a fungdo deve satisfazer uma
condicdo de regularidade.

Teorema Mestre - Exemplos

T(n)=9T(n/3)+n
ondea=9, b= 3 f(n)=nen B =nP%" —Q(n?).

O caso 1 se aplica porque f(n) = O(n*2*—) = O(n),onde ¢ = 1, e a
solugdo é T(n) = B(n?).

T(n)=3T(n/4)+nlog n

ondea=3,b=4, f(n) =nlogn & n'&* = plotat = o7,

O caso 3 se aplica porque f(n) = Q(n°=4<), onde e ~ 0.207 &
af(n/b) =3(n/4)log(n/4) < cf(n) = (3/4)nlogn, parac=3/4en
suficientemente grande.

Teorema Mestre - Exemplos

T(n)=2T(n/2)+n-1

ondea=2,b=2, f(n)=n—1en" =npkw? —Q(n).

O caso 2 se aplica porque f(n) = @(n'*%%) = @(n), & a solugéo &
T(n) =0O(nlogn).

T(n)=3T(n/3)+nlog n

ondea=3,b=3, f(n)=nlogne nlogse = plogsd — .

O caso 3 néo se aplica porque, embora f(n) = nlogn seja
assintoticamente maior do que n'°%® = n, a fung&o f(n) n&o é
polinomialmente maior: a razéo f(n)/n'*%* = (nlogn)/n =logn &
assintoticamente menor do que »° para qualquer constante e positiva.

Método da Substituicao

* Dois passos:
— Estimar (“chutar”) uma solugdo
— Usar indugdo matematica para mostrar que o

“chute” é vilido
uuuuuuuuuuuuu

* Pode ser usada para estabelecer limites
superiores e inferiores para a recoréncia
* Possiveis problemas
— Estimacdo da solugdo
— Cuidados na aplicagdo da indugao

Método da Substituicdao - Exemplo

T(n)=2T(n/2)+n
Chute: T(n)=0(nlgn)
Devemos provar portanto que: T (n) < c.nlgn

Vamos comegar com o passo indutivo, mostrando que: se a

a solugao é verdadeira para todo m < n especialmente para
n/ 2 ela é valida para T(n). Isso é feito substituindo-se T(n/2)
na equacéo de recorréncia:

T(n/2)<cn/2lg(n/2)
T(n)<2(cn/21g(n/2))+n

T(n)<cnlg(n/2)+n
=cnlgn-cnlg2+n
=cnlgn—-cn+n

T(n)<cnlgnparac>1

Método da Substituicdao - Exemplo

Agora é necessario mostrar que a solugéo € valida para o
caso base T(1) = 1.

O problema é que ela nédo é vélida!
T(n)<cnlgn—->T(@)<c.llgl=0

Para resolver esse problema, basta lembrar que a notagéo
assintotica exige que: T (n) <c.n Ig nvnzn,
Portanto, basta escolher outro caso base, como T(2). Pela
equagao de recorréncia, se T(1) = 1 entédo T(2) = 4.

Logo podemos mostrar que T (2)<c.2lg?2
é valida para c = 2. Portando, a solugao T(n) = O(n.lg(n) )
funciona
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Método da Arvore de Recursio

* Aplicando-se a recursdao, monta-se uma arvore
onde cada nd representa o custo de um
subproblema.

* Expandindo-se a arvore, pode-se obter a soma
de todos os custos de cada nivel e depois do
problema como um todo.

* De certa forma funciona como uma
visualizacdo do método da “expansao de
termos” apresentado inicialmente.

Arvore de Recursdo - Exemplo

4 2N

) +on it

e it =1 N
Tin) = I i = / \\

o(n.lg(n)) ) R T —

Total: cn lgn+ n

Comentarios Gerais sobre os Métodos

¢ Segundo Cormen, os métodos da
substituicdo e do Teorema Mestre sao
preferiveis.

— O método iterativo deve ser usado com cuidado
para evitar erros na expansdo de simplificacdo
de termos

— O método da arvore de recursdo ndo é um
método matemadtico formal, portanto deve ser
usado em conjunto com outros métodos

“Para Casa”

¢ Ler capitulo 4 do Cormen (énfase nos métodos
de resolucdo de equagdes de recorréncia).
Leia também o capitulo 2 do Nivio com a
mesma énfase.

* Resolver os seguintes exercicios:

Escolha algumas (todas?) equacgdes de
recorréncia do livro e as resolva (exercicios:
4.5-1, 4-1, 4-3)




