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Analise Probabilistica

¢ Consiste no uso de probabilidades na analise
do tempo de execuc¢do de algoritmos,
principalmente no caso médio

* Considera que a varia¢do dos dados de
entrada segue alguma distribuicdo de
probabilidades e computa o tempo médio de
execugdo sobre todas as entradas

Exemplo: the hiring problem

e Queremos contratar um novo funcionario para
uma posicdo estratégica da empresa e para isso
usamos uma agéncia de colocagdo

* A agéncia manda funciondrios para entrevista. A
cada uma, pagamos um valor c; para a agéncia

¢ Para cada funcionario contratado, temos custos
envolvidos com a demissdo e contratagdo: ¢,
—-c,>¢

e Apesar disso, a nossa estratégia é sempre estar
com o melhor funciondrio para a posigao

HIRE-ASSISTANT (1)
1 bhest =0 A candidate 0 is a least-gqualified dummy candidate
2 fori = lton

interview candidate i C.
4 if candidate 7 is better than candidate fbesr
5 best = i

6 hire candidate § Ch

Qual o “custo financeiro” desse algoritmo?

O(c;n + ¢,m), para m contratagdes, onde m varia com a
ordem das entrevistas

Considerando apenas o custo das contratagdes:

Pior caso: O(c,n) —> Contrata todos, do pior ao melhor

Melhor caso: O(c,) —> O primeiro é o melhor

Andlise Probabilistica

E na média, qual o custo de contratagao?

¢ Para a analise probabilistica, vamos considerar
que a distribuigdo dos candidatos é aleatdria

¢ Mais formalmente:

— Existe uma ordenacdo da qualidade dos funcionarios
rank(1), rank(2), ..., rank(n)

—Aentrada<l, 2, ..., n>é uma permutagdo dessa lista
ou seja, um sorteio de 1 em n! possibilidades

— Uniform Random Permutation

Probabilidades

(Revisdo de Probabilidades: ver apéndice C)

Informalmente, dado um espago amostral S, a
probabilidade nos fornece a “chance” de um
evento A acontecer onde A é subconjunto de S
Exemplo: Cara (H) ou Coroa (T)

S={H, T}, Pr{H} =%, Pr{T}=%»

Uma variavel aleatéria é uma fungdo que
associa eventos de um espago amostral S a
numeros reais x. X(s) = x
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Probabilidades

Exemplo: considere jogar 2 dados distintos.
Existem 36 eventos e a probabilidade de cada
um é Pr{s} =1/36.

Vamos definir uma varidvel aleatdria X como o
maior dos dois valores obtidos nos dados.
Qual é Pr{x=3}?

Pr{X=3}=5/36

Eventos: (1,3), (2,3), (3,3), (3,2), (3,1)

Probabilidades

O valor esperado de uma variavel aleatéria é
dado por: E[X]=) x.Pr{X =x}

Exemplo: suponha um jogo de cara ou coroa onde
uma moeda é jogada duas vezes. Ganhamos $3 para
cada cara (H) e perdemos $2 a cada coroa (T).
Qual o valor esperado de uma variavel aleatéria X que
representa o nosso lucro?
E[x]= 6.Pr{2H} + 1.Pr{1H,1T} — 4.Pr{2T}

=6.(1/4) +1.(1/2) - 4.(1/4) =1

Varidvel Aleatoria Indicadora

Fornece uma forma conveniente de converter
entre probabilidades e valores esperados.

Uma variavel aleatdria indicadora | de um
evento A é definida como:

I{A} = | 1, se A ocorrer
0, se A ndo ocorrer

Lema 5.1: Dado um espago amostral S e um
evento A, seja X, = I{A}. Entao E[X_ ] = Pr{A}

Andlise: the hiring problem

Considerando que os funciondrios chegam em
ordem aleatdria para entrevista, qual o
numero esperado de vezes que contratamos
um novo funcionario?

— #vezes que as linhas 5 e 6 sdo executadas

Seja X uma variavel aleatdria que representa o
numero de vezes que contratamos um
funcionario.O valor esperado de X é dado por:

E[X]:Zn:x.Pr{X =X}

Analise: the hiring problem

Para simplificar os calculos, vamos considerar n
variaveis aleatérias indicadoras representando
a contratacdo de cada candidato i

X; = l{candidato i é contratado}
= |1, seiécontratado
0, se i ndo é contratado

Logo: X=X;+X,+... + X,

Analise: the hiring problem

Pelo lema 5.1, temos que:
E[X] = Pr{X;} = Pr{candidato i é contratado}
Um candidato i é contratado quando ele é

melhor que todos os i-1 que vieram antes dele,
ou seja, ele é o melhor dentre i candidatos

Como a ordem de chegada é aleatdria, a chance
dele ser o melhor dentre os i é 1/i

Logo: E[X;] = Pr{candidato i é contratado} = 1/i




Analise: the hiring problem

Resolvendo E[X] com um pouco de matematica...

E [X] E [Z X,-i| (by equation (5.2))

i=1

n
Z E|[Xi] {(by linearity of expectation)

i=1

n
= E | ."’I. i
i=1

= Inn+ O(1) (by equation (A 7)) .

Il

(by equation (5.3))

|
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Analise: the hiring problem

HIRE-ASSISTANT (1)

1 best =0 J candidate 0 is a least-gualified dummy candidate
2 fori = lton
interview candidate i
4 if candidate ¢ is better than candidate best
5 best = §
6 hire candidate §

Portanto, no caso médio, o custo das contrata¢des
é: O(c,In(n)) , que é muito melhor que o pior caso

| | Requer que a distribuicdo inicial
dos candidatos seja aleatéria

Algoritmos Randomizados

¢ O que acontece se nao for possivel conhecer a
distribuicdo dos dados de entrada?
— Podemos impor uma distribuigdo!

Algoritmos Randomizados:

De forma geral, um algoritmo randomizado
tem o seu comportamento definido ndo sé
pela entrada mas pelo uso de um gerador de
numeros aleatdrios

Algoritmos Randomizados

No caso do hiring problem, podemos garantir
a distribuicdo fazendo uma permutagdo
aleatdria do vetor de entrada no inicio

RANDOMIZED-HIRE- ASSISTANT (1)

I | randomly permute the list of candidates|

3 fori = lton

4 interview candidate §

5 if candidate 7 is better than candidate besr
[ hest = i

[ hire candidate ¢

2 best =10 A candidate 0 is a least-gqualified dummy candidate

Algoritmos Randomizados

¢ Em um algoritmo deterministico, para uma mesma
entrada é sempre produzida a mesma saida

¢ No algoritmo randomizado, isso ndo ocorre
— Pode ser interessante para “fugir” do pior caso
— O algoritmo funciona sempre no caso médio

e Podemos aplicar as técnicas de andlise probabilistica
sem a necessidade de se conhecer a distribui¢do da
entrada

¢ Possivel problema: custo para randomizar

Custo para permutar um vetor

PERMUTE-BY-SORTING(A)
I n = Alength
2 let P[1..n] be anew array Q

: nlgn
3 fori = lton ( g )
4 P[i] = RaNDOM(1.n?%)
5 sort A, using P as sort keys

RANDOMIZE-IN-PLACE(A)
I n = Alength

2 fori =lton ®(n)
3 swap Ali] with A[RANDOM(i. n)]

Prova de que ambos funcionam no livro...




Para Casa

e Ler Capitulo 5 do Cormen
¢ Fazer outros exercicios: ex. 5.3.4
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