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Análise	
  Amor2zada	
  
(Cap.	
  17	
  CLRS)	
  

Prof.	
  Luiz	
  Chaimowicz	
  

Análise	
  Amor2zada	
  

•  Ú2l	
  quando	
  se	
  tem	
  uma	
  sequência	
  de	
  
operações	
  sobre	
  alguma	
  estrutura	
  de	
  dados,	
  
sendo	
  algumas	
  “caras”	
  e	
  outras	
  “baratas”	
  

•  Em	
  uma	
  análise	
  de	
  complexidade	
  simples,	
  a	
  
operação	
  cara	
  pode	
  elevar	
  erroneamente	
  o	
  
custo	
  do	
  pior	
  caso	
  

•  Com	
  a	
  análise	
  amor2zada	
  é	
  possível	
  mostrar	
  
que	
  o	
  custo	
  amor*zado	
  da	
  operação	
  é	
  menor,	
  
quando	
  consideradas	
  todas	
  as	
  operações	
  

Análise	
  Amor2zada	
  

•  A	
  análise	
  amor2zada	
  não	
  é	
  a	
  análise	
  do	
  caso	
  
medio	
  que,	
  como	
  vimos,	
  envolve	
  a	
  análise	
  de	
  
probabilidades	
  sobre	
  diferentes	
  entradas	
  

•  A	
  análise	
  amor2zada	
  é	
  a	
  análise	
  do	
  pior	
  caso,	
  
mas	
  considerando	
  que	
  em	
  uma	
  sequência	
  de	
  
operações	
  os	
  custos	
  diferentes	
  se	
  compensam	
  	
  

Análise	
  Amor2zada	
  

•  3	
  Métodos	
  principais:	
  
– Análise	
  Agregada	
  
– Método	
  Contábil	
  (accoun&ng)	
  
– Método	
  do	
  Potencial	
  

Análise	
  Agregada	
  

•  Na	
  análise	
  agregada	
  mostra-­‐se	
  que	
  uma	
  
sequência	
  de	
  n	
  operações	
  tem	
  o	
  custo	
  T(n)	
  

•  No	
  pior	
  caso,	
  o	
  custo	
  médio	
  (ou	
  amor2zado)	
  
de	
  cada	
  operação	
  é	
  T(n)/n	
  

•  Nessa	
  análise	
  o	
  custo	
  amor2zado	
  de	
  todas	
  as	
  
operações	
  é	
  igual,	
  mesmo	
  sendo	
  o	
  custo	
  real	
  
diferente	
  

Exemplo:	
  operações	
  sobre	
  uma	
  Pilha	
  

•  Operações	
  comuns,	
  custo	
  O(1):	
  
– Push(S,x):	
  empilha	
  o	
  item	
  x	
  na	
  pilha	
  S	
  
– Pop(S):	
  desempliha	
  o	
  top	
  da	
  pilha	
  S	
  

•  Nova	
  Operação	
  
– Mul*pop(S,k):	
  desempilha	
  k	
  itens	
  da	
  pilha	
  
– Custo:	
  min(n,k),	
  para	
  n	
  itens	
  na	
  pilha	
  O(n)	
  	
  
	
  

	
  
Mul&pop(S,k)	
  

	
  while	
  not	
  Vazia(S)	
  and	
  K>0	
  
	
   	
  pop(S)	
  
	
   	
  k=k-­‐1	
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Exemplo:	
  operações	
  sobre	
  uma	
  Pilha	
  

•  Considerando	
  todas	
  as	
  operações	
  possíveis,	
  
no	
  pior	
  caso,	
  qual	
  o	
  custo	
  de	
  n	
  operações	
  
sobre	
  a	
  Pilha?	
  

•  Mul2pop	
  é	
  O(n):	
  n.O(n)	
  =	
  O(n2).	
  Correto?	
  
•  Correto,	
  mas	
  esse	
  pior	
  caso	
  não	
  é	
  firme!	
  
•  Usando	
  a	
  análise	
  agregada,	
  pode-­‐se	
  obter	
  um	
  
limite	
  mais	
  firme,	
  considerando	
  que	
  as	
  outras	
  
operações	
  “compensam”	
  essa.	
  

Exemplo:	
  operações	
  sobre	
  uma	
  Pilha	
  

•  Apesar	
  de	
  uma	
  operação	
  mul2pop	
  ser	
  O(n),	
  
uma	
  sequência	
  qualquer	
  de	
  operações	
  push,	
  
pop	
  e	
  mul2pop	
  em	
  uma	
  pilha	
  vazia	
  é	
  O(n)	
  
– Só	
  podemos	
  desempilhar	
  um	
  item	
  que	
  foi	
  
empilhado.	
  Portanto	
  para	
  n	
  operações,	
  temos	
  no	
  
máximo	
  n	
  itens:	
  O(n).	
  

•  Fazendo-­‐se	
  a	
  análise	
  agregada,	
  o	
  custo	
  
“médio”	
  de	
  cada	
  operação	
  é	
  O(n)/n	
  =	
  O(1)	
  

Exemplo:	
  Contador	
  Binário	
  

Análise amortizada: método contábil

Exemplo: Contador binário

A
5 4 3 2 1 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1

em vermelho: bits que mudam de valor quando somo 1

264

k−1 3 2 1 0

INCREMENT (A, k)

1 i← 0

2 enquanto i < k e A[i] = 1

3 faça A[i]← 0

4 i← i + 1

5 se i < k

6 então A[i]← 1

custo = tempo = número de bits alterados ≤ k
265

Seqüência de n chamadas de INCREMENT:

INCR INCR · · · INCR INCR INCR

︸ ︷︷ ︸

n

• custo total ≤ nk

• a estimativa é exagerada

• vou mostrar que custo total é ≤ n

• vou mostrar que custo amortizado de uma operação é 1

266

Exemplo com k = 6 e n = 16:

A
5 4 3 2 1 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0
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Custo:	
  	
  
número	
  de	
  bits	
  inver2dos	
  =	
  O(k)	
  

Exemplo:	
  Contador	
  Binário	
  

•  n	
  chamadas	
  do	
  procedimento	
  increment	
  
– n.O(k)	
  =	
  O(n.k).	
  

•  Mas	
  quando	
  se	
  analisa	
  a	
  sequência	
  de	
  operações,	
  
observa-­‐se	
  que	
  o	
  custo	
  total	
  é	
  menor:	
  
– A[0]	
  é	
  inver2do	
  n	
  vezes	
  
– A[1]	
  é	
  inver2do	
  n/2	
  vezes	
  
– A[2]	
  é	
  inver2do	
  n/4	
  vezes	
  …	
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0 0 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0 11
0 0 0 0 0 0 1 02
0 0 0 0 0 0 1 13
0 0 0 0 0 1 0 04
0 0 0 0 0 1 0 15
0 0 0 0 0 1 1 06
0 0 0 0 0 1 1 17
0 0 0 0 1 0 0 08
0 0 0 0 1 0 0 19
0 0 0 0 1 0 1 010
0 0 0 0 1 0 1 111
0 0 0 0 1 1 0 012
0 0 0 0 1 1 0 113
0 0 0 0 1 1 1 014
0 0 0 0 1 1 1 115
0 0 0 1 0 0 0 016

A[0]A[1]A[2]A[3]A[4]A[5]A[6]A[7]
Counter

value
Total
cost

1
3
4
7
8

10
11
15
16
18
19
22
23
25
26
31

0

Figure 17.2 An 8-bit binary counter as its value goes from 0 to 16 by a sequence of 16 INCREMENT
operations. Bits that flip to achieve the next value are shaded. The running cost for flipping bits is
shown at the right. Notice that the total cost is always less than twice the total number of INCREMENT
operations.

operations on an initially zero counter causes AŒ1! to flip bn=2c times. Similarly,
bit AŒ2! flips only every fourth time, or bn=4c times in a sequence of n INCREMENT
operations. In general, for i D 0; 1; : : : ; k ! 1, bit AŒi ! flips bn=2ic times in a
sequence of n INCREMENT operations on an initially zero counter. For i " k,
bit AŒi ! does not exist, and so it cannot flip. The total number of flips in the
sequence is thus
k!1X

iD0

j n

2i

k
< n

1X

iD0

1

2i

D 2n ;

by equation (A.6). The worst-case time for a sequence of n INCREMENT operations
on an initially zero counter is therefore O.n/. The average cost of each operation,
and therefore the amortized cost per operation, is O.n/=n D O.1/.

= 2n = O(n) 
Custo	
  amor*zado	
  	
  
por	
  operação	
  é	
  	
  
O(n)	
  /	
  n	
  =	
  O(1)	
  

Método	
  Contábil	
  

•  No	
  	
  método	
  contábil	
  atribui-­‐se	
  um	
  custo	
  
fichcio	
  (amor2zado)	
  a	
  cada	
  operação,	
  que	
  
pode	
  ser	
  maior	
  ou	
  menor	
  que	
  o	
  custo	
  real	
  
– ĉi:	
  custo	
  amor2zado	
  da	
  operação	
  i	
  
– ci:	
  real	
  da	
  operação	
  i	
  

•  Em	
  uma	
  sequência	
  de	
  n	
  operações	
  a	
  	
  
seguinte	
  condição	
  deve	
  ser	
  sa2sfeita:	
  

•  A	
  estrutura	
  de	
  dados	
  armazena	
  o	
  “saldo”	
  das	
  
operações,	
  que	
  ajuda	
  a	
  “pagar”	
  operações	
  
mais	
  caras	
  

456 Chapter 17 Amortized Analysis

Exercises
17.1-1
If the set of stack operations included a MULTIPUSH operation, which pushes k
items onto the stack, would the O.1/ bound on the amortized cost of stack opera-
tions continue to hold?
17.1-2
Show that if a DECREMENT operation were included in the k-bit counter example,
n operations could cost as much as ‚.nk/ time.
17.1-3
Suppose we perform a sequence of n operations on a data structure in which the i th
operation costs i if i is an exact power of 2, and 1 otherwise. Use aggregate analysis
to determine the amortized cost per operation.

17.2 The accounting method

In the accounting method of amortized analysis, we assign differing charges to
different operations, with some operations charged more or less than they actu-
ally cost. We call the amount we charge an operation its amortized cost. When
an operation’s amortized cost exceeds its actual cost, we assign the difference to
specific objects in the data structure as credit. Credit can help pay for later oper-
ations whose amortized cost is less than their actual cost. Thus, we can view the
amortized cost of an operation as being split between its actual cost and credit that
is either deposited or used up. Different operations may have different amortized
costs. This method differs from aggregate analysis, in which all operations have
the same amortized cost.

We must choose the amortized costs of operations carefully. If we want to show
that in the worst case the average cost per operation is small by analyzing with
amortized costs, we must ensure that the total amortized cost of a sequence of oper-
ations provides an upper bound on the total actual cost of the sequence. Moreover,
as in aggregate analysis, this relationship must hold for all sequences of opera-
tions. If we denote the actual cost of the i th operation by ci and the amortized cost
of the i th operation by yci , we require

nX

iD1

yci !
nX

iD1

ci (17.1)

for all sequences of n operations. The total credit stored in the data structure
is the difference between the total amortized cost and the total actual cost, or

Exemplo:	
  pilha	
  

	
   	
  Custo	
  Real	
   	
  Custo	
  Amor2zado	
  
Push	
   	
   	
  1 	
   	
   	
  2 	
   	
  	
  
Pop 	
   	
   	
  1 	
   	
   	
  0	
  
Mul2pop 	
  	
  	
  	
  	
  min(n,k)	
   	
   	
  0	
  
	
  
•  Cada	
  operação	
  push	
  deixa	
  um	
  “crédito”	
  de	
  1	
  
que	
  será	
  usado	
  pela	
  operação	
  pop	
  ou	
  mul2pop.	
  	
  

•  Começando	
  com	
  uma	
  pilha	
  vazia,	
  a	
  condição	
  
	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  é	
  sa2sfeita	
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Exemplo:	
  Pilha	
  

•  Para	
  qualquer	
  sequência	
  de	
  n	
  operações	
  Push,	
  
Pop	
  e	
  Mul2pop	
  o	
  custo	
  amor*zado	
  total	
  é	
  
menor	
  que	
  2n	
  =	
  O(n)	
  

•  Como	
  o	
  custo	
  amor*zado	
  é	
  um	
  limite	
  
superior	
  do	
  custo	
  real,	
  considerando-­‐se	
  n	
  
operações,	
  temos	
  que	
  o	
  custo	
  real	
  das	
  
operações	
  também	
  é	
  O(n)	
  

Método	
  Potencial	
  

•  Define-­‐se	
  uma	
  função	
  que	
  representa	
  a	
  
“Energia	
  Potencial”	
  acumulada	
  na	
  estrutura	
  

•  Seja	
  ci	
  uma	
  operação	
  e	
  Di	
  o	
  estado	
  da	
  
estrutura	
  após	
  a	
  aplicação	
  de	
  ci	
  em	
  Di-­‐1	
  

•  A	
  função	
  Φ	
  representa	
  o	
  potencial	
  
•  Definimos	
  o	
  custo	
  amor2zado	
  de	
  uma	
  
operação	
  como	
  o	
  custo	
  real	
  acrescido	
  da	
  
mudança	
  de	
  potencial	
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17.2-2
Redo Exercise 17.1-3 using an accounting method of analysis.
17.2-3
Suppose we wish not only to increment a counter but also to reset it to zero (i.e.,
make all bits in it 0). Counting the time to examine or modify a bit as ‚.1/,
show how to implement a counter as an array of bits so that any sequence of n
INCREMENT and RESET operations takes time O.n/ on an initially zero counter.
(Hint: Keep a pointer to the high-order 1.)

17.3 The potential method

Instead of representing prepaid work as credit stored with specific objects in the
data structure, the potential method of amortized analysis represents the prepaid
work as “potential energy,” or just “potential,” which can be released to pay for
future operations. We associate the potential with the data structure as a whole
rather than with specific objects within the data structure.

The potential method works as follows. We will perform n operations, starting
with an initial data structure D0. For each i D 1; 2; : : : ; n, we let ci be the actual
cost of the i th operation and Di be the data structure that results after applying
the i th operation to data structure Di!1. A potential function ˆ maps each data
structure Di to a real number ˆ.Di /, which is the potential associated with data
structure Di . The amortized cost yci of the i th operation with respect to potential
function ˆ is defined by
yci D ci Cˆ.Di / ! ˆ.Di!1/ : (17.2)
The amortized cost of each operation is therefore its actual cost plus the change in
potential due to the operation. By equation (17.2), the total amortized cost of the n
operations is

nX

iD1

yci D
nX

iD1

.ci Cˆ.Di / ! ˆ.Di!1//

D
nX

iD1

ci Cˆ.Dn/ ! ˆ.D0/ : (17.3)

The second equality follows from equation (A.9) because the ˆ.Di / terms tele-
scope.

If we can define a potential function ˆ so that ˆ.Dn/ " ˆ.D0/, then the total
amortized cost Pn

iD1 yci gives an upper bound on the total actual cost Pn
iD1 ci .

Método	
  Potencial	
  

•  Para	
  uma	
  sequência	
  de	
  n	
  operações:	
  

•  Definindo	
  um	
  potencial	
  Φ	
  tal	
  que	
  Φ(Dn)≥Φ(Do),	
  
temos	
  que	
  o	
  custo	
  amor2zado	
  vai	
  ser	
  um	
  limite	
  
superior	
  para	
  o	
  custo	
  real	
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nX

iD1

yci D
nX

iD1

.ci Cˆ.Di / ! ˆ.Di!1//

D
nX

iD1

ci Cˆ.Dn/ ! ˆ.D0/ : (17.3)

The second equality follows from equation (A.9) because the ˆ.Di / terms tele-
scope.

If we can define a potential function ˆ so that ˆ.Dn/ " ˆ.D0/, then the total
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Exemplo:	
  Pilha	
  

•  Vamos	
  definir	
  uma	
  função	
  potencial	
  tal	
  que	
  Φ	
  
seja	
  o	
  número	
  de	
  itens	
  na	
  pilha.	
  Logo	
  
– Φ(D0)	
  =	
  0	
  
– Φ(Di)	
  ≥	
  0,	
  para	
  todo	
  i	
  pois	
  o	
  número	
  de	
  elementos	
  
da	
  pilha	
  nunca	
  é	
  nega2vo	
  

•  Portanto	
  o	
  custo	
  amor2zado	
  é	
  um	
  limite	
  
superior	
  para	
  o	
  custo	
  real	
  

Exemplo:	
  Pilha	
  

Analisando	
  o	
  custo	
  amor2zado	
  de	
  cada	
  operação:	
  
•  Push:	
  a	
  diferença	
  de	
  potencial	
  causada	
  pela	
  
operação	
  em	
  uma	
  pilha	
  com	
  s	
  elementos	
  é	
  
Φ(Di)	
  -­‐	
  Φ(Di-­‐1)	
  =	
  (s	
  +	
  1)	
  –	
  s	
  =	
  1	
  
O	
  custo	
  da	
  operação	
  é	
  portanto:	
  

	
  	
  	
  	
  ĉi	
  =	
  ci	
  +	
  Φ(Di)	
  -­‐	
  Φ(Di-­‐1)	
  =	
  1	
  +	
  1	
  =	
  2	
  
•  Pop:	
  fazendo	
  um	
  raciocínio	
  similar	
  
Φ(Di)	
  -­‐	
  Φ(Di-­‐1)	
  =	
  (s	
  –	
  1)	
  –	
  s	
  =	
  -­‐1	
  

	
  	
  	
  	
  ĉi	
  =	
  ci	
  +	
  Φ(Di)	
  -­‐	
  Φ(Di-­‐1)	
  =	
  1	
  -­‐	
  1	
  =	
  0	
  
	
  

Exemplo:	
  Pilha	
  

•  Mul2pop:	
  a	
  operação	
  mul2pop	
  em	
  uma	
  pilha	
  
com	
  s	
  items	
  remove	
  k’	
  =	
  min	
  (s,k)	
  items	
  da	
  pilha.	
  
Logo	
  a	
  diferença	
  de	
  potencial	
  é	
  
	
  Φ(Di)	
  -­‐	
  Φ(Di-­‐1)	
  =	
  -­‐k'	
  
O	
  custo	
  da	
  operação	
  é	
  portanto:	
  
ĉi	
  =	
  ci	
  +	
  Φ(Di)	
  -­‐	
  Φ(Di-­‐1)	
  =	
  k’	
  –	
  k’	
  =	
  0	
  

•  Logo,	
  o	
  custo	
  amor*zado	
  das	
  3	
  operações	
  	
  
é	
  O(1)	
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Exemplo	
  Pilha	
  

•  Em	
  uma	
  sequência	
  de	
  n	
  operações	
  quaisquer	
  
sobre	
  a	
  pilha,	
  temos	
  que	
  o	
  custo	
  total	
  
amor2zado	
  é	
  n.O(1)	
  =	
  O(n)	
  

•  Como	
  o	
  custo	
  amor2zado	
  é	
  um	
  limite	
  superior	
  
para	
  o	
  custo	
  real,	
  temos	
  que	
  o	
  custo	
  real	
  
também	
  é	
  O(n).	
  


