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Andlise Amortizada
(Cap. 17 CLRS)

Prof. Luiz Chaimowicz

Analise Amortizada

+ Util quando se tem uma sequéncia de
operagdes sobre alguma estrutura de dados,
sendo algumas “caras” e outras “baratas”

* Em uma andlise de complexidade simples, a
operacdo cara pode elevar erroneamente o
custo do pior caso

* Com a analise amortizada é possivel mostrar
gue o custo amortizado da operagdo é menor,
quando consideradas todas as operagoes

Analise Amortizada

* A analise amortizada ndo é a analise do caso
medio que, como vimos, envolve a analise de
probabilidades sobre diferentes entradas

* A analise amortizada é a andlise do pior caso,
mas considerando que em uma sequéncia de
operagdes os custos diferentes se compensam

Analise Amortizada

* 3 Métodos principais:
— Anadlise Agregada
— Método Contabil (accounting)
— Método do Potencial

Andlise Agregada

* Na analise agregada mostra-se que uma
sequéncia de n operagbes tem o custo T(n)

* No pior caso, o custo médio (ou amortizado)
de cada operacgdo é T(n)/n

* Nessa analise o custo amortizado de todas as
operacdes é igual, mesmo sendo o custo real
diferente

Exemplo: operagdes sobre uma Pilha

* Operagdes comuns, custo O(1):
— Push(S,x): empilha o item x na pilha S
— Pop(S): desempliha o top da pilha S
* Nova Operagao
— Multipop(S,k): desempilha k itens da pilha
— Custo: min(n,k), para n itens na pilha O(n)

Multipop(S,k)
while not Vazia(S) and K>0
pop(S)
k=k-1
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Exemplo: operagdes sobre uma Pilha

* Considerando todas as operagdes possiveis,
no pior caso, qual o custo de n operagdes
sobre a Pilha?

* Multipop € O(n): n.O(n) = O(n?). Correto?

* Correto, mas esse pior caso ndo é firme!

* Usando a andlise agregada, pode-se obter um
limite mais firme, considerando que as outras
operagdes “compensam” essa.

Exemplo: operacdes sobre uma Pilha

¢ Apesar de uma operagdo multipop ser O(n),
uma sequéncia qualquer de operagdes push,
pop e multipop em uma pilha vazia é O(n)

— S6 podemos desempilhar um item que foi
empilhado. Portanto para n operagdes, temos no
maximo n itens: O(n).

* Fazendo-se a andlise agregada, o custo
“médio” de cada operacdo é O(n)/n = 0(1)

Exemplo: Contador Binario

A k-1 3210
543210
000000
000001 INCREMENT (A4, k)
000010 1 <0
000011 2 enquantoi<ke Ali] =1
000100 3 faca Afi] <0
000101 4 i—i+1
000110 5 sei<k
000111 6 entdo Afi] — 1
001000
001001 Custo:

numero de bits invertidos = O(k)

Exemplo: Contador Binario

* n chamadas do procedimento increment
—n.0(k) = O(n.k).
* Mas quando se analisa a sequéncia de operacses,
observa-se que o custo total é menor:
— A[0] é invertido n vezes
— A[1] é invertido n/2 vezes
— A[2] é invertido n/4 vezes ...

k-1 Custo amortizado

i: L’%J < n i i’ =2n=0(n) por operagao é
i=0 2 i=0 2 O(n) /n=0(1)

Método Contabil

* No método contabil atribui-se um custo
ficticio (amortizado) a cada operacgdo, que
pode ser maior ou menor que o custo real
— & custo amortizado da operagdo i
—¢;: real da operagdo i
* Em uma sequéncia de n operacgdes a S o> Xn:cf
seguinte condi¢do deve ser satisfeita: i= =
* A estrutura de dados armazena o “saldo” das
operagdes, que ajuda a “pagar” operagoes
mais caras

Exemplo: pilha

Custo Real Custo Amortizado
Push 1 2
Pop 1 0
Multipop  min(n,k) 0

* Cada operagdo push deixa um “crédito” de 1
que serd usado pela operagdo pop ou multipop.
* Comeg¢ando com uma pilha vazia, a condicao
dYoaz=) e é satisfeita
i=1

i=1
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Exemplo: Pilha

* Para qualquer sequéncia de n operagdes Push,
Pop e Multipop o custo amortizado total é
menor que 2n = O(n)

Como o custo amortizado é um limite
superior do custo real, considerando-se n
operagdes, temos que o custo real das
operagdes também é O(n)

Método Potencial

Define-se uma func¢do que representa a
“Energia Potencial” acumulada na estrutura

Seja ¢, uma operagdo e Di o estado da
estrutura apds a aplicagdo de c,em D,
A fungdo @ representa o potencial

Definimos o custo amortizado de uma
operagdao como o custo real acrescido da
mudanga de potencial

G =c¢i + ®(D;) — (D) .

Método Potencial

Para uma sequéncia de n operagoes:

Yoo = Y e+ (D)~ d(D;-y))
i=1

i=1

= e+ O(Dy) — (Do) -
i=1
Definindo um potencial @ tal que @(D,)>®(D,),
temos que o custo amortizado vai ser um limite
superior para o custo real

Exemplo: Pilha

Vamos definir uma fung¢do potencial tal que @

seja o numero de itens na pilha. Logo

—®(D,) =0

— @(D,) 2 0, para todo i pois 0 nimero de elementos
da pilha nunca é negativo

Portanto o custo amortizado é um limite

superior para o custo real

Exemplo: Pilha

Exemplo: Pilha

Analisando o custo amortizado de cada operacgao: * Multipop: a operagdao multipop em uma pilha
com s items remove k’ = min (s,k) items da pilha.
Logo a diferenca de potencial é
(D) -®(D,,)=-k'

O custo da operacdo é portanto:
&=c¢,+®D)-®(D, )=k —k'=0

* Push: a diferenca de potencial causada pela
operagdo em uma pilha com s elementos é
@Q[D)-®(D,,)=(s+1)-s=1
O custo da operagdo é portanto:
&=c¢+®(D)-O[D,;)=1+1=2

* Pop: fazendo um raciocinio similar
®(D)-®(D,;,)=(s-1)-s=-1
&=¢+@(D)-®([D,,;)=1-1=0

* Logo, o custo amortizado das 3 operagées
é0(1)
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Exemplo Pilha

* Em uma sequéncia de n operagdes quaisquer
sobre a pilha, temos que o custo total
amortizado é n.0(1) = O(n)

* Como o custo amortizado é um limite superior
para o custo real, temos que o custo real
também é O(n).




