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Prefacio

Este texto cobre o material para um curso de um semestre de Geometria Analitica e Algebra Linear
ministrado nos primeiros semestres para estudantes da area de Ciéncias Exatas. O texto pode, mas
n&o é necessario, ser acompanhado do programa MATLAB® *.

O conteldo é dividido em seis capitulos. O Capitulo 1 trata das matrizes e sistemas lineares. Agui
todas as propriedades da algebra matricial sdo demonstradas. A resolucdo de sistemas lineares é
feita usando somente o método de Gauss-Jordan (transformando a matriz até que ela esteja na forma
escalonada reduzida). Este método requer mais trabalho do que o método de Gauss (transformando a
matriz, apenas, até que ela esteja na forma escalonada). Ele foi o escolhido, por que também é usado
no estudo da inversao de matrizes no Capitulo 2. Neste Capitulo é também estudado o determinante,
que é definido usando cofatores. As demonstracdes dos resultados deste capitulo podem ser, a
critério do leitor, feitas somente para matrizes 3 x 3.

O Capitulo 3 trata de vetores no plano e no espaco. Os vetores sao definidos de forma geométrica,

*MATLAB® & marca registrada de The Mathworks, Inc.

Vii



Viii Contelido

assim como a soma e a multiplicacao por escalar. Sdo provadas algumas propriedades geometrica-
mente. Depois séo introduzidos sistemas de coordenadas de forma natural sem a necessidade da
definicdo de base. Os produtos escalar e vetorial sao definidos também geometricamente. O Capitulo
4 trata de retas e planos no espaco. Sao estudados angulos e distancias entre retas e planos.

O Capitulo 5 cobre a teoria dos espacos euclidianos. O conceito de dependéncia e independéncia
linear é introduzido de forma algébrica, acompanhado da interpretacdo geométrica para os casos de
R? e R3. Aqui séo estudadas as posicdes relativas de retas e planos como uma aplicacéo do conceito
de dependéncia linear. Sdo também tratados os conceitos de geradores e de base de subespacos.
Sao abordados também o produto escalar e bases ortonormais. O Capitulo & terminado com mudanca
de coordenadas preparando para o Capitulo de diagonalizacao.

O Capitulo 6 traz um estudo da diagonalizacdo de matrizes em geral e diagonalizacdo de matrizes
simétricas através de um matriz ortogonal. E feita uma aplicagao ao estudo das se¢Oes conicas.

Os exercicios estdo agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém
exercicios que sao resolvidos fazendo calculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um com-
putador ou de uma maquina de calcular. Os “Exercicios Teoricos”, qgue contém exercicios que reque-
rem demonstragdes. Alguns sdo simples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complemen-
tam a teoria e geralmente sdo acompanhados de sugestdes. Os “Exercicios usando o MATLAB®”,
que contém exercicios para serem resolvidos usando o MATLAB® ou outro software. Os comandos
necessarios a resolucao destes exercicios sao também fornecidos juntamente com uma explicacao
rapida do uso. Os exercicios numéricos sao imprescindiveis, enquanto a resolucao dos outros, de-
pende do nivel e dos objetivos pretendidos para o curso.

O MaTLAB® & um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB® = MATrix LABo-
ratory). Os comandos do MATLAB® s&o muito proximos da forma como escrevemos expressdes
algébricas, tornando mais simples o seu uso. Podem ser incorporados as rotinas pré-definidas,
pacotes para calculos especificos. Um pacote chamado gaal com fun¢des que séo direciona-
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das para o estudo de Geometria Analitica e Algebra Linear pode ser obtido através da internet no
endereco http://www.mat.ufmg.br/“regi, assim como um texto com uma introducdo ao MA-
TLAB® e instrugdes de como instalar o pacote gaal. Mais informacdes sobre o que o MATLAB® é
capaz, podem ser obtidas em [4, 28].

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo” para que o aluno possa avaliar 0s seus
conhecimentos. Os Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB® estéo resolvidos apos
o Gltimo capitulo utilizando o MATLAB®. Desta forma o leitor que no estiver interessado em usar o
software pode obter apenas as respostas dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum interesse,
pode ficar sabendo como os exercicios poderiam ser resolvidos fazendo uso do MATLAB® e do pacote
gaal.

O programa MATLAB® pode ser adquirido gratuitamente na compra do livro “Student Edition of
MATLAB Version 5 for Windows” - Book and CD-ROM edition [28], por exemplo na Amazon.com
(bttp://www.amazon. com).

Gostaria de agradecer aos professores que colaboraram apresentando correcdes, criticas e su-
gestdes, entre eles Dan Avritzer, Joana Darc A. S. da Cruz, Francisco Dutenhefner, Jorge Sabatucci,
Seme Gebara, Alexandre Washington, Vivaldo R. Filho, Hamilton P. Bueno, Paulo A. F. Machado,
Helder C. Rodrigues, Nikolai A. Goussevskii, Israel Vainsencher, Leopoldo G. Fernandes, Rodney J.
Biezuner, Wilson D. Barbosa, Flaviana A. Ribeiro, Cristina Marques, Rogério S. Mol, Denise Burga-
relli, Paulo C. de Lima, José Barbosa Gomes, Francisco Satuf, Viktor Beckkert, Moacir G. dos Anjos,
Daniel C. de Morais Filho, Michel Spira, Maria Laura M. Gomes e Maria Cristina C. Ferreira.
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Historico

Julho 2006 Foi acrescentado o Exemplo 2.18 na pagina 122. A secao 3.2 'Produtos de Vetores’
foi reescrita. Foi acrescentado um exercicio na secdo 4.2. O Capitulo 5 foi reescrito. Foram
corrigidos alguns erros.

Marco 2006 A Secéo 1.1 de Matrizes e a Secéo 2.2 de Determinantes foram reescritas. Na secéo 1.2
o Teorema 1.4 voltou a ser que toda matriz &€ equivalente por linhas a uma Gnica matriz na forma
escalonada reduzida. Foram acrescentados varios exercicios aos Capitulos 3 e 4. O Capitulo
5 foi reescrito. Foram acrescentados exercicios tedricos a se¢ao 'Aplicacdo a Conicas’.

Julho 2004 Foram acrescentadas aplicacdes a criptografia (Exemplo 2.9 na pagina 96) e a cadeias
de Markov (Exemplos 1.9 na pagina 17, 1.16 na pagina 54 e 6.8 na pagina 417). Foi acres-
centado um exercicio na secdo 1.1. O Teorema 1.4 agora contém as propriedades da relagao
“ser equivalente por linhas” com a demonstracédo. O que antes era Exemplo 1.14 passou para
o lugar do Exemplo 1.10. O Exemplo 2.5 foi modificado. No Capitulo 3 foram acrescentados
2 exercicios na secdo 3.1, 1 exercicio na se¢do 3.2. No Capitulo 4 a secéo 4.1 foi reescrita e
foram acrescentados 2 exercicios. O Capitulo 5 foi reescrito. Foi incluida no Apéndice IIl da
secdo 5.2. a demonstracao de que a forma escalonada reduzida de uma matriz € Gnica. A
secao 'Diagonalizacao de Matrizes’ ganhou mais um exercicio teorico.

Setembro 2003 Foi acrescentada a regra de Cramer na secdo 'Determinantes’ (Exemplo 2.20). A
secdo 'Subespacos, Base e Dimenséao’ foi reescrita. Foi acrescentado um apéndice a esta
secao com 'Outros resultados’. A Proposicdo 5.15 da secao 'Produto Escalar em R" foi re-
escrita. A secao 'Diagonalizacdo de Matrizes’ ganhou mais dois exercicios teoricos. A secao
'Diagonalizagao de Matrizes Simétricas’ ganhou um apéndice sobre 'Autovalores Complexos’.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



Prefacio Xi

Novembro 2002 Varias corre¢des incluindo respostas de exercicios. A secdo 'Subespacos, Base
e Dimensao’ ganhou mais um exemplo e um exercicio. A secao 'Diagonalizacdo de Matrizes
Simétricas’ ganhou mais um exemplo.

Julho 2001 Revisdo completa no texto. Novos exercicios nas secdes 'Matrizes’ e 'Sistemas Lineares’.
As secdes 'Subespacos’ e 'Base e Dimensao’ tornaram-se uma sb6. A secdo 'Mudanca de
Coordenadas’ passou do Capitulo 6 para o Capitulo 5.

Julho 2000 Criado a partir do texto '‘Geometria Analitica e Algebra Linear’ para ser usado numa
disciplina de Geometria Analitica e Algebra Linear.
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Sugestao de Cronograma

Capitulo 1 8 aulas
Capitulo 2 8 aulas
Capitulo 3 8 aulas
Capitulo 4 8 aulas
Capitulo 5 16 (12) aulas
Capitulo 6 12 aulas

Total 60 (56) aulas
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Capitulo 1

Matrizes e Sistemas Lineares

1.1 Matrizes

Uma matriz A, m x n (m por n), € uma tabela de mn nimeros dispostos em m linhas e n colunas

ai a192 e Q1np
21 929 e (0579
A=
Am1 Qmo ... Qmn
A i-ésimalinhade A é
[ail Q2 - .- Qin }7



2 Matrizes e Sistemas Lineares

parai=1,...,m e a j-ésimacolunade A é

alj

A2;

: )

A5
paraj = 1,...,n. Usamos também a notacdo A = (@;;)mxn». Dizemos que a;; ou [A];; € o elemento
ou a entrada de posicao 7, j da matriz A.

Se m = n, dizemos que A &€ uma matriz quadrada de ordem n e os elementos a1, asa, . . ., Any

formam a diagonal (principal) de A.

Exemplo 1.1. Considere as seguintes matrizes:
1 2 -2 1 1 3 0
A_[B 4]’ B_[ 03}’ C_{24—21’

D:[13—2},E: 4 eF:[B}.
-3
As matrizes Ae Bsdo2 x 2. AmatrizC é2x3,Délx3, FEé3xleFélx1. Deacordo

com a notacdo que introduzimos, exemplos de elementos de algumas das matrizes dadas acima séao
19 = 2, Co3 = —2, €91 = 4, [A]QQ = 4, [D]lg = 3.

Uma matriz que s6 possui uma linha é chamada matriz linha, e uma matriz que s6 possui uma
coluna é chamada matriz coluna, No Exemplo 1.1 a matriz D € uma matriz linha e a matriz £ € uma

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



1.1 Matrizes 3

matriz coluna. Matrizes linha e matrizes coluna sdo chamadas de vetores. O motivo ficara claro na
Secao 5.1 na pagina 303.

Dizemos que duas matrizes sao iguais se elas tém o mesmo tamanho e os elementos correspon-
dentes s&o iguais, ou seja, A = (a;j)mxn € B = (b;j)pxq S0 iguais se m = p, n = q e a;; = by;
parai=1,....mej=1,...,n.

Vamos definir operacdes matriciais analogas as opera¢cdes com nimeros e provar propriedades
gue sao validas para essas operacdes. Veremos, mais tarde, que um sistema de equacgdes lineares
pode ser escrito em termos de uma Unica equagado matricial.

Vamos, agora, introduzir as opera¢gdes matriciais.

1.1.1 OperagOes com Matrizes

Definicdo 1.1. A soma de duas matrizes de mesmo tamanho A = (a;;j)mxn © B = (bij)mxn €
definida como sendo a matriz m X n
C=A+B

obtida somando-se os elementos correspondentes de A e B, ou seja,
Cij = aij + biz

parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos também [A + Bl;; = a;; + b;;.

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



4 Matrizes e Sistemas Lineares

Exemplo 1.2. Considere as matrizes:

1 2 -3 -2 1 5
A_[34 0]’B_{03—4]

Se chamamos de C' a soma das duas matrizes A e B, entdo

1+(-2) 2+1 -3+5 }:{—1 3 2}

O:AJFB:{ 340  4+3 0+ (—4) 3 7 —4

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



1.1 Matrizes 5

Definicdo 1.2. A multiplicacdo de uma matriz A = (a;;)mx» POr um escalar (nimero) « é definida
pela matrizm x n
B =aA

obtida multiplicando-se cada elemento da matriz A pelo escalar «, ou seja,

bij = v ay;,
parai =1,...,me j=1,...,n. Escrevemos também [aAl];; = a a;;. Dizemos que a matriz B &
um multiplo escalar da matriz A.
-2 1
Exemplo 1.3. O produto da matriz A = 0 3 | pelo escalar —3 é dado por
5 —4
(=3)(=2) (=31 6 -3
—3A= (=3)0 (—=3)3 = 0 -9
(=3)5  (=3)(—4) —15 12

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



6 Matrizes e Sistemas Lineares

Definicdo 1.3. O produto de duas matrizes, tais que o namero de colunas da primeira matriz é
igual ao nimero de linhas da segunda, A = (a;j)mxp € B = (bi;)pxn € definido pela matriz m x n

C=AB
obtida da seguinte forma:
Cij = j1byj + aipboj + ... 4 aipby;, 1.1)
parai=1,...,mej=1,...,n. Escrevemos também [AB];; = a;1b1; + ajobo; + ... + aipby;.

A equacdo (1.1) esta dizendo que o elemento 7, ;7 do produto é igual a soma dos produtos dos
elementos da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna de B.

ay; a2 ... Q1p
: : J
bll bl bln
C11 c. Cln : c. .
. b21 b?j bZn
Cij ‘ : = i1 Qi ... Qip .

C ... C : :

ml mn : e : bpy by o Dy
L Am1 Am2 ... Cbmp |

A equacdo (1.1) pode ser escrita de forma compacta usando a notagcédo de somatorio.

p
[AB]” = ailblj + aigbgj + ...+ aipbpj = Z aikbkj
k=1

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



1.1 Matrizes 7

p
e dizemos “somatoério de k variando de 1 a p de a;;b;;”. O simbolo Z significa que estamos fazendo
k=1
uma soma em que o indice k esta variando de £k = 1 até k£ = p. Algumas propriedades da notacdo

de somatério estao explicadas no Apéndice | na pagina 32.

Exemplo 1.4. Considere as matrizes:

-2 1 0
A:Hi_g],f;: 0 3 0
5 —4 0

Se chamamos de C' o produto das duas matrizes A e B, entao

C:AB:{1(—2)+2.0+(—3)5 1-14+2-3+(=3)(—4) o]:[—w 19 0}‘

3(=2)+4-0+0-5 3-14+4-3+0(—4) 0 —6 15 0

Observacao. No exemplo anterior o produto BA nao esta definido (por que?). Entretanto, mesmo
guando ele esta definido, BA pode nao ser igual a AB, ou seja, o produto de matrizes ndo é comu-
tativo, como mostra o exemplo seguinte.

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



8 Matrizes e Sistemas Lineares

. 1 2 -2 1 ~
Exemplo 1.5. Sejam A = [ 3 4 1 e B = { 0 3 ] Entéo,

2 7 10
AB_{—G 15} eBA—{g 121'

Vamos ver no proximo exemplo como as matrizes podem ser usadas para descrever quantitativa-
mente um processo de producéo.

Exemplo 1.6. Uma indUstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B.
Para a manufatura de cada kg de X sao utilizados 1 grama do insumo A e 2 gramas do insumo B;
para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de
A e 4 gramas de B. Usando matrizes podemos determinar quantos gramas dos insumos A e B séo
necessarios na producao de x kg do produto X, y kg do produto Y e z kg do produto Z.

XY Z _
gramas de A/kg 1 1 1 T kg de X produzidos
gramas de B/kg [ 2 1 4 ] = 4 X= Y kg de Y produzidos

z kg de Z produzidos

AX — { r+y+z 1 gramas de A usados

20 +y + 4z gramas de B usados

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



1.1 Matrizes 9

Definicdo 1.4. A transposta de uma matriz A = (a;;)mx» € definida pela matriz n x m
B=A
obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou seja,
bij = Qjj

parai=1,...,nej=1,...,m. Escrevemos também [A'];; = a;;.

Exemplo 1.7. As transpostas das matrizes

A:[;i}, B:{_gé] eC: ;i_g} sao
1 2
1 3 -2 0
At:[ } Bt:{ } 31
2 4 1 3 0 —2

A seguir, mostraremos as propriedades que sao validas para a algebra matricial. Varias proprie-
dades sao semelhantes aquelas que sao validas para os nUmeros reais, mas deve-se tomar cuidado
com as diferencas. Uma propriedade importante que é valida para os niUmeros reais, mas nao é
valida para as matrizes & a comutatividade do produto, como foi mostrado no Exemplo 1.5. Por ser
compacta, usaremos a notacdo de somatorio na demonstracao de varias propriedades. Algumas
propriedades desta notacao estdo explicadas no Apéndice | na pagina 32.

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



10 Matrizes e Sistemas Lineares

1.1.2 Propriedades da Algebra Matricial

Teorema 1.1. Sejam A, B e C matrizes com tamanhos apropriados, « e [ escalares. Sao validas as
seguintes propriedades para as operacdes matriciais:

(a) (comutatividade) A+ B = B + A;
(b) (associatividade) A+ (B +C) = (A+ B) + C;

(c) (elemento neutro) A matriz 0, m x n, definida por [0];; = 0, parai =1,...,m,j=1,...,né
tal que
A+0=A,

para toda matriz A, m x n. A matriz 0 € chamada matriz nula m x n.

(d) (elemento simétrico) Para cada matriz A, existe uma Unica matriz —A, definida por [—A];; =
—a;; tal que
A+ (=A)=0.

(e) (associatividade) o(BA) = (af)A4;
(f) (distributividade) (o + 5)A = oA + BA;
(g) (distributividade) a(A + B) = aA + aB;

(h) (associatividade) A(BC) = (AB)C;

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



1.1 Matrizes 11

(i) (elemento neutro) Para cada inteiro positivo p a matriz, p X p,

10 ... 0
01 ... 0

]p: . . . ;
0 0 1

chamada matriz identidade é tal que
Al, =1,A=A, paratodamatriz A = (a;;)mxn-
() (distributividade) A(B + C) = AB+ AC e (B+ C)A = BA+ CA;
(k) a(AB) = (aA)B = A(aB);
() (A=

(
(m) (A+ B)t = A" + BY;
(n) () = a A%

(

(0) (AB)' = B'AY,

Demonstracdo. Para provar as igualdades acima, devemos mostrar que os elementos da matriz do
lado esquerdo sdo iguais aos elementos correspondentes da matriz do lado direito. Serdo usadas

varias propriedades dos nimeros sem cita-las explicitamente.

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



12 Matrizes e Sistemas Lineares

(@) [A+ Blij = aij + bij = bij + ai; = [B + Alijs

(b) {A + (B + C)]z] = aij -+ [B -+ C]U = CLij + (blj + Cij) = (aij + bZJ) + Cij = [A + B]” + Cij =

(c) Seja X uma matriz m x n tal que
A+ X =A 1.2)

para qualquer matriz A, m X n. Comparando os elementos correspondentes, temos que
aij + Tij = a5,

ouseja, z;; = 0, parat=1...,mej=1...,n. Portanto, a Gnica matriz que satisfaz (1.2) &
a matriz em gue todos os seus elementos sao iguais a zero. Denotamos a matriz X por 0.

(d) Dada uma matriz A, m x n, seja X uma matriz m x n, tal que
A+X =0. (1.3)
Comparando os elementos correspondentes, temos que
a;j +xy; =0,
ou seja, r;; = —ay, parat = 1...,me j = 1...,n Portanto, a Gnica matriz que satisfaz

(1.3) & a matriz em que todos os seus elementos sao iguais aos simétricos dos elementos de
A. Denotamos a matriz X por —A.

() [a(BA)]i; = a[BAli; = a(Bai;) = (aB)ai; = [(aB)Ali;.
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(0 [+ B)Ali; = (o + Bai; = (aay) + (Bay) = [aAli; + [BAi; = [aA + SA];.
(g) [O[(A + B)]” = Oé[A + B]U = Oé((lz‘j + sz) = Ay + O[bij = [OéA]ij + [OZBL‘]'
= [O[A + O-/B]ij-

(h) A demonstragdo deste item € a mais trabalhosa. Sejam A, B e C' matrizesm X p,p X qge gxn
respectivamente. A notacdo de somatorio aqui pode ser muito (til, pelo fato de ser compacta.

[A(BC)l;

Zalk BC Z
k=1

k=1 l=1
q

> [ABlac; = [(AB

=1

Z Z aik(bklclj) =

k=1 l=1

Qi E bszzJ

q p
ZZ azkbkl Cl] = ZZ @zkbkl Cz] = Z(Z aikbkl)clj =

=1 k=1 =1 k=1

)Clij

(i) Podemos escrever a matriz identidade em termos do delta de Kronecker que € definido por

1,
0,

5ij:{

como [I,,];; = d;;. Assim,

Ly = aulLl
k=1

A outra igualdade é analoga.

sei =7
sei #j

n

= E aikékj = CLij.

k=1

Julho 2006
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14 Matrizes e Sistemas Lineares

p p

i) [AB+O)Ny; = D anB+Cliy = anlby +cxj) = Y (airbr; + aincr;) =

k=1 k=1

=

p p
= > auby + Y awcy; = [ABli; + [AC]; = [AB + AC];
k=1 k=1
A outra igualdade é inteiramente analoga a anterior e deixamos como exercicio.
k) | = aZalkbk] Z aa,)by; = [(aA)B;; e
k 1

aZazkbk] = Zaik(abkj) = [A(aB)];;.

ot
() [(A) ;5 = [A']ji = ay;.

(m) [(A+ B)y = [A+ Blji = aji + bji = [A"]y; + [B';;.
(n) [(@A)Ti; = [@A];i = aaj; = a[A];; = [aA"];.

(0) [(AB)'];j = [ABlji = Y apbpi = > [A5[Blix = > _[B'l[A'lr; = [B'A";;.

k=1 k=1 k=1

A diferenca entre duas matrizes de mesmo tamanho A e B é definida por

A—B=A+ (-B),
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ou seja, € a soma da matriz A com a simétrica da matriz B.
Sejam A uma matriz n X n e p um inteiro positivo. Definimos a poténciapde A, por A? = A.. . A,

p vezes

E para p = 0, definimos A° = I,,.
Exemplo 1.8. Vamos verificar se para matrizes A e B, quadradas, vale a igualdade
(A+ B)(A— B) = A*> - B*. (1.4)
Usando a propriedade (i) do teorema anterior obtemos
(A+B)(A—-B) = (A+B)A+ (A+ B)(—B)
= AA+BA—-AB-BB=A?+ BA— AB — B?

Assim, (A + B)(A — B) = A? — B? se, e somente se, BA — AB = 0, ou seja, se, e somente se,
AB = BA. Como o produto de matrizes ndo é comutativo, a conclusdo € que a igualdade (1.4), ndo
vale para matrizes em geral. Como contra-exemplo basta tomarmos duas matrizes que ndo comutem

entre si. Sejam
00 1 0
A_[ll]e B_{loy
Para estas matrizes

10 L [-10 s . [0 0 ., o [10
A+B—[21],A B_[ 01} A_A_{lly B_B_[lo]

Assim,

(A+B)(A—B):{:; (1)] ;é{_é (1)] _ 2B
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16 Matrizes e Sistemas Lineares

1.1.3 Aplicacao a Cadeias de Markov

Vamos supor que uma populacao é dividida em trés estados (por exemplo: ricos, classe média e
pobres) e que em cada unidade de tempo a probabilidade de mudanca de um estado para outro seja
constante no tempo, s6 dependa dos estados. Este processo é chamado cadeia de Markov.

Seja t;; a probabilidade de mudanga do estado j para o estado ¢ em uma unidade de tempo
(geracédo). Cuidado com a ordem dos indices. A matriz

© ® 6

tir tie tiz | D
T = tor ta taz | @)

ts1 tz tsz |

€ chamada matriz de transicdo. A distribuicao da populacgéo inicial entre os trés estados pode ser
descrita pela seguinte matriz:

P1 esta no estado 1
Py = P2 esta no estado 2
P3 esta no estado 3

A matriz P, caracteriza a distribuicao inicial da populacao entre os trés estados e € chamada vetor de
estado. Apb6s uma unidade de tempo a populacao estara dividida entre os trés estados da seguinte
forma

t11p1 + tiap2 + t13p3 estara no estado 1
Py = | toip1 + toops + tagps estara no estado 2
t31p1 + t3ap2 + t33p3 estara no estado 3
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Lembre-se que t;; & a probabilidade de mudanca do estado j para o estado ¢. Assim a matriz de
estado ap6s uma unidade de tempo é dada pelo produto de matrizes:

P =TF,.

Exemplo 1.9. Vamos considerar a matriz de transicao

®
®

% (1.5)

®
0
| ®

O NI= =
NG Y RS T

e o vetor de estados inicial
esta no estado 1

esta no estado 2 (2.6)
esta no estado 3

POI

WI—W W=

que representa uma populacéo dividida de forma que 1/3 da populacéo esta em cada estado.
Ap6s uma unidade de tempo a matriz de estado sera dada por

1 1 1 1

2 4 O 3 4

_ . 1 1 1 1 o 1
P=Th=| 3 3 3 3= 3
1 1 1 1

0 3 3 3 i

Como estamos assumindo que em cada unidade de tempo a matriz de transicdo € a mesma,
entdo apos k unidades de tempo a populacédo estara dividida entre os trés estados segundo a matriz

de estado
P,=TP,,=TP, o=---=TFP,
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18 Matrizes e Sistemas Lineares

Assim a matriz 7% da a transic&o entre k unidades de tempo.

Veremos na Secao 6.1 na pagina 398 como calcular rapidamente poténcias k& de matrizes e assim
como determinar a distribuicdo da populacdo ap6s k unidades de tempo para k£ um inteiro positivo
gualquer.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 489)

1.1.1. Considere as seguintes matrizes

2 0 0 4 -6 9 -7
a=[57]oe=n s]oe=[ 2 5 2
—6 4 0 6 9 -9
D = 114, E=|-10 —4
—6 0 6 -6 0 -1

Se for possivel calcule:
(a) AB — BA,
(b) 2C' — D,
(c) (2D — 3E"Y)Y,
(d) D? — DE.

1.1.2. Conhecendo-se somente os produtos AB e AC', como podemos calcular A(B + C), B'A,
C'A'e (ABA)C?

1.1.3. Considere as seguintes matrizes

2 -1
A:[_‘Z’g_”, B=|2 0
0 3
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20 Matrizes e Sistemas Lineares

2 1 -1 di 0 0
c=| 01 1|, D=| 0d O
-10 1 0 0 dy
1 0 0
Ev=|0|, Bo=|11, Es=]0
0 0 1

Verifique que:

(a) AB é diferente de BA.

(b) AE; é a j-ésima coluna de A, para j = 1,2,3 e E!B é a i-ésima linha de B, para
1 = 1,2, 3 (o caso geral esta no Exercicio 1.1.15 na pagina 26).

-2 1 -1
() CD =[dCy deCy d3C3 |, em que C = 0,Co=1|11]eCs= 1 |,sédoas
—1 0 1
colunas de C (o caso geral esta no Exercicio 1.1.16 (a) na pagina 27).
d,C
d) DC = | dCy |, em que C; = [-2 1 —-1], C; = [0 1 1] e
dsCs
Cy = [ -1 0 1 ] sdo as linhas de C (o caso geral esta no Exercicio 1.1.16 (b) na
pagina 27).
2
(e) Escrevendo B em termos das suas colunas, B = [ By By |,emque By = | 2 | e
0
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-1
By, = 0 |, o produto AB pode ser escrito como AB = A[ By By | = [ AB; ABs |
3
(o caso geral esta no Exercicio 1.1.17 (a) na pagina 28).

(f) escrevendo A em termos das suas linhas, A4; = [ =3 2 1]eAy;=[1 2 —1],0

produto AB pode ser escrito como AB = h B = 4B (o caso geral esta no
A2 AQB

Exercicio 1.1.17 (b) na pagina 28).

1.1.4. Sejam
i
1 -3 0
A‘[o 4—2] ¢ X= i

Verifique que zA; + yA; + 2zA3 = AX, em que A; é a j-ésima colunade A, paraj =1,2,3
(o caso geral esta no Exercicio 1.1.18 na pagina 29).

1.1.5. Encontre um valor de z tal que AB' = 0, em que

A=[z 4 2] e B=[2 -3 5].

. 12 .
1.1.6. Mostre que as matrizes A = [ 11 , em que y & uma ndmero real ndo nulo, verificam a
Yy

equacdo X? = 2X.

1.1.7. Mostre que se A e B s&do matrizes que comutam com a matriz M = [ 10

BA.

01 },entéoAB:
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1.1.8.

(a) Determine todas as matrizes A, 2 x 2, diagonais que comutam com toda matriz B, 2 x 2,
ou seja, tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

(b) Determine todas as matrizes A, 2 x 2, que comutam com toda matriz B, 2 x 2, ou seja,
tais que AB = BA, para toda matriz B, 2 x 2.

Exercicios usando o MATLAB®

Uma vez inicializado o MATLAB®, aparecera na janela de comandos um prompt >> ou EDU>>.
O prompt significa que o MATLAB® esta esperando um comando. Todo comando deve ser
finalizado teclando-se Enter. Comandos que foram dados anteriormente podem ser obtidos
novamente usando as teclas T e |. Enquanto se estiver escrevendo um comando, este pode
ser corrigido usando as teclas «+, —, Delete e Backspace. O MATLAB® faz diferenca entre
letras maiUsculas e mindsculas.

No MATLAB®, pode-se obter ajuda sobre qualquer comando ou fun¢éo. O comando

>> help

(sem o prompt >>) mostra uma listagem de todos os pacotes disponiveis. Ajuda sobre um
pacote especifico ou sobre um comando ou fungcao especifica pode ser obtida com o comando
>> help nome,

(sem a virgula e sem o prompt >>) em que nome pode ser o nome de um pacote ou 0 nome de
um comando ou funcéo.

Aléem dos comandos e funcdes pré-definidas, escrevemos um pacote chamado gaal
com funcdes especificas para a aprendizagem de Geometria Analitica e Algebra Li-
near. Este pacote pode ser obtido gratuitamente através da internet no endereco
http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introdugo ao MATLAB® e
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instrucdes de como instalar o pacote gaal. Depois deste pacote ser devidamente instalado, o
comando help gaal no prompt do MATLAB® da informagdes sobre este pacote.

Mais informacdes sobre as capacidades do MATLAB® podem ser obtidas em [4, 28].

Vamos descrever aqui alguns comandos que podem ser usados para a manipulacao de matri-
zes. Outros comandos serao introduzidos a medida que forem necessarios.

>> syms x y zdizao MATLAB® que as variaveis x y e z sdo simbdlicas.

>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando 0s
elementos all, al2, ..., amn e a armazena numa variavel de nome A. Por exemplo, >>
1 2 3
A=[1,2,3;4,5,6] criaamatriz A = :
: Jeri 'z [ 45 6 ]

>> I=eye(n) cria a matriz identidade n por n e a armazena numa variavel I;

>> 0=zeros(n) ou >> 0O=zeros(m,n) cria a matriz nula n por n ou m por n, respectivamente,
e a armazena numa variavel 0;

>> A+Béasomade AeB, >> A-B é a diferenca A menos B,

>> AxB é o produto de A por B, >> num#*A é o produto do escalar num por A,

>> A.’ é atransposta de A, >> A~k € a poténcia A elevado a k.

>> A(:,j) éacoluna j da matriz A, >> A(i,:) é alinha i da matriz A.

>> diag([d1l,...,dn]) cria uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sdo iguais aos
elementos da matriz [d1,...,dn], ou seja, sdodl, ... ,dn.

>> A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sdo armazenados no
formato simbolico. A funcdo numeric faz o processo inverso.

>> solve(expr) determina a solucdo da equagdo expr=0. Por exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solucdes da equacgéo 22 — 4 = 0;

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



24 Matrizes e Sistemas Lineares

Comando do pacote GAAL.:

>> A=randi(n) ou >> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente,
com elementos inteiros aleatorios entre —5 e 5.

1.1.9. Use o MaTLAB® para calcular alguns membros da sequiéncia A, A%, ..., A* ... para
1 L 1 1
(a)A:[ %]; (b)A:[2 %}

A sequéncia parece estar convergindo para alguma matriz? Se estiver, para qual?
1.1.10. Calcule as poténcias das matrizes dadas a seguir e encontre experimentalmente (por tentativa!)
o menor inteiro £ > 1 tal que (use o comando >> A=sym(A) depois de armazenar a matriz na

variavel A):

(a) AF =I5, em que

0 01
A = 1 0 0[;

1 0

(b) A¥ = I,, em que
01 00
-1 0 0 0
A= 0001}

0 010
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(c) A* =0, em que

o O O O
o O O =
o O = O
o = O O

1.1.11. Vamos fazer um experimento no MATLAB® para tentar ter uma idéia do qu&o comum é encontrar
matrizes cujo produto comuta. No prompt do MATLAB® digite a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(3) ;B=randi(3) ;if (A*xB==B*A),c=c+1;end,end,c
(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha esta mandando o MATLAB®
fazer € o seguinte:

e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.

e Atribuir as variaveis A e B, 1000 matrizes 3 x 3 com entradas inteiras e aleatoérias entre —5
eb.

e Se AB=BA, ou seja, A e B comutarem, entdo o contador c é acrescido de 1.

e No final o valor existente na variavel c é escrito.
Qual a conclusao que vocé tira do valor obtido na variavel c?

1.1.12. Faca um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que cada uma das matrizes
é diagonal, isto &, os elementos que estao fora da diagonal sdo iguais a zero. Use a seta para
cima | para obter novamente a linha digitada e edite a linha no prompt do MATLAB® de forma a
obter algo semelhante a linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3));B=diag(randi(1,3));if(
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Qual a conclusao que vocé tira do valor obtido na variavel c?

1.1.13. Faca um experimento semelhante ao anterior, mas para o caso em que uma das matrizes €
diagonal. Use a seta para cima | para obter novamente a linha digitada e edite a linha no
prompt do MATLAB® de forma a obter a seguinte linha:

>> ¢=0; for n=1:1000,A=diag(randi(1,3)) ;B=randi(3);if (AxB==B*A),c=c+1;A,B,end,end,c
Aqui sdo impressas as matrizes A e B quando elas comutarem. Qual a concluséo que vocé tira
deste experimento? Qual a probabilidade de um tal par de matrizes comutarem?

1.1.14. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numeéricos.

Exercicios Teoricos

1 0 0
1 0
1.1.15. Sejam Ey = | O | (B, = | 0 |,...,E,=| : | matrizesn x 1.
: : 0
i 0 | i 0 | i 1 |

(a) Mostre que se

aip  aiz ... Q1n

921 Aoo ... Qon
A=

Am1 Am2 ... Amn,

€ uma matriz m x n, entdo AL; & igual a coluna j da matriz A.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



1.1 Matrizes 27

(b) Mostre que se

bin bz ... bim
bgl bQQ e bg
B=| . s
b1 bpa ... brm
€ uma matriz n X m entdo E!B é igual a linha 7 da matriz B.
1.1.16. Seja
A0 ... 0
0 X ... O
0 ... 0 X\,
uma matriz diagonal n x n, isto &, os elementos que estao fora da diagonal sao iguais a zero.
Seja
a;; a2 ... QA1n
A — 21 Q22 ... Q2m,
Ap1 Ap2 ... Qpn

(a) Mostre que o produto AD é obtido da matriz A multiplicando-se cada coluna j por A;, ou
ay1j
seja,se A=A Ay ... A, ],emque 4; = : é a coluna j de A, entdo
Apj

AD = [ MA; MoAs ... MAn ]
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(b) Mostre que o produto DA é obtido da matriz A multiplicando-se cada linha ¢ por A;, ou
Ay
Ay
seja, se A = . |.emque A; =[a; ... ay, | €alinhaide A, entdo

A

)\lAl

DA — >\2.Az

AnAn

1.1.17. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente.

(a) Mostre que a j-ésima coluna do produto AB é igual ao produto AB;, em que B, =

é a j-ésima coluna de B, ou seja, se B =[ By ... B, |, entdo

bpj

(b) Mostre que a -ésima linha do produto AB é igual ao produto A;B, em que A;
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Ay
L . As 3
[ a1 ... a; | €ai-ésimalinhade A, ou seja, se A = _ , entdo
Am
Ay A1B
A2 AQB
AB = , B = :
A, A,.B
T
1.1.18. Seja A uma matriz m x n e X = : uma matriz n x 1. Prove que
T
n
AX = Z r;A;, emque A; é a j-ésima coluna de A. (Sugestéo: Desenvolva o lado direito e
j=1
chegue ao lado esquerdo.)
1.1.19. (a) Mostre que se A & uma matriz m x n tal que AX = 0, para toda matriz X, n x 1, entdo
A = 0. (Sugesto: use o Exercicio 15 na pagina 26.)
(b) Sejam B e C matrizes m x n, tais BX = C'X, paratodo X, n x 1. Mostre que B = (.
(Sugestao: use o item anterior.)
1.1.20. Mostre que a matriz identidade I,, € a Unica matriz tal que A, = [,A = A para qualquer

matriz A, n X n. (Sugestdo: Seja .J,, uma matriz tal que AJ, = J, A = A. Mostre que
J,=1,)
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1.1.21. Se AB = BA e p é um inteiro positivo, mostre que (AB)? = APBP.
1.1.22. Sejam A, B e C' matrizes n X n.
(@) (A+ B)? = A2 +2AB + B?? E se AB = BA? Justifique.
(b) (AB)C = C(AB)? Ese AC = CAe BC = C'B? Justifique.
(Sugestao: Veja o Exemplo 1.8 na pagina 15.)
1.1.23. (a) Se A e B s&o duas matrizes tais que AB = 0, entdo A = 0 ou B = 0? Justifique.
(b) Se AB = 0, entdo BA = 0? Justifique.
(c) Se A & uma matriz tal que A% = 0, entdo A = 0? Justifique.
1.1.24. Dizemos que uma matriz A, n x n, & simétrica se A’ = A e é anti-simétrica se A' = —A.

(a)

(b)

(€)
(d)

(e)

Mostre que se A é simétrica, entdo a;; = aj;, parai,j = 1,...n e que se A é anti-
simétrica, entdo a;; = —ay;, para ¢,j = 1,...n. Portanto, os elementos da diagonal
principal de uma matriz anti-simétrica sao iguais a zero.

Mostre que se A e B sado simétricas, entdo A + B e oA sdo simétricas, para todo escalar
L.

Mostre que se A e B sdo simétricas, entdo AB é simétrica se, e somente se, AB = BA.

Mostre que se A e B sao anti-simétricas, entdo A+ B e oA sdo anti-simétricas, para todo
escalar a.

Mostre que para toda matriz A, n x n, A + At & simétricae A — A! é anti-simétrica.
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(f) Mostre que toda matriz quadrada A pode ser escrita como a soma de uma matriz simétrica
e uma anti-simétrica. (Sugest&o: Observe o resultado da soma de A + A’ com A — A)

1.1.25. Para matrizes quadradas A = (aij)nxn definimos o traco de A como sendo a soma dos ele-
n

mentos da diagonal (principal) de A, ou seja, tr(A) = Z ;.
i=1

A+ B) =tr(A) + tr(B).

aA) = atr(A).

A?) =tr(A).

AB) = tr(BA). (Sugestao: Prove inicialmente para matrizes 2 X 2.)

(a) Mostre que tr
(b) Mostre que tr

(c) Mostre que tr

~~ /N N

(d) Mostre que tr

1.1.26. Seja A uma matriz n x n. Mostre que se AA" = 0, entdo A = 0. (Sugestao: use o traco.) E se
a matriz A for m x n, com m # n?

1.1.27. Javimos gue o produto de matrizes ndo & comutativo. Entretanto, certos conjuntos de matrizes
séo comutativos. Mostre que:

(a) Se D, e D, sdo matrizes diagonais n x n, entdo DDy = Dy D;.

(b) Se Aéumamatrizn xne
B = agl, + a1 A + as A% + ... + a, AF,

em que ayg, . . . , a; Sao escalares, entdo AB = BA.
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Apéndice I: Notacdo de Somatorio

Sao validas algumas propriedades para a notacdo de somatorio:
(a) O indice do somato6rio € uma variavel muda que pode ser substituida por qualquer letra:

n n
E fi= E i
i=1 j=1
(b) O somatério de uma soma pode ser escrito como uma soma de dois somatorios:

d(fita) = Zfﬂngz

=1
Pois,
S (fitg) = (h+g)+. A+ atg) =it A f)+ o+ +g) =D fit> g
i=1 ; 1=1

Aqui foram aplicadas as propriedades associativa e comutativa da soma de nameros.

(c) Se no termo geral do somat6rio aparece um produto, em que um fator ndo depende do indice
do somatério, entéo este fator pode “sair” do somatorio:

Zfigk = ngfi-
=1 =1

Pois,
n

Zfigk = figk + ...+ fogr = g(fi + ...+ fn) = ngfi. Aqui foram aplicadas as
i=1 i=1
propriedades distributiva e comutativa do produto em relagdo a soma de niimeros.
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(d) Num somatorio duplo, a ordem dos somatorios pode ser trocada:

iiﬁj:iiﬁj-

i=1 j=1 j=1 i=1
Pois,

SN Fi=d (fat A fm) =Pt i)+ Fart ot fam) = (fut+. .+

i=1 j=1 i=1
m

fo) oo+ (fim+ oo+ fom) = Z(flj +..+ fuy) = Z Z fi;- Aqui foram aplicadas as
j=1 j=1 i=1
propriedades comutativa e associativa da soma de nimeros.
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1.2 Sistemas de EquacoOes Lineares

Muitos problemas em varias areas da Ciéncia recaem na solu¢do de sistemas lineares. Vamos
ver como a algebra matricial pode simplificar o estudo dos sistemas lineares.

Uma equacao linear em n variaveis x, x», . . ., ,, € uma equacgao da forma
a1r1 + asxs + ...+ apx, =0,
em que aq, aq, ..., a, € b sdo constantes reais;

Um sistema de equacdes lineares ou simplesmente sistema linear &€ um conjunto de equacoes
lineares, ou seja, € um conjunto de equacgdes da forma

a11T1 + Q12Xs  + Ce +  anr, = bl

211 + Q92Xs -+ e +  agr, = bg

Am1T1 +  QmaT2  + cee + GpnTn = bm
em que a;; e b, sdo constantes reais, parai,k=1,...,mej=1,...,n.

Usando o produto de matrizes que definimos na secdo anterior, o sistema linear acima pode ser
escrito como uma equagao matricial
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em que ) )
aiq a12 e A1n T b1
Az G2 ... QA2n T2 by
A= , X = e B= ,
Am1  Ama - - Cmn | ZTn b
S1
~ . . , , 52 ~ . ~
Uma solugao de um sistema linear € uma matriz S' = ) tal que as equaces do sistema sdo
Sn
satisfeitas quando substituimos £y, = s;, 29 = So,..., %, = S,. O conjunto de todas as solu¢des do

sistema é chamado conjunto solucédo ou solucédo geral do sistema. A matriz A € chamada matriz

do sistema linear.

Exemplo 1.10. O sistema linear de duas equagdes e duas incognitas

r + 2y =1
2 + y = 0

2 i[]-0)

A solucdo (geral) do sistema acima é x = —1/3 e y = 2/3 (verifique!) ou

pode ser escrito como

Julho 2006
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Uma forma de resolver um sistema linear € substituir o sistema inicial por outro que tenha o mesmo
conjunto solucdo do primeiro, mas que seja mais facil de resolver. O outro sistema é obtido depois
de aplicar sucessivamente uma série de operacdes, que nao alteram a solucao do sistema, sobre as
equacdes. As operacdes que sdo usadas sao:

e Trocar a posicao de duas equacbdes do sistema;

e Multiplicar uma equacéo por um escalar diferente de zero;

e Somar a uma equacgao outra equacao multiplicada por um escalar.

Estas operacdes sdo chamadas de operacdes elementares. Quando aplicamos operacdes ele-
mentares sobre as equac¢des de um sistema linear somente os coeficientes do sistema séo alterados,
assim podemos aplicar as operagdes sobre a matriz de coeficientes do sistema, que chamamos de

matriz aumentada, ou seja, a matriz

[A| B =

a12
22

A1n by
agp 1 by
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Definicdo 1.5. Uma operacdo elementar sobre as linhas de uma matriz € uma das seguintes
operacgoes:

(a) Trocar a posicdo de duas linhas da matriz,;
(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(c) Somar a uma linha da matriz um mdltiplo escalar de outra linha.

O proximo teorema garante que ao aplicarmos operacdes elementares as equacdes de um sis-
tema o conjunto solucédo nao é alterado.

Teorema 1.2. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D, sdo tais que a matriz aumentada
[C'| D] é obtida de [A | B] aplicando-se uma operagéo elementar, entdo os dois sistemas possuem
as mesmas solucdes.

Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema segue-se de duas observacoes:

(a) Se X é solugdo de um sistema, entdo X também é solucdo do sistema obtido aplicando-se
uma operacéao elementar sobre suas equacdes (verifique!).
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(b) Se o sistema CX = D, é obtido de AX = B aplicando-se uma operacdo elementar as
suas equacdes (ou equivalentemente as linhas da sua matriz aumentada), entdo o sistema
AX = B também pode ser obtido de C'X = D aplicando-se uma operacao elementar as suas
equacdes, pois cada operacao elementar possui uma operagcado elementar inversa do mesmo
tipo, que desfaz o que a anterior fez (verifique!).

Pela observacgédo (b), AX = Be CX = D podem ser obtidos um do outro aplicando-se uma operagao
elementar sobre as suas equacdes. E pela observacdo (a), os dois possuem as mesmas solucdes.
|

Dois sistemas que possuem 0 mesmo conjunto solucdo sdo chamados sistemas equivalentes.
Portanto, segue-se do Teorema 1.2 que aplicando-se operacfes elementares as equacdes de um
sistema linear obtemos sistemas equivalentes.

1.2.1 Meétodo de Gauss-Jordan

O método que vamos usar para resolver sistemas lineares consiste na aplicacao de operactes
elementares as linhas da matriz aumentada do sistema até que obtenhamos uma matriz numa forma
em que o sistema associado a esta matriz seja de facil resolucéao.

Vamos procurar obter uma matriz numa forma em que todas as linhas nao nulas possuam como
primeiro elemento nao nulo (chamado piv6) o nUmero 1 . Além disso, se uma coluna contém um pivo,
entdo todos 0s seus outros elementos terdo que ser iguais a zero. Vamos ver no exemplo seguinte
como conseguimos isso. Neste exemplo veremos como a partir do faturamento e do gasto com
insumos podemos determinar quanto foi produzido de cada produto manufaturado em uma inddstria.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



1.2  Sistemas de Equacdes Lineares 39

Exemplo 1.11. Uma indUstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B.
Para a manufatura de cada kg de X sao utilizados 1 grama do insumo A e 2 gramas do insumo B;
para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de
A e 4 gramas de B. O preco de venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z € R$ 2,00, R$ 3,00
e R$ 5,00, respectivamente. Com a venda de toda a producéo de X, Y e Z manufaturada com 1 kg
de A e 2 kg de B, essa indUstria arrecadou R$ 2500,00. Vamos determinar quantos kg de cada um
dos produtos X, Y e Z foram vendidos. Como vimos no Exemplo 1.6 na pagina 8, usando matrizes o
esquema de producado pode ser descrito da seguinte forma:

XY Z
gramas de A/kg 1 11 x kg de X produzidos
gramas de B/kg 2 1 4 = A X= Y kg de Y produzidos
2 35

preco/kg z kg de Z produzidos
r+y+z 1000 gramas de A usados
AX=| 204+y+4z | = 2000 gramas de B usados
2 + 3y + 52 2500 arrecadacao

Assim precisamos resolver o sistema linear

r + y + =z = 1000
2 + y + 4z = 2000
2v. + 3y + 5z = 2500

Cuja matriz aumentada é
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1% eliminacgao:

Vamos procurar para pivo da 1% linha um elemento nao nulo da primeira coluna nao nula (se for o caso,
podemos usar a troca de linhas para “trazé-lo” para a primeira linha). Como o primeiro elemento da
primeira coluna € igual a 1 ele sera o primeiro pivé. Agora, precisamos “zerar” 0s outros elementos da
12 coluna, que € a coluna do piv0, para isto, adicionamos a 22 linha, —2 vezes a 1? linha e adicionamos
a 32 linha, também, —2 vezes a 12 linha.

1 1 1:1000
—2x12 linha + 22 linha — 22 linha ‘
. . . 0 E) 20
_ a a a w
2x%12 linha + 3% linha — 32 linha 0 1 3 } 500

22 eliminacéo:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1% linha. Escolhemos para pivd um elemento
diferente de zero na 1% coluna nao nula desta sub-matriz. Vamos escolher o elemento de posicdo 2,2.
Como temos que “fazer” o pivé igual a um, vamos multiplicar a 22 linha por —1.

1 1 1:1000
—1x2% linha — 22 linha 01 —2: 0
0 1 3! 500

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 2% coluna, que é a coluna do pivé, para isto, soma-
mos a 12 linha, —1 vezes a 22 e somamos a 32 linha, também, —1 vezes a 2.

—1x2% linha + 1% linha —> 1° linha é ? _j; 11008
_ a a [ a |
1x2% linha + 3% linha — 32 linha 00 6 500

3% eliminacéo:
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Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 12 e a 22 linha. Escolhemos para pivd um elemento
diferente de zero na 1% coluna ndo nula desta sub-matriz. Temos de escolher o elemento de posicao
3,3 e como temos de “fazer” o pivd igual a 1, vamos multiplicar a 32 linha por 1/5.

1.0 31000
£x3%linha — 3% linha 01 -2: 0
00 1: 100

Agora, precisamos “zerar” 0s outros elementos da 3% coluna, que é a coluna do pivd, para isto, soma-
mos a 1?2 linha, —3 vezes a 32 e somamos a 22 linha, 2 vezes a 22.

—3x3?linha + 1 linha — 1% linha L 00700
2x3%linha + 22 linha — 2? linha 010 ! 200
0 0 1:100
Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema
x = 700
Y = 200
z = 100
gue possui solucao geral dada por
x 700
X=|y | =1 200
z 100

Portanto, foram vendidos 700 kg do produto X, 200 kg do produto Y e 100 kg do produto Z.
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A (ltima matriz que obtivemos no exemplo anterior esta na forma que chamamos de escalonada
reduzida.

Definicdo 1.6. Uma matriz A = (aij)mxn esta na forma escalonada reduzida quando satisfaz as
seguintes condicdes:

(a) Todas as linhas nulas (formadas inteiramente por zeros) ocorrem abaixo das linhas nao nulas;
(b) O pivo (1° elemento nao nulo de uma linha) de cada linha ndo nula é igual a 1;
(c) O pivd de cada linha ndo nula ocorre a direita do pivd da linha anterior.

(d) Se uma coluna contém um pivd, entdo todos 0s seus outros elementos sao iguais a zero.

Se uma matriz satisfaz as propriedades (a) e (c), mas nao necessariamente (b) e (d), dizemos que
ela esta na forma escalonada.

Exemplo 1.12. As matrizes

100 1 3 0 2
010 e 0 0 1 -3
0 01 0 0 0 O
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séo escalonadas reduzidas, enquanto

1 11 13 -1 5
0 -1 2 e 0 0 -5 15
0 0 5 00 0 0

sdo escalonadas, mas ndo sdo escalonadas reduzidas.
Este método de resolucao de sistemas, que consiste em aplicar operac6es elementares as linhas
da matriz aumentada até que a matriz do sistema esteja na forma escalonada reduzida, &€ conhecido

como método de Gauss-Jordan.

Exemplo 1.13. Considere o seguinte sistema

z + 3y + 13z = 9
y + 5z = 2
-2y — 10z = -8

A sua matriz aumentada é ‘

@ 3 13: 9

0 1 5 2

0 -2 -10:-8
12 eliminacgao:
Como o pivd da 1? linha é igual a 1 e os outros elementos da 12 coluna sao iguais a zero, nao ha nada
o que fazer na 1? eliminacao.

1 3 13

0@ 5

0 —2 —10) -8
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22 eliminagao:

Olhamos para submatriz obtida eliminando-se a 1% linha. Escolhemos para pivd um elemento nao
nulo da 1% coluna nao nula da submatriz. Escolnemos o elemento de posicao 2,2. Como ele € igual a
1, precisamos, agora, “zerar” os outros elementos da coluna do piv6. Para isto somamos a 12 linha,
—3 vezes a 2% e somamos a 3% linha, 2 vezes a 22.

—3x2? linha 4 12 linha — 12 linha 10 -2 3
2% 22 linha + 32 linha — 32 linha 01 5 2
00 0:-4
Portanto o sistema dado é equivalente ao sistema
T — 2z = 3
Yy + 5z = 2
0 = —4

gue nao possui solucéo.

Em geral, um sistema linear ndo tem solucao se, e somente se, a Ultima linha ndo nula da forma
escalonada reduzida da sua matriz aumentada for da forma [0 ... 0| b/, ], com b/, # 0.

Exemplo 1.14. Considere o seguinte sistema

3z — 9w = 6
or + 1y — 10z + 40w = —45
r + 3y — 2z + dw = =7
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A sua matriz aumentada é

0 0 3 -9 6
5 15 —10 40:—45
®» 3 -1 5 -7

12 eliminacao:
Como temos que “fazer” o pivé igual a um, escolhemos para pivd o elemento de posicao 3,1. Preci-
samos “coloca-lo” na primeira linha, para isto, trocamos a 3% linha com a 1% .

O 3 -1 5 -7

1% linha «— 42 linha 5 15 —10 40 —45
0 0 3 -9 6

Agora, precisamos “zerar” os outros elementos da 1% coluna, que € a coluna do pivd, para isto, adici-
onamos a 2?2 linha, —5 vezes a 1°.

_ _ _ 1 3 -1 5 =7
—5x1% linha + 2% linha — 22 linha 0 0 @ 15 —10
00 3 -9; 6

22 eliminagao:

Olhamos para a sub-matriz obtida eliminando-se a 1% linha. Escolhemos para pivd um elemento
diferente de zero na 1? coluna ndo nula desta sub-matriz. Escolhnemos o elemento de posicdo 2,3.
Como temos que fazer o pivo igual a 1, multiplicamos a 22 linha por —1/5.
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13 -1 5;-7
—(1/5)%2? linha —> 22 linha 00 @ -3; 2
00 3 -9 6

Agora, precisamos “zerar” 0s outros elementos da 2% coluna, que € a coluna do pivd, para isto, adici-
onamos a 12 linha a 22 e a 42 linha, —3 vezes a 22.

22 linha + 1% linha — 17 linha (1) g (1) _g _2
_ alf af ali !
3x2% linha + 4% linha — 4% linha 000 0 0

Esta matriz € escalonada reduzida. Portanto o sistema dado € equivalente ao sistema seguinte

r + 3y + 2w = -5
z — 3w = 2.

A matriz deste sistema possui duas colunas sem piv6s. As variaveis que nao estdo associadas
a pivos podem ser consideradas variaveis livres, isto €, podem assumir valores arbitrarios. Neste
exemplo as variaveis y e w nao estdo associadas a pivds e podem ser consideradas variaveis livres.
Sejam w = «a e y = (3. As variaveis associadas aos piv0s terdo os seus valores dependentes das

variaveis livres, z = 2 + 3a, x = —5 — 2a — 3. Assim, a solugdo geral do sistema é
x —5—2a—30
_ Y| _ 5 _
X = L= 924 3 para todos os valores de « e [3 reais.
w «
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Em geral, se o sistema linear tiver solucdo e a forma escalonada reduzida da matriz aumentada
possuir colunas sem pivds, as variaveis que nao estdo associadas a pivés podem ser consideradas
variaveis livres, isto &€, podem assumir valores arbitrarios. As variaveis associadas aos pivés terdo
os seus valores dependentes das variaveis livres.

Lembramos que o sistema linear ndo tem solucéo se a Ultima linha ndo nula da forma escalonada
reduzida da matriz aumentada do sistema for da forma [0 ... 0|5/, ], com b/, # 0, como no Exemplo
1.13 na pagina 43.

Observacao. Para se encontrar a solucdo de um sistema linear nao é necessario transformar a
matriz aumentada do sistema na sua forma escalonada reduzida, mas se a matriz esta nesta forma, o
sistema associado € o mais simples possivel. Um outro método de resolver sistemas lineares consiste
em, através da aplicacdo de operacdes elementares a matriz aumentada do sistema, se chegar a uma
matriz que € somente escalonada (isto €, uma matriz que satisfaz as condi¢des (a) e (c), mas nao
necessariamente (b) e (d) da Definicao 1.6). Este método é conhecido como método de Gauss.

O proximo resultado mostra que um sistema linear que tenha mais de uma solucéo nao pode ter
um namero finito de solugdes.

Proposicdo 1.3. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. Se o sistema linear AX = B
possui duas solugdes distintas X, # X7, entdo ele tem infinitas solugdes.
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Demonstracdo. Seja
Xo=(1-MNXo+AX;, para)eR.

Vamos mostrar que X, é solucdo do sistema A X = B, para qualquer A\ € R. Para isto vamos
mostrar que A X, = B.
Aplicando as propriedades (i), (j) das opera¢des matriciais (Teorema 1.1 na pagina 10) obtemos

AXy=A[1=NXo+ XX = A0 - N Xo+ ANX; = (1 - NA X+ A X,
Como X, e X; sdo solugoesde A X = B, entdo A Xy = Be AX, = B, portanto
AX,=(1-MNB+AB=[1-))+)\B=85,

pela propriedade (f) do Teorema 1.1.

Assim o sistema A X = B tem infinitas solucdes, pois para todo valor de A € R, X, é solugédo e
X=Xy =(A=XN)(X;—Xp),ouseja, X, # Xy, para A # \'. Observe que para A = 0, X, = X,
para A = 1, X, = Xy, para A = 1/2, X, = %Xo + %Xl, para A = 3, X, = —2X, + 3X; e para
A= -2, X, =3X,—2X;.

No Exemplo 3.4 na pagina 166 temos uma interpretagdo geométrica desta demonstragao. |

Para resolver sistemas lineares vimos aplicando operagdes elementares a matriz aumentada do
sistema linear. Isto pode ser feito com quaisquer matrizes.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



1.2  Sistemas de Equacdes Lineares 49

1.2.2 Matrizes Equivalentes por Linhas

Definicdo 1.7. Uma matriz A = (a;;)mxn € equivalente por linhas a uma matriz B = (b;;)mxn, S€
B pode ser obtida de A aplicando-se uma seqiiéncia de operacdes elementares sobre as suas linhas.

Exemplo 1.15. Observando os Exemplos 1.11, 1.14 e 1.13, vemos que as matrizes

1 11 0 0 3 -9 1 3 13
2 1 47, 5 15 —10 40 |, 0 1 )
2 3 5 1 3 -1 5 0 —2 —-10
sao equivalentes por linhas as matrizes
100 1 3 0 2 1 0 =2
010/, 0 0 1 =31, 01 51|,
0 01 0 0 0 O 00 O

respectivamente. Matrizes estas que sédo escalonadas reduzidas.

Cuidado: elas sdo equivalentes por linhas, ndao sao iguais!

A relacao “ser equivalente por linhas” satisfaz as seguintes propriedades, cuja verificacdo deixa-
MOos como exercicio para o leitor:

e Toda matriz & equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
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e Se A é equivalente por linhas a B, entdo B € equivalente por linhas a A (simetria);

e Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C', entdo A é equivalente por
linhas a C' (transitividade).

Toda matriz € equivalente por linhas a uma matriz na forma escalonada reduzida e a
demonstracdo, que omitiremos, pode ser feita da mesma maneira que fizemos no caso particular
das matrizes aumentadas dos Exemplos 1.11, 1.14 e 1.13. No Teorema 5.15 na pagina 358 mostra-
mos que essa matriz escalonada reduzida é a Unica matriz na forma escalonada reduzida equivalente
aA.
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Teorema 1.4. Toda matriz A = (aij)mm € equivalente por linhas a uma Unica matriz escalonada
reduzida R = (7 )mxn-

O proximo resultado sera usado para provar alguns resultados no capitulo de inversao de matrizes.

Proposicao 1.5. Seja R uma matriz n x n, na forma escalonada reduzida. Se R # I,,, entdo R tem
uma linha nula.

Demonstracao. Observe que o pivd de uma linha ¢ esta sempre numa coluna j com j > 7. Portanto,
ou a (ltima linha de R € nula ou o pivb da linha n esta na posi¢cao n,n. Mas, neste caso todas as
linhas anteriores sdo nao nulas e os pivés de cada linha ¢ esta na coluna ¢, ou seja, R = [,,. [

1.2.3 Sistemas Lineares Homogéneos

Um sistema linear da forma

a;1ry + appxres + N + A1nTy = 0
a01T1 + a9xrs -+ Ce + a9opr, = 0

. : .7
Am1T1 + Qmatas + o + amptn, = 0
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é chamado sistema homogéneo. O sistema (1.7) pode ser escrito como A X = 0. Todo sistema

T 0
. . . To 0 .
homogéneo admite pelo menos a solucdo X = ) = . | chamada de solucéo trivial.
Ty, 0

Portanto, todo sistema homogéneo tem solugdo. Além disso ou tem somente a solucgéo trivial ou tem
infinitas solucdes

Observacéo. Para resolver um sistema linear homogéneo A X = 0, basta escalonarmos a matriz A
do sistema, ja que sob a acdo de uma operacao elementar a coluna de zeros nao é alterada. Mas, é
preciso ficar atento quando se escreve o0 sistema linear associado a matriz resultante das operactes
elementares, para se levar em consideracéo esta coluna de zeros que n&o vimos escrevendo.

Teorema 1.6. Se A = (a;;j)mxn, € tal que m < n, entdo o sistema homogéneo AX = 0 tem solucéo
diferente da solugéo trivial, ou seja, todo sistema homogéneo com menos equagdes do que incognitas
tem infinitas solucdes.
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Demonstracdao. Como o sistema tem menos equacdes do que incognitas (m < n), o nUmero de
linhas ndo nulas r da forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema também & tal que
r < n. Assim, temos r pivls e n — r variaveis (incognitas) livres, que podem assumir todos os valores
reais. Logo, o sistema admite solucéo ndo trivial e portanto infinitas solucdes. |

O conjunto solucdo de um sistema linear homogéneo satisfaz duas propriedades interessantes.
Estas propriedades terdo um papel decisivo no estudo de subespacos de R” na Secao 5.2 na pagina
332.

Proposicao 1.7. Seja A = (aij)mxn-
(a) Se X eY s&o solugdes do sistema homogéneo, AX = 0, entdo X + Y também o é.

(b) Se X é solucdo do sistema homogéneo, AX = 0, entdo a.X também o é.

Demonstracdo. (a) Se X e Y s&o solucdes do sistema homogéneo AX = 0, entdo AX = 0 e
AY = 0 e portanto X + Y também é solug&o pois, A(X +Y) = AX + AY =0+ 0=0;

(b) Se X é solugdo do sistema homogéneo AX = 0, entdo aX também o &, pois A(aX) =
aAX =a0=0.
|
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Estas propriedades nao sao validas para sistemas lineares em geral. Por exemplo, considere o
sistema linear AX = B, emque A = [1] e B = [1]. A solucdo deste sistema é X = [1]. Mas,
X + X =2X = 2, ndo é solucao do sistema.

Exemplo 1.16. Vamos retomar a cadeia de Markov do Exemplo 1.9 na pagina 17. Vamos supor que
uma populagao € dividida em trés estados (por exemplo: ricos, classe média e pobres) e que em cada
unidade de tempo a probabilidade de mudanca de um estado para outro seja constante no tempo, s6
dependa dos estados.

Seja t;; a probabilidade de mudanga do estado j para o estado ¢ em uma unidade de tempo
(geracdo). A matriz de transicdo é dada por

ORONE)

T = to1 tag ta3

~
w
=
~
w
)
~
w
&

Vamos considerar a matriz de transicao

@
@
©)

Vamos descobrir qual distribuicao inicial da populacao entre os trés estados permanece inalterada,
geracdo apos geragao. Ou seja, vamos determinar um vetor de estado P tal que

T —

@
1
2
1
2

o

TSI 4>|H®

®
0
1
2
1
2

TP=P ou TP=0LP ou (T-1I)P=0.
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Assim precisamos resolver o sistema linear homogéneo

T-L)X=0 <

Cuja matriz aumentada é

O NI NI

1% eliminacgao:

—2x12 linha — 22 linha

—4x1% linha + 2% linha —» 2% linha

22 eliminacao:

—4 %22 linha — 22 linha

1 1
ST — 2y + 32 0
W = 37 =0
1 1
L0000
1 1.
-3 2.0
1 1.
1 —3:0
(1 -1 0:0]
1 1 1.
2 73 30
L0 4 310
(1 -1 0:0]
0 -1 1o
| 0§ 510
(1 -5 0:0]
0 1 -2:0
[0 1 310
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3x2%linha + 12 linha — 12 linha

1
—1x2%linha + 32 linha — 3?linha 8 00

Portanto o sistema dado € equivalente ao sistema seguinte

0 —1:0
1

Seja z = a. Entdo y = 2a e x = «. Assim, a solucédo geral do sistema é

P 1
X=|p | =al| 2|, paratodoa € R.
Y25 1

Tomando a solugéo tal que p; + p» + p3 = 1 obtemos que se a populacéo inicial for distribuida de
forma que p; = 1/4 da populagdo esteja no estado 1, p, = 1/2 da populacdo esteja no estado 2 e
ps = 1/4, esteja no estado 3, entdo esta distribuicdo permanecera constante geracdo apos geracgéo.

1.2.4 Matrizes Elementares (opcional)

Definicao 1.8. Uma matriz elementar n xXn &€ uma matriz obtida da matriz identidade I,, aplicando-se
uma, e somente uma, operacao elementar.
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Vamos denotar por £;; a matriz elementar obtida trocando-se a linha < com a linha j da matriz /,,,
E;(«) a matriz elementar obtida multiplicando-se a linha 7 da matriz 7,, pelo escalar o # 0 e E; j(«)
a matriz elementar obtida da matriz /,,, somando-se a linha j, a vezes a linha .

1 0 07 M1 0 0 7]
.
. 1 0
0 1 . 1
1 0 - 1
1
. 0
0
0 . 0 1] | 0 0 1]
1 0 0
0
1 —i
e Ei,j(a) =
« 1 —J
. .0
| 0 0 1]
Exemplo 1.17. As matrizes seguintes sdo as matrizes elementares 2 x 2:
01 a 0 10
E172:E271:|:1 O:|7 El(a):|:0 1:|7E2(O./):|:0 a},coma%o,
1 0 1 «
ELQ(Oé) = [ a :| e EQJ(O() = |: 0 1 ‘| .
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1 0 0
: 1 0 :
Sejam F = LBy = ,... B, = | matrizes m x 1.
0 0 1
As matrizes elementares podem ser escritas em termos das matrizes F; como
[ Bl [ Bl
: [ Bl ] :
Egt —1 : Ezt —1
Ei,j = s EZ(Oé) = O{Ef —1 e E@J‘(Oé) = :
Et | <) : El+aFE! | <]
: Et :
2 L B

Aplicar uma operacdo elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz a esquerda
por uma matriz elementar, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 1.8. Sejam E uma matriz elementar m x m e A uma matriz qualquer m x n. Entdo, KA é
igual a matriz obtida aplicando-se na matriz A a mesma operacgédo elementar que originou F.
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Demonstracdo. Como a i-ésima linha de um produto de matrizes BA é igual a B; A, em que B; é a
i-ésima linha da matriz B (Exercicio 1.1.17 (b) na pagina 28) e EfA = A;, em que A; é alinha i da
matriz A (Exercicio 15 (b) na pagina 26), entao:

[ Bl ] [ E1A ] [ Ay ]
EijA= : A= : = :
J—| E! E'A |+ A |
| B, | ELA [ A |
[ El T [ E1A ] [ A ]
Ei(a)A= i— | aE! | A= | aBlA |«—i = | ad; |1
| En | EnA | A
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I i EiA
i— E! ElA
J= | El 4 aE! EiA +aEjA
L En | EnA

A
—1 Ai —1
—J ) Aj—l—:aAi —J
]

Assim, aplicar uma seqiiéncia de operacdes elementares em uma matriz, corresponde a multipli-

car a matriz a esquerda por um produto de matrizes elementares.

Exemplo 1.18. Quando usamos o método de Gauss-Jordan para resolver o sistema do Exemplo 1.11
na pagina 39, aplicamos uma seqiiéncia de operagdes elementares na matriz aumentada do sistema.

Isto corresponde a multiplicar a matriz aumentada

1
[A|B]=] 2
2
a esquerda pelas matrizes elementares
100
Eis(-2)=|-21 0|,
0 0 1

1 1:1000 ]

1 412000
3 512500

Ey3(-2) =

)

N O =
o = O
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L 00 1 -1 0 1 00
Ey(-1)=[0 -1 0|, Eyp(-1)=1]10 1 0|, Ep3(-1)=[0 10
0 01 0 01 0 -1 1
100 10 -3 100
Bs(b)=101 0|, E(=3)=]01 0], Ep2)=|01 2|,
00 3 00 1 00 1
ou seja,
10 0:700
E35(2) Es1(=3) Es(2) Eag(—1) Ba1(—1) Ex(—1) Erg(=2) Bra(=2) [A|B]=| 0 1 0200
0 0 1:100
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 498)

1.2.1. Quais das seguintes matrizes estao na forma escalonada reduzida:

1 0 0 0 3 0 1 0 0 —4
A= 0 0 1 0 —4 [, B=|0 01 0 5
000 0 1 2 00 0 -1 2
1 0 0 0 3 [0 0 0 0 O
00100 0 0 1 2 —4
0_00012’ D‘00010
| 00000 00 0 0 0

1.2.2. Em cada item suponha que a matriz aumentada de um sistema foi transformada usando
operacdes elementares na matriz escalonada reduzida dada. Resolva o sistema correspon-

dente._ )
1 0 0 -7 1 00 0 6
@) 0O 1 0 3 2 1; (c) 0100 3/{;
| 0 0 1 1 -5 |00 1 1 2
[ 1 -6 0 0 3 =2 [ 1 7 0 0 -8 -3
0 0O 1 0 4 7. 0O 0 1 0 6 5)
(b) 0 0O 0 1 5 8 |’ (d) 0O 0 0 1 3 9
| 0 0O 0 0 O 0 | 00 0 O 0 0

1.2.3. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:
Ty + T + 2$3 = 8

(@) —r; — 2x9 + 313 = 1;
31’1 - 7ZL‘2 + 41’3 = 10
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21’1 + QI‘Q + 2[)33 = 0
(b) —21’1 + 5372 + 2I3 = 1 )
8231 + To + 4.2133 = -1
— 229 + 373 = 1
(C) 3r; + 6z — 3£C3 = =2
61’1 + 6I2 + 3%3 = 5
1.2.4. Os sistemas lineares seguintes possuem a mesma matriz A. Resolva-os usando o método de
Gauss-Jordan. Observe que os dois sistemas podem ser resolvidos ao mesmo tempo escalo-
nando a matriz aumentada [ A | B; | By |.
r1 — 2x9 + x3 = 1 Ty — 21y + w3 = 2
(a) 2.%’1 — 51’2 + r3 = -2 X (b) 21’1 — 51’2 + r3 = -1 .
31’1 - 7I2 + 2l’3 = —1 31’1 - 7I2 + 2I3 = 2
10 5
1.25 SeaA=| 1 1 1
0 1 —4
(a) Encontre a solugdo geral do sistema (A + 413) X = 0;
(b) Encontre a solug&o geral do sistema (A — 213)X = 0.
1.2.6. Para cada sistema linear dado, encontre todos os valores de a para 0s quais o sistema nao tem

solucédo, tem solucao Gnica e tem infinitas solucdes:

r + 2y — 3z = 4
€) 3r — y + oz = 2 :
4o+ y + (a*—14)z = a+2
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r + y + z = 2
0 { 20 + 3y + 2 = 5 .
2¢ + 3y + (@*—1)z = a+1

1.2.7. Uma indGstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B. Para a
manufatura de cada kg de X sédo utilizados 2 gramas do insumo A e 1 grama do insumo B; para
cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 3 gramas de insumo B e, para cada kg de Z, 3 gramas de A
e 5 gramas de B. O preco de venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z € R$ 3,00, R$ 2,00
e R$ 4,00, respectivamente. Com a venda de toda a producéo de X, Y e Z manufaturada com
1,9 kg de A e 2,4 kg de B, essa indUstria arrecadou R$ 2900,00. Determine quantos kg de cada
um dos produtos X, Y e Z foram vendidos. (Sugestdo: veja o Exemplo 1.11 na pagina 39.)

1.2.8. Determine os coeficientes a, b, c e d da fungdo polinomial p(x) = ax® + bx? + cx + d, cujo
grafico passa pelos pontos P, = (0,10), P, = (1,7), P; = (3,—11) e P, = (4, —14).
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1.2.9. Determine coeficientes a, b e ¢ da equagéo do circulo, 2% + y? + ax + by + ¢ = 0, que passa
pelos pontos P, = (—2,7), P, = (—4,5) e P3 = (4, -3).
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1.2.10. Encontre condi¢cGes sobre os b;'s para que cada um dos sistemas seja consistente (isto €,
tenha solucéo):

rT — 2[)32 + 51‘3 = b1 rT — 2[)32 — r3 = b1
(a) 4£L'1 — 5272 + 81‘3 = bg i (b) —41’1 + 51‘2 + 2£L'3 = bQ .
—3331 + 35132 — 3%‘3 = bg —433‘1 + 7.2132 + 41‘3 = bg

1.2.11. (Relativo a sub-se¢éo 1.2.4) Considere a matriz

oo

7
3
1
Encontre matrizes elementares E, F, G e H tais que R = FF'GH A é uma matriz escalonada
reduzida. (Sugestéo: veja o Exemplo 1.18 na pagina 60.)

1.2.12. Resolva, usando o método de Gauss-Jordan, os seguintes sistemas:

.

ry + 21’2 — 31’4 + Iy = 2
(@) 1 + 2w + w3 — 3y + x5 + 206 = 3 .
1 + 219 — 3x4 + 225 + x¢ = 4°
. 31‘1 + 6£L’2 + I3 — 9£L’4 + 4.%'5 + 3336 =9
( ry + 3%2 — 2373 + 25(35 = 0
) 2v¢ + 6x9 — dx3 — 224 + 4das5 — 3xg = —1
5ZL'3 + 10[)’24 + 151‘6 = 5"’
2xr1 + 6x9 + 8xys + 4dxs + 18z = 6

\
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1 1 1 1

1.2.13. Considere a matriz A = ! 3 —2 “ . Determine o conjunto solug¢ao do
2 2a—2 —a—2 3a-—1
3 a+?2 -3 2a+1

sistema AX = B,emque B =[4 316, para todos os valores de a.

1.2.14. Resolva os sistemas lineares cujas matrizes aumentadas sao:

[1 2 3 1 8
(@) 13 01 7|; 1 2 30
102 1 3 © 1110
- C :
1 1 3 -3 0 1120
(b) 0 2 1 -3 3 |; 1330
1 0 2 -1 -1
Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:
>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,

., An colocadas uma ao lado da outra;
>> expr=subs (expr,x,num) substitui na expressao expr a variavel x por num.
>> p=poly2sym([an,...,a0],x) armazena na variavel p o polinémio a,x" + ... + ao.

>> c1f limpa a figura ativa.
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1.2.15.

Comandos do pacote GAAL.:

>> B=opel(alpha,i,A) ou>> oe(alpha,i,A)faz a operacdo elementar
alphaxlinha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

>> B=opel(alpha,i,j,A) ou>> oe(alpha,i,j,A) faz a operagcao elementar
alphaxlinha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena em B.

>> B=opel(A,i,j) ou>> oe(A,i,j) faz atroca da linha i com alinha j da matriz A e arma-
Zzena a matriz resultante em B.

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e arma-
zena a matriz resultante na variavel B.

>> matvand(P,k) obtém a matriz de Vandermonde de ordem k, se P=[x1; ... ;xn] e a matriz
de Vandermonde generalizada no caso em que P=[x1,y1;...;xn,yn].
>> po([x1,y1;x2,y2;...xk,yk]) desenha os pontos (x1,y1), ..., (xk,yk).

>> plotfl1(f, [a,b]) desenha o grafico da funcdo dada pela expressao simbolica £ no inter-
valo [a,b].

>> plotci(f, [a,b], [c,d]) desenha o gréafico da curva dada implicitamente pela expresséo
f (x,y)=0 naregido do plano [a,b]x[c,d].

>> p=poly2sym2([a,b,c,d,e,f],x,y) armazena na variavel p o polindbmio em duas
variaveis ax? + bxy + cy® + dzx + ey + f.

>> eixos desenha os eixos coordenados.

(a) Use o comando P=randi(4,2), para gerar 4 pontos com entradas inteiras e aleatorias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.
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1.2.16.

(b)

()

(d)
(@)

(b)

()

(d)

Use o MATLAB® para tentar encontrar os coeficientes a,b, c e d da funcdo polinomial
p(x) = ax® + bx? + cx + d cujo gréfico passa pelos pontos dados pelas linhas da matriz
P. A matriz A=matvand (P (:,1),3) pode ser (til na solucédo deste problema, assim como
a matriz B=P(:,2). Se ndo conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode nao ser
possivel?

Desenhe os pontos e o grafico do polinbmio com os comandos
clf, po(P), syms x, p=poly2sym(R(:,5),x), plotf1(p, [-5,5]1), em que R é forma
escalonada reduzida da matriz [A,B].

Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatorias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MaTLAB® para tentar encontrar os coeficientes a, b, ¢, d, e e f da conica, curva de
equacgdo ax? + bxy + ¢y’ + dv + ey + f = 0, cujo grafico passa pelos pontos cujas
coordenadas sao dadas pelas linhas da matriz P. A matriz A=matvand (P, 2) pode ser (til
na solucdo deste problema. Se ndo conseguiu, repita o passo anterior. Por que pode néao
ser possivel?

Desenhe os pontos e a conica com os comandos

clf, po(P), syms X v, p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y),
plotci(p, [-5,5],[-5,5]), em que R é a forma escalonada reduzida da matriz
A.

Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

1.2.17. Use o MATLAB® e resolva os Exercicios Numeéricos a partir do Exercicio 1.2.3.
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Exercicios Teoricos

1.2.18. Mostre que toda operacdo elementar possui inversa, do mesmo tipo, ou seja, para cada
operacao elementar existe uma outra operacdo elementar do mesmo tipo que desfaz o que
a operacao anterior fez.

1.2.19. Prove que:

(a) Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
(b) Se A é equivalente por linhas a B, entdo B é equivalente por linhas a A (simetria);
(c) Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C', entdo A é equivalente
por linhas a C' (transitividade).
1.2.20. (a) Sejam X, e X, solucdes do sistema homogéneo A X = 0. Mostre que aX; + BX, é
solugdo, para quaisquer escalares « e (3. (Sugestao: veja o Exemplo 1.7.)
(b) Sejam X; e X, solucdes do sistema A X = B. Mostre que se a.X; + X5 é solugéo,
para quaisquer escalares o e 3, entdo B = 0. (Sugestéo: facaa = 3 = 0.)
1.2.21. Sejam A uma matriz m x n e B # 0 uma matriz m x 1.
(a) Mostre que se X; & uma solucdo do sistema AX = B e Y; é uma solugédo do sistema
homogéneo associado AX = 0, entdo X; + Y é solugéo de AX = B.

(b) Seja X, solucdo particular do sistema AX = B. Mostre que toda solucdo X do sistema
AX = B, pode ser escrita como X = X, + Y, em que Y & uma solugdo do sistema
homogéneo associado, AX = 0. Assim, a solu¢éo geral do sistema AX = B é a soma
de uma solugdo particular de AX = B com a solugdo geral do sistema homogéneo
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associado AX = 0. (Sugestdo: Escreva X = X, + (X — X;)) e mostre que X — X &
solugdo do sistema homogéneo AX = 0.)
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Teste do Capitulo

. Para o sistema linear dado, encontre todos os valores de a para 0s quais o sistema néo tem

solucdo, tem solucdo Gnica e tem infinitas solugdes:

r + 2y + z = 3
r + y — z
r + y + (é*=5)z = a

\)

Se possivel, encontre os valores de z, y e z tais que:

1 2 3 —40 16 =« 100
25 3 13 5 y|l=]10120
1 08 5 —2 =z 0 01

Sejam
D:{l 0},eP:[ cos sen@}

0 —1 —senf cosd

Sabendo-se que A = P'DP, calcule D?, PP! e A

4.

Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
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(a) Se A* = —2A% entdo (I, + A?)(I, — 2A%) = I,;

(b) Se A= P'DP, onde D & uma matriz diagonal, entdo A’ = A;

(c) Se D é uma matriz diagonal, entdo DA = AD, para toda matriz A, n X n;
(d) Se B = AA!, entdo B = B*.

(e) Se Be Asaotaisque A= A'e B = B, entdo C = AB, étalque C* = C.
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Capitulo 2

Inversao de Matrizes e Determinantes

2.1 Matriz Inversa

Todo nimero real a, ndo nulo, possui um inverso (multiplicativo), ou seja, existe um nimero b, tal
que ab = ba = 1. Este nimero é Gnico e o denotamos por a~!. Apesar da algebra matricial ser
semelhante a algebra dos nimeros reais, nem todas as matrizes A ndo nulas possuem inversa, ou
seja, nem sempre existe uma matriz B tal que A B = B A = I,,. De inicio, para que os produtos AB
e B A estejam definidos e sejam iguais é preciso que as matrizes A e B sejam quadradas. Portanto,
somente as matrizes quadradas podem ter inversa, o que ja diferencia do caso dos nimeros reais,
pois todo niumero nao nulo tem inverso. Mesmo entre as matrizes quadradas, muitas ndo possuem
inversa, apesar do conjunto das que nao tem inversa ser bem menor do que o conjunto das que tem
(Exercicio 2.2.9 na pagina 131).
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Definicdo 2.1. Uma matriz quadrada A = (a;;)nxn € invertivel ou ndo singular, se existe uma
matriz B = (b;;)nxn tal que
AB=BA=1,, (2.1)

em que [, &€ a matriz identidade. A matriz B € chamada de inversa de A. Se A néo tem inversa,
dizemos que A é singular ou nao invertivel.

Exemplo 2.1. Considere as matrizes

e[ e[

A matriz B € a inversa da matriz A, pois AB = BA = I,.

Teorema 2.1. Se uma matriz A = (a;;)nx, POSSUi inversa, entdo a inversa é Gnica.
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Demonstracdo. Suponhamos que B e C' sejam inversas de A. Entdo, AB = BA =1, = AC =
CA e assim,
B=BI,=B(AC)=(BA)C=1,C=C.

Denotamos a inversa de A, quando ela existe, por A~!. Devemos chamar atencéo para o fato de
gue o indice superior —1, aqui, ndo significa uma poténcia, tdo pouco uma divisdo. Assim como no
caso da transposta, em que A! significa a transposta de A, aqui, A~! significa a inversa de A.

2.1.1 Propriedades da Inversa

Teorema 2.2. (a) Se A é invertivel, entdo A~! tambémo ée

(AT~ = 4;

(b) Se A = (aij)nxn € B = (bij)nxn S80 matrizes invertiveis, entdo AB & invertivel e

(AB) ' =B1'A™;

(c) Se A = (aij)nxn € invertivel, entdo A’ também é invertivel e

(At>—1 — (A_l)t.
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Demonstracao. Se queremos mostrar que uma matriz € a inversa de uma outra, temos que mostrar
gue os produtos das duas matrizes sao iguais a matriz identidade.

(a) Uma matriz B é a inversa de A~! se
A'B=BA'=1,.
Mas, como A~! é ainversa de A, entdo
AA =A"tA=1,.
Como a inversa é Unica, entdo B = A é ainversade A™!, ou seja, (A71)~! = A.

(b) Temos que mostrar que a inversa de AB é B 'A~!, ou seja, mostrar que os produtos
(AB)(B7'A7') e (B71A~!)AB s&o iguais & matriz identidade. Mas,

(AB)(B™'A™") = A(BB YA ' = AILA™' = AA™Y = I,
(B'AYWAB=BYA'AB=B"'1,B=B"'B = I,

(c) Queremos mostrar que a inversa de A' & (A~1)*. Assim,

AATY = (A7 A) =T, = 1,
(A)A = (AATY) =18 = I,
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O teorema seguinte, cuja demonstracao sera omitida no momento (Subsecéao 2.1.2), garante que
basta verificarmos uma das duas igualdades em (2.1) para sabermos se uma matriz € a inversa de
outra.

Teorema 2.3. Sejam A e B matrizes n X n.
(a) Se BA=1,,entdo AB = I,

(b) Se AB = I, entdo BA = 1,

Assim, para verificar que uma matriz A é invertivel, quando temos uma matriz B que é candidata a
inversa de A, basta fazer um dos produtos AB ou B A e verificar se um deles € igual a I,,. O proximo
exemplo ilustra este fato.

Exemplo 2.2. Seja A = (a;;)nxn Uma matriz tal que A*> = 0 (4 pode n&o ser a matriz nula!). Vamos
mostrar que a inversa de [,, — A é I,, + A+ A%, Para provar isto, devemos multiplicar a matriz I,, — A,
pela matriz que possivelmente seja a inversa dela, aqui / + A + A2, e verificar se o produto das duas
€ igual a matriz identidade I,,.

(I, — AL, +A+A) = L(I,+ A+ A*) —A([,+ A+ A = [, + A+ A2 - A-A* - A’ =1,.

Aqui foram usadas as propriedades (i) e (0) do Teorema 1.1 na pagina 10.
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2.1.2 Matrizes Elementares e Inversao (opcional)

As matrizes elementares tém um papel importante no estudo da inversao de matrizes e da solugcao
de sistemas lineares.

Proposicao 2.4. Toda matriz elementar € invertivel e sua inversa € também uma matriz elementar.
Usando a notacao introduzida na pagina 56, temos:

(@) E;} = Eji = Eij;
(b) Ei(a)™! = E;(1/a), para o # 0;
(C) E¢7j(oz)_1 = Em-(—oz).

Demonstracdo. Seja £/ uma matriz elementar. Esta matriz € obtida de [,, aplicando-se uma operacéao
elementar. Seja F' a matriz elementar correspondente a operacdo que transforma E de volta em I,,.
Agora, pelo Teorema 1.8 na pagina 58, temos que F'E = E F' = [,. Portanto, F' € a inversa de
E. [
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Teorema 2.5. Seja A uma matriz n X n. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) Existe uma matriz B, n x n, tal que BA = I,,.
(b) A matriz A é equivalente por linhas a matriz identidade I,,.

(c) A matriz A é invertivel.

Demonstracéo. (a)=(b) Se BA = I, entdo o sistema A X = 0 tem somente a solugao trivial,
pois X = [,X = BAX = B0 = 0. Isto implica que a matriz A & equivalente por linhas a
matriz identidade I,,, pois caso contrario a forma escalonada reduzida de A teria uma linha nula
(Proposicéo 1.5 na pagina 51).

(b)=-(c) A matriz A ser equivalente por linhas a I,, significa, pelo Teorema 1.8 na pagina 58, que

existem matrizes elementares F1, ..., Fy, tais que
E...E/A = 1, (2.2)
(E;Y. . EYE,..EByA = E'. B!
A = E'EN (2.3)

Aqui, usamos o fato de que as matrizes elementares sao invertiveis (Proposicao 2.4). Portanto,
A é invertivel como o produto de matrizes invertiveis.

(c)=(a) Claramente.
|
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Se A é invertivel, entdo multiplicando-se ambos 0s membros de (2.2) a direita por A~! obtemos
E,...EI,=A""

Assim, a mesma seqiiéncia de operagdes elementares que transforma a matriz A na matriz identidade
I,, transforma também I,, em A~

A demonstracao do Teorema 2.3 na pagina 80, agora, € uma simples conseqténcia do Teorema
anterior.

Demonstracdo do Teorema 2.3.  (a) Vamos mostrar que se BA = I,,, entdo A é invertivele B =
A~'. Se BA = I, entdo pelo Teorema 2.5, A é invertivele B = BI, = BAA ' = [,LA! =
A7l Logo, AB = BA = I,,.

(b) Se AB = I,, entdo pelo item anterior B é invertivel e B~! = A. Portanto BA = AB = I,,.
|

Segue da demonstracédo, do Teorema 2.5 (equacéo (2.3)) o resultado seguinte.

Teorema 2.6. Uma matriz A é invertivel se, e somente se, ela € um produto de matrizes elementares.
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Exemplo 2.3. Vamos escrever a matriz A do Exemplo 2.5 na pagina 88 como o produto de matrizes

elementares. Quando encontramos a inversa da matriz A, aplicamos uma sequiéncia de operacdes

elementares em [ A | I3 ] até que encontramos a matriz [ I3 | A~ ]. Como as operagdes s&o por linha,

esta mesma sequéncia de operagdes elementares transforma A em I,,. Isto corresponde a multiplicar
1 11

amatrizA= | 2 1 4 | aesquerda pelas matrizes elementares
2 3 5
100 100
E1’2(_2> - —2 1 0 5 E173(—2) - O 1 0 y
0 01 -2 0 1
1 00 1 -1 0 1 00
Ey(-1)= |0 =1 0|, Eyi(-1)=]10 1 0|, Es(-1)=]0 10
0 01 0 01 0 —1 1
1 00 1 0 -3 100
Es(3)=10 1 0|, Es:(=3)=|01 0|, Es(2)=]|01 2/,
0 0 % 00 1 0 0 1
ou seja,

E35(2) E51(—3) Eg(%) Es3(—1) Ea1(—1) Eo(—1) E13(—2) E12(—2) A = Is.
Multiplicando a esquerda pelas inversas das matrizes elementares correspondentes obtemos

A=FE5(2) E15(2) Eo(—1) Ey1(1) Eas(1) Es(5) E51(3) E52(—2).
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2.1.3 Método para Inversao de Matrizes

O exemplo seguinte mostra, para matrizes 2 x 2, ndo somente uma forma de descobrir se uma
matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou seja,
escalonamos a matriz [A | I,] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [R | S]. Se R = I,
entdo a matriz A é invertivel e a inversa A~! = S. Caso contrario, a matriz A néo é invertivel.

. b .
Exemplo 2.4. Seja A = [ CCL ] Devemos procurar uma matriz B = { z z{; } tal que AB = I,

d

ou seja,

ar + bz =

cx + dz =
ay + bw
cy + dw =

_— O O =

Este sistema pode ser desacoplado em dois sistemas independentes que possuem a mesma matriz,
qgue é a matriz A. Podemos resolvé-los simultaneamente. Para isto, basta escalonarmos a matriz

aumentada o
a b:1:0
[c dOl]_[AHQ]'

Os dois sistemas tém solugéo Unica se, e somente se, a forma escalonada reduzida da matriz [ A | 15 |

fordaforma [l | S| = é (1)22

reduzida da matriz A nao for igual a 15). Neste caso, © = 5,2 = u e y = t,w = v, OU Seja, a matriz

A possuirainversa, A 7! = B =5 = [ 5t 1

(verifiqgue, observando o que acontece se a forma escalonada

u v
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Para os leitores da Subsecéao 2.1.2 o proximo teorema € uma simples consequéncia do Teorema
2.5 na pagina 82. Entretanto a demonstracao que daremos a seguir fornece um método para encontrar
a inversa de uma matriz, se ela existir.

Teorema 2.7. Uma matriz A, n x n, & invertivel se, e somente se, A é equivalente por linhas a matriz
identidade I,,.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.3 na pagina 80, para verificarmos se uma matriz A, n x n, € in-
vertivel, basta verificarmos se existe uma matriz B, tal que

AB=1,. (2.4)
Vamos denotar as colunas de B por X, X5, ..., X,,,ouseja, B=[X; ... X,,], em que
11 T12 Tin
Xi=| 7 = L x|
37;1 ZU;L2 Tnn
e as colunas da matriz identidade I,,, por £y, Es, ..., E,,ouseja, I, = [E; ... E, ], em que
1 0 0
0 0 1
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Assim a equacao (2.4) pode ser escrita como

pois a j-ésima coluna do produto AB é igual a A vezes a j-ésima coluna da matriz B (Exercicio 17
na pagina 28). Analisando coluna a coluna a equagao anterior vemos que encontrar B é equivalente
a resolver n sistemas lineares

AX;=FE; paraj=1...,n.

Cada um dos sistemas pode ser resolvido usando 0 método de Gauss-Jordan. Para isso, formariamos
as matrizes aumentadas [A | Ey], [A | Ea],...,[A | E,]. Entretanto, como as matrizes dos sistemas
sdo todas iguais a A, podemos resolver todos os sistemas simultaneamente formando a matriz n x 2n

[A| E\Ey...E,]=[A] L.

Transformando [ A | I,,| na sua forma escalonada reduzida, que vamos denotar por [ R | S|, vamos
chegar a duas situagfes possiveis: ou a matriz R € a matriz identidade, ou néao é.

e Se R = [, entdo a forma escalonada reduzida da matriz [A | [,,] édaforma [I, | S]. Se
escrevemos a matriz S em termos das suas colunas S = [ S 5, ... S, |, entdo as solu¢des dos
sistemas A X; = E; séo X; = S;eassim B = S étal que AB = I, e pelo Teorema 2.3 na
pagina 80 A é invertivel.

e Se R # I, entdo a matriz A nao é equivalente por linhas a matriz identidade I,,. Entao, pela
Proposicéo 1.5 na pagina 51 a matriz R tem uma linha nula. O que implica que os sistemas
A X, = E; ndo tenham solucdo Gnica. Isto implica que a matriz A néo tem inversa, pois as
colunas da ((nica) inversa seriam X, para j = 1,...n. |
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Observacao. Da demonstracdo do Teorema 2.7 obtemos ndo somente uma forma de descobrir se
uma matriz A tem inversa mas também, como encontrar a inversa, no caso em que ela exista. Ou
seja, escalonamos a matriz [A | I,] e encontramos a sua forma escalonada reduzida [R | S]. Se
R = I,,, entdo a matriz A é invertivel e ainversa A~! = S. Caso contrario, a matriz A ndo & invertivel.
Vejamos 0s exemplos seguintes.

Exemplo 2.5. Vamos encontrar, se existir, a inversa de

1 11
A=12 1 4
2 3 5
12 eliminacao:
—2x1% linha + 22 linha — 22 linha 1 1 1 1 00
—2x%12 linha + 32 linha — 32 linha 0O -1 2:-2 10
0 1 3:.-2 0 1
22 eliminacéo:
122 1inn 2 linh 1 1 1 1 0 0
—1x%x22 linha — 2% linha 0 1 —9 9 _1 0
0 1 3. =2 0 1
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—1x2% linha + 1? linha — 1? linha 10 3:-1 10
—1x2?2linha + 32 linha — 32 linha 0 1 -2 2 -10
0 0 5:—-4 11
3?2 eliminacao:
1 0 3:.-1 10
L33 al |

=x3?% linha — 3% linha 0 1 —2° 2 —1 0

4 1 1

00 1i—5 5 3
1oo0; I 2 -2
—3x3? linha + 12 linha — 17 linha 010 : 3
2x 3% linha + 22 linha — 22 linha A
00 1.—-2 L+ 1
1 5 5 5

Assim, a matriz [A | I3] € equivalente por linhas a matriz acima, que é da forma [I3 | S], portanto a
matriz A € invertivel e a sua inversa € a matriz .S, ou seja,

Tl= Ol Ol

AT =

G Ol O
U= Ol UtN

Exemplo 2.6. Vamos determinar, se existir, a inversa da matriz

1 2 3
A=1]11 2
011
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Para isso devemos escalonar a matriz aumentada

123100
A|L]=]112010
011001

12 eliminacao:

1 2 3:1 00
—1x12linha + 22 linha — 22 linha 011 1 -1 0
01 1:0 01
22 eliminagao:
1 231 00
—1x2? linha — 22 linha| 011:1-10
01 1:0 01
—2x2%linha + 12 linha — 12 linha 1 o1:-1 20
—1x22 linha + 3% linha — 32 linha 011 1 -1 0
00 0:-1 11

Assim, a matriz [A | I5] é equivalente por linhas & matriz acima, que é da forma [R | S|, com R # I5.
Assim, a matriz A nao é equivalente por linhas a matriz identidade e portanto nao é invertivel.

Se um sistema linear A X = B tem o nUmero de equacgdes igual ao nUmero de incognitas,
ent&o o conhecimento da inversa da matriz do sistema A~!, reduz o problema de resolver o sistema
a simplesmente fazer um produto de matrizes, como esta enunciado no préximo teorema.
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Teorema 2.8. Seja A uma matriz n X n.

(a) O sistema associado AX = B tem solugdo Unica se, e somente se, A é invertivel. Neste caso
asolucdo é X = A~ 'B;

(b) O sistema homogéneo A X = 0 tem solucdo n&o trivial se, e somente se, A é singular (ndo
invertivel).

Demonstracdo. (a) Se a matriz A & invertivel, entdo multiplicando A X = B por A~! a esquerda
em ambos 0os membros obtemos

AN AX) = A7'B
(A'A)X = A'B
I,X = A'B
X = A'B.

Aqui foram usadas as propriedades (h) e (0) do Teorema 1.1 na pagina 10. Portanto, X = A~'B
€ a Gnica solugéo do sistema A X = B. Por outro lado, se o sistema A X = B possui solugdo
Unica, entdo a forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema [A | B] é da forma
[R | S], em que R = I,,. Pois a matriz A é quadrada e caso R fosse diferente da identidade
possuiria uma linha de zeros (Proposicao 1.5 na pagina 51) o que levaria a que o sistema
A X = B ou néo tivesse solucdo ou tivesse infinitas solucées. Logo, a matriz A é equivalente
por linhas a matriz identidade o que pelo Teorema 2.7 na pagina 86 implica que A é invertivel.
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(b) Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solucgao trivial. Pelo item anterior, esta sera a
Unica solucédo se, e somente se, A € invertivel. |

Vamos ver no proximo exemplo que se conhecemos a inversa de uma matriz, entdo a producao
de uma indUstria em varios periodos pode ser obtida apenas multiplicando-se a inversa por matrizes
colunas que contenham a arrecadacao e as quantidades dos insumos utilizados em cada periodo.

Exemplo 2.7. Uma indUstria produz trés produtos, X, Y e Z, utilizando dois tipos de insumo, A e B.
Para a manufatura de cada kg de X sdo utilizados 1 grama do insumo A e 2 gramas do insumo B;
para cada kg de Y, 1 grama de insumo A e 1 grama de insumo B e, para cada kg de Z, 1 grama de
A e 4 gramas de B. O preco de venda do kg de cada um dos produtos X, Y e Z € R$ 2,00, R$ 3,00 e
R$ 5,00, respectivamente. Como vimos no Exemplo 1.6 na pagina 8, usando matrizes o esquema de
producéo pode ser descrito da seguinte forma:

XY Z
gramas de A/kg 1 11 T kg de X produzidos
gramas de B/kg 2 1 4 = A X = Y kg de Y produzidos
preco/kg 2 3 5 z kg de Z produzidos
rT+y+=z gramas de A usados
AX = 2v +y + 4z gramas de B usados

2 4+ 3y + 52 arrecadacao

No Exemplo 2.5 na pagina 88 determinamos a inversa da matriz

1 11
A=121 4
2 3 5
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que é
7 2 3
5 5 T3 T2 3
ATl = 2 2 2 |l=-] 2 -3 2
-4 3 -1

Sabendo-se a inversa da matriz A podemos saber a producdo da indUstria sempre que soubermos
quanto foi gasto do insumo A, do insumo B e a arrecadacao.

(2) Se em um periodo com a venda de toda a producao de X, Y e Z manufaturada com 1 kg de A
e 2 kg de B, essa indUstria arrecadou R$ 2500, 00, entdo para determinar quantos kg de cada
um dos produtos X, Y e Z foram vendidos simplesmente multiplicamos A~! pela matriz

1000 gramas de A usados
B = 2000 gramas de B usados
2500 arrecadacao
ou seja,
kg de X produzidos T 1 T2 =3 1000 700
kg de Y produzidos y | =X=A"'B= = 2 -3 2 2000 | = | 200
kg de Z produzidos z 4 1 1 2500 100

Portanto, foram produzidos 700 kg do produto X, 200 kg de Y e 100 kg de Z.

(b) Se em outro periodo com a venda de toda a producédo de X, Y e Z manufaturada com 1 kg de
A e 2,1 kg de B, essa indlstria arrecadou R$ 2900, 00, entdo para determinar quantos kg de
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cada um dos produtos X, Y e Z foram vendidos simplesmente multiplicamos A~! pela matriz

1000 gramas de A usados
B = 2100 gramas de B usados
2900 arrecadacao
ou seja,
kg de X produzidos T 1 T2 =3 1000 500
kg de Y produzidos y | =X=A"'B= s 2 -3 2 2100 | =| 300
kg de Z produzidos z -4 1 1 2900 200

Portanto, foram produzidos 500 kg do produto X, 300 kg de Y e 200 kg de Z.

Exemplo 2.8 (Interpolacdo Polinomial). Sejam Py = (z1,41),--., Pn = (2, yn), COM 21, ..., 2,
nameros distintos. Considere o problema de encontrar um polinémio de grau n — 1

P(x) = apa2" '+ a2+ -+ arz + ag,

que interpola os dados, no sentido de que p(x;) = y;, parai =1,...,n.

Por exemplo se os pontos sdo P, = (0,10), P, = (1,7),P3 = (3,—11), P, = (4,—14) entdo
o problema consiste em encontrar um polindmio de grau 3 que interpola os pontos dados (veja o
Exercicio 1.2.8 na pagina 64).
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30

10 b

ol |

-10+ i

Vamos mostrar que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1, que
interpola n pontos, com abscissas distintas. Substituindo os pontos no polinémio p(x), obtemos um
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sistema linear AX = B, em que

n—1 n—2
Ap—1 Y1 Ty Ty ooxp 1
n—1 n—2
Ap—2 Yo Ty Ty .oz 1
X = i , B= ] e A=
ao Yn U |

A matriz A € chamada matriz de Vandermonde.

Vamos mostrar que AX = B tem somente uma solugdo. Pelo Teorema 2.8 na pagina 91, um
sistema de n equacdes e n incognitas AX = B tem solucdo Unica se, e somente se, 0 sistema
homogéneo associado, AX = 0, tem somente a solugéo trivial. X = [ a,_; -+ ao | € solugdo do
sistema homogéneo se, e somente se, o polinémio de graun — 1, p(m) =, 12" ' 4+ -+ ap, se
anula em n pontos distintos. O que implica que o polindmio p(z) € o polinémio com todos os seus
coeficientes iguais a zero. Portanto, o sistema homogéneo A X = 0 tem somente a solucao trivial.
Isto prova que existe, um e somente um, polindmio de grau no maximo igual a n — 1, que interpola n
pontos, com abscissas distintas.

Assim a soluc&o do sistema linear € X = A~'B. Como a matriz A depende apenas das abs-
cissas dos pontos, tendo calculado a matriz A~! podemos determinar rapidamente os polinémios
que interpolam varios conjuntos de pontos, desde que os pontos de todos os conjuntos tenham as
mesmas abscissas dos pontos do conjunto inicial.

Exemplo 2.9. Vamos transformar uma mensagem em uma matriz da seguinte forma. Vamos quebrar
a mensagem em pedacos de tamanho 3 e cada pedago sera convertido em uma matriz coluna usando
a Tabela 2.1 de converséo entre caracteres e nUmeros.

Considere a seguinte mensagem criptografada

lydobbr,? (2.5)
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Quebrando a mensagem criptografada em pedacos de tamanho 3 e convertendo cada pedacgo para
uma coluna de nimeros usando a Tabela 2.1 obtemos a matriz

80 15 18
Y=125 2 107
4 2 9

Sabendo-se que esta mensagem foi criptografada fazendo o produto da mensagem inicial pela matriz

1 10
M=1]011
0 01
entdo
X=M1'Y
sera a mensagem inicial convertida para nUmeros, ou seja,
1 -1 1 80 15 18 59 15 5
X=M'Y=|0 1 -1 25 2 107 | =]21 0 13
0o 0 1 4 2 9 4 2 94

Convertendo para texto usando novamente a Tabela 2.1 obtemos que a mensagem que foi criptogra-
fada é
Tudo bem? (2.6)

Vamos mostrar a reciproca do item (b) do Teorema 2.2 na pagina 78. Este resultado sera (til
na demonstracdo de que o determinante do produto de matrizes é o produto dos determinantes
(Subsecédo 2.2.2 na pagina 127).
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Proposicédo 2.9. Se A e B sdo matrizes n x n, com AB invertivel, entdo A e B sé&o invertiveis.

Demonstracdo. Considere o sistema (AB)X = (0. Se B néo fosse invertivel, entdo existiria X # 0,
tal que B X = 0 (Teorema 2.8 na pagina 91). Multiplicando-se por A, teriamos AB X = 0, o que,
novamente pelo Teorema 2.8 na pagina 91, contradiz o fato de AB ser invertivel. Portanto, B é
invertivel. Agora, se B e AB s&o invertiveis, entdo A também & invertivel, pois A = (AB)B~!, que
€ o produto de duas matrizes invertiveis. |

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 523)

1
2.1.1. Seja A uma matriz 3 x 3. Suponha que X = | —2 | é solugdo do sistema homogéneo
3
A X = 0. Amatriz A & singular ou nd0? Justifique.

2.1.2. Se possivel, encontre as inversas das seguintes matrizes:
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1 2 3 1 2 3
(@ |1 12 d |0 2 3
| 0 1 2] |1 2 4
[1 2 2] [1 2 3]
by |1 3 1 e |1 1 2
|1 3 2] | 0 1 1]
1 1 11 (1 1 1
1 2 -1 2 13 1 2
© 11 21 21 O
1 3 3 2 |59 16
110
2.1.3. Encontre todos os valores de a paraos quaisamatrizA= | 1 0 0 | teminversa.
1 2 a
2.1.4. Se
3 2 2 5
-1 __ -1 __
SIS RE A
encontre (A B)~1.
. 1 2 3 D
2.1.5. Resolvaosistema AX = B,se A~ = 41 eB = 3 |
2.1.6. (Relativo a Subsecéo 2.1.2) Encontre matrizes elementares F, ..., Fytaisque A = E; ... Ey,
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para

X

Il
o N o~
— = N
O DO W

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do MATLAB®:
>> M=[A,B] atribui @ matriz M a matriz obtida colocando lado a lado as matrizes A e B.

>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,
., An colocadas uma ao lado da outra;

>> M=A(:,k:1) atribui a matriz M a submatriz da matriz A obtida da coluna 1 a coluna k da
matriz A.

Comandos do pacote GAAL.:

>> B=opel(alpha,i,A) ouB=oe(alpha,i,A)faz a operacao elementar
alphaxlinha i ==> linha i da matriz A e armazena a matriz resultante em B.

>> B=opel (alpha,i,j,A) ouB=oe(alpha,i,j,A) faz a operacéo elementar
alpha*linha i + linha j ==> linha j da matriz A e armazena a matriz resultante na
variavel B.

>> B=opel(A,i,j) ouB=oe(A,i,j) faz atroca da linha ¢ com a linha j da matriz A e arma-
zena a matriz resultante na variavel B.
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2.1.7.

2.1.8.

>> B=escalona(A) calcula passo a passo a forma escalonada reduzida da matriz A e arma-
zena a matriz resultante na variavel B.

O pacote GAAL contém alguns arquivos com mensagens criptografadas e uma chave para de-
cifra-las. Use os comandos a seguir para ler dos arquivos e atribuir as variaveis corresponden-
tes, uma mensagem criptografada e a uma chave para decifra-la.

>> menc=lerarq(’mencl’), key=lerarq(’key’)

Aqui séo lidos os arquivos mencl e key. Para converter a mensagem criptografada e a chave
para matrizes numéricas use os comandos do pacote gaal:

>> y=char2num(menc), M=char2num(key)

A mensagem criptografada, y, foi obtida multiplicando-se a matriz M pela mensagem original
(convertida para nimeros), x. Determine x. Descubra a mensagem usando o comando do
pacote gaal, num2char (x). Decifre as mensagens que estao nos arquivos menc2 e menc3.
Como deve ser a matriz M para que ela possa ser uma matriz chave na criptografia?

Resolva os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 2.1.2 usando o MATLAB®,
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Exercicios Teoricos

: b | .. ]
2.1.9. (a) Mostre que a matriz A = [ ch d } é invertivel se, e somente se, ad — bc # 0 e neste

1 d —b
A7l = .
ad — bc [ —c a ]
(Sugestdo: encontre a forma escalonada reduzida da matriz [ A | I5 ], para a # 0 e para
a=70.)

(b) Mostre que se ad — bc # 0, entdo o sistema linear

caso a inversa € dada por

ar + by = g
ce + dy = h

tem como solucao
_ gd—Dbh ah — gc

v ad — be’ y= ad — bc

Sugestéao para os proximos 4 exercicios: Para verificar que uma matriz B € a inversa de uma
matriz A, basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar que € igual a [,,.

2.1.10. Se A éumamatrizn x n e A¥ =0, para k um inteiro positivo, mostre que

(I, A =L +A+ A+ 4 AL
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2.1.11. Seja A uma matriz diagonal, isto &, os elementos que estdo fora da diagonal sdo iguais a zero
(a;; =0, parat # j). Se a; # 0, parai = 1,...,n, mostre que A & invertivel e a sua inversa
é também uma matriz diagonal com elementos na diagonal dados por 1 /a1, 1/ass, ..., 1/apm,.

2.1.12. Sejam A e B matrizes quadradas. Mostre que se A + B e A forem invertiveis, entao

(A+B)'=A"11,+BA L
2.1.13. Seja J, a matriz n X n, cujas entradas sao iguais a 1. Mostre que se n > 1, entdo
. 1

(Sugestao: observe que J? = n.J,.)

2.1.14. Mostre que se B é uma matriz invertivel, entdio AB~' = B~'A se, e somente se, AB = BA.
(Sugestao: multiplique a equacdo AB = BA por B~1)

2.1.15. Mostre que se A & uma matriz invertivel, entdo A + B e I, + BA~! sdo ambas invertiveis ou
ambas ndo invertiveis. (Sugestdo: multiplique A + B por A™1)

2.1.16. Mostre que se A nao é invertivel, entdo AB também néo o é.

2.1.17. Mostre que se A e B sdo matrizes n x n, invertiveis, entdo A e B sao equivalentes por linhas.

2.1.18. Sejam A uma matriz m xn e B uma matriz n X m, comn < m. Mostre que AB nao é invertivel.

(Sugestdo: Mostre que o sistema (AB)X = 0 tem solug&o n&o trivial.)
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10 | 11 | 12 | 13 | 14

o
=
N

< || N|0Q

15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29

e

Vel
o
[
o
o
o
£
c
=
oo
Q
(w}
g3

30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44

45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59

60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72 | 73 | 74

7 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80 | 81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89

: < = > ? ¢ ! " # $ A & ’ ( )
90 | 91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102 | 103 | 104
* + , - / [ \ ] _ { | }

105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117

Tabela 2.1: Tabela de conversao de caracteres em nimeros
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2.2 Determinantes

Vamos inicialmente definir o determinante de matrizes 1 x 1. Para cada matriz A = [a] definimos
o determinante de A, indicado por det(A), por det(A) = a. Vamos, agora, definir o determinante de
matrizes 2 x 2 e a partir dai definir para matrizes de ordem maior. A cada matriz A, 2 x 2, associamos
um nimero real, denominado determinante de A, por:

det(A) = det e (11022 — A12021.
Q21 A2

Para definir o determinante de matrizes quadradas maiores, precisamos definir o que sao os
menores de uma matriz. Dada uma matriz A = (az-j)nm, 0 menor do elemento a;;, denotado por
Ayj, & asubmatriz (n — 1) x (n — 1) de A obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna
de A, que tem o seguinte aspecto:

ay; ... .. Qip

i i7

apl - -- oo Qpp
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Exemplo 2.10. Para uma matriz A = (a;;)sxs,

a11 a2 13

1 aix aig
A23 = —
azy as2

Agora, vamos definir os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;;)3x3. O cofator do elemento
a;;, denotado por a;;, € definido por

ay = (—1)"™ det(4y;),

ou seja, o cofator a,;, do elemento a,; € igual a mais ou menos o determinante do menor A;;, sendo
0 mais e 0 menos determinados pela seguinte disposicao:

Exemplo 2.11. Para uma matriz A = (a;;)3x3,

ai; a2 13

Q12

Qo3 = (—1)2+3 det(;lgg) = —det sy

] = a31Q12 — A11432
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Vamos, agora, definir o determinante de uma matriz 3 x 3. Se

a1 daiz2 A3

A= a1 Gz 23 ’

a31 dasz2 G33

entdo, o determinante de A é igual a soma dos produtos dos elementos da 12 linha pelos seus cofa-
tores.

det(A) = a11a11 + aipdie + ai3dss
Q22 A23 21 Q23 Q21 QA22
= a1l det — 192 det + a3 det
a3z A33 az1 ass a3y as2

= Cln(a22a33 - a32a23) + a12(a21a33 - a31(123) + G13(&21&32 - (1316622)-

Da mesma forma que a partir do determinante de matrizes 2 x 2, definimos o determinante de
matrizes 3 x 3, podemos definir o determinante de matrizes quadradas de ordem maior. Supondo que
sabemos como calcular o determinante de matrizes (n — 1) x (n — 1) vamos definir o determinante
de matrizes n X n.

Vamos definir, agora, os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;;)nxn- O cofator do elemento
a;;, denotado por a;;, € definido por

dyy = (—1)"™ det(A;;),

ou seja, o cofator a;;, do elemento a;; € igual a mais ou menos o determinante do menor A;;, sendo
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0 mais e o0 menos determinados pela seguinte disposicao:

Definicdo 2.2. Seja A = (a;j)nxn- O determinante de A, denotado por det(A), é definido por

det(A) = CL11(~111 + (112&12 +...+ alndln = Z aljdlj, (27)
j=1

em que d;; = (—1)"*/ det(A};) & o cofator do elemento a,;. A expresséo (2.8) & chamada desen-
volvimento em cofatores do determinante de A em termos da 12 linha.
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Exemplo 2.12. Seja

00 0 -3
e 12 34
-13 25

2 1 -2 0

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

1 2 3
det(A) = 0ay; + 0dyo + 0dis + (—3)(—1)""*det(B), emque B = 1 3 2
2 1 =2

Mas o det(B) também pode ser calculado usando cofatores,

det(B) = 1B11 + 2B12 + 3313
= 1(—1)1+1 det(éu) + 2(—1)1+2 det(Blg) + 3(—1>1+3 det(Blg)
3 2 -1 2 -1 3
= det{1 _2]—2det[ 9 _2]+3det[ 5 1}
— 8-2(-2)+3(-T7)
= -25

Portanto,
det(A) = 3det(B) = —T75.
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Exemplo 2.13. Usando a definicdo de determinante, vamos mostrar que o determinante de uma ma-
triz triangular inferior (isto é, os elementos situados acima da diagonal principal sdo iguais a zero) é
o produto dos elementos da diagonal principal. Vamos mostrar inicialmente para matrizes 3 x 3. Seja

a1y 0 0

az az 0

A=
a31 daz2 G33

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

det(A) = ay; det [ az 0

= (11022G33.
as2 a33]

Vamos supor termos provado que para qualquer matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior, o deter-
minante é o produto dos elementos da diagonal principal. Entdo vamos provar que isto também vale
para matrizes n X n. Seja

‘ a1 0 ... ... 0

A= as; azp 0
0
QAn1 N Ann

Desenvolvendo-se o determinante de A em cofatores, obtemos

a929 0 [ 0
0 :
det(A) = Q11 det af)ﬂ @33 = 111022 . ..0pn,
Ap2 e QApn
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pois o determinante acima é de uma matriz (n — 1) x (n — 1) triangular inferior. Em particular, para
a matriz identidade, 1,,,
det(I,) = 1.

2.2.1 Propriedades do Determinante

Vamos provar uma propriedade do determinante que € usada para provar varias outras proprieda-
des. Para isso vamos escrever a matriz A = (a;;),x» €m termos das suas linhas

F AT
Ap—1
A= Ay ,
Apy1
L An
em que A; é alinha i da matriz A, ou seja, A; = [a;1 a2 . ..a;, ]. Se alinha Ay é escrita na forma
A, = aX +pY,emque X = [27...2,],Y = [y1...yn]| € a e (3 sdo escalares, dizemos que

a linha A, € combinacéo linear de X e Y. Se a linha A, é combinacao linear de X e Y/, entdo o
determinante pode ser decomposto como no resultado seguinte.
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Teorema 2.10. Seja A = (aij)nxn escrita em termos das suas linhas, denotadas por A;, ou seja,
A; = [agaip...a;]. Se para algum k, a linha Ay, = aX + Y, em que X = [z7...2,],
Y =[yi...y,] € ae [ sdo escalares, entdo:

[ A ] [ Ay ] [ A
Apy Apq Ap
det | aX + Y | = adet X + [ det Y
A1 Aps1 A
L A | A, L An

Aqui, Ay = aX + BY = [az1 + Byr ... oz, + By, .

Demonstracao. Vamos provar aqui somente para £ = 1. Para k > 1 & demonstrado no Apéndice ||
napaginal34. Se Ay =aX +8Y,emque X = [z;...2,],Y =[y1...yn]| e e [ s@o escalares,
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entao:
aX + Y
A i . -
det ¥ = D (=)' (az; + By;) det(Ay;)
: =
A

= « Z z;det(Ay;) + 3 Z y; det(Ay)
j=1 J=1
X Y
A
= «det , + G det
A, Ap

Exemplo 2.14. O calculo do determinante da matriz a seguir pode ser feito da seguinte forma:

det

cost sent ] — 9 det [ cost sent

2cost —3sent 2sent+ 3cost cost sent}—’—?)det[

cost sent
—sent cost

Pela definicao de determinante, o determinante deve ser calculado fazendo-se o desenvolvimento
em cofatores segundo a 1? linha. O proximo resultado, que ndo vamos provar neste momento
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(Apéndice Il na pagina 134), afirma que o determinante pode ser calculado fazendo-se o desen-
volvimento em cofatores segundo qualquer linha ou qualquer coluna.

Teorema 2.11. Seja A uma matriz n X n. O determinante de A pode ser calculado fazendo-se o
desenvolvimento em cofatores segundo qualquer linha ou qualquer coluna.

n
det(A) = aildil + aiQdiz + ...+ am&m = Z aij&ij, parai = 1, o, N, (2.8)
7=1
n
aljgllj —+ Clgjglgj + ...+ an]’&n]’ = Z aij&ija paraj = 1, ooy, (29)

=1
em que d;; = (—1)"*7 det(A;;) & o cofator do elemento a;;. A expresséo (2.8) é chamada desen-
volvimento em cofatores do determinante de A em termos da i-ésima linha e (2.9) € chamada
desenvolvimento em cofatores do determinante de A em termos da j-ésima coluna.
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Temos a seguinte conseqiiéncia deste resultado.

Corolario 2.12. Seja A uma matriz n x n. Se A possui duas linhas iguais, entéo det(A) = 0.

Demonstracao. O resultado é claramente verdadeiro para matrizes 2 x 2. Supondo que o resultado
seja verdadeiro para matrizes (n — 1) X (n — 1), vamos provar que ele é verdadeiro para matrizes
n X n. Suponhamos que as linhas k e [ sejam iguais, para k # [. Desenvolvendo o determinante de
A em termos de uma linha i, com i # k, [, obtemos

n

det(A) = " ayay =Y (—1)a; det(Ay;).
j=1

J=1

Mas, cada A;; € uma matriz (n — 1) x (n — 1) com duas linhas iguais. Como estamos supondo que o
resultado seja verdadeiro para estas matrizes, entdo det(A4;;) = 0. Isto implica que det(A) =0. W

No proximo resultado mostramos como varia o determinante de uma matriz quando aplicamos
operacdes elementares sobre suas linhas.

Teorema 2.13. Sejam A e B matrizes n X n.

(a) Se B é obtida de A multiplicando-se uma linha por um escalar «, entdo

det(B) = adet(A);
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(b) Se B resulta de A pela troca da posigao de duas linhas k # [, entédo

det(B) = —det(A);

(c) Se B é obtida de A substituindo a linha [ por ela somada a um mltiplo escalar de uma linha k&,
k # 1, entdo

det(B) = det(A) .

Demonstracdo. (a) Segue diretamente do Teorema 2.10 na pagina 112.

(b) Sejam
F AT F AT
Ay Ay
A= : e B= :
Ay A
L. An - L An -
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Agora, pelo Teorema 2.10 na pagina 112 e o Corolario 2.12, temos que

oA
Ap + A

0 = det :
Ap + A

Ay

— 0+ det(A) + det(B) + 0.

= det

Portanto, det(A) = — det(B).

Ay

+ det

Ay

(c) Novamente, pelo Teorema 2.10 na pagina 112, temos que

A

det

= det

A

+ «det

A
Ay
+ det :

A

L An
Ay
Ay,

: = det
Ay,
Ay

+ det
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Exemplo 2.15. Vamos calcular o determinante da matriz

0 1 5
A=|3 -6 9
2 6 1

usando operacgOes elementares para transforma-la numa matriz triangular superior e aplicando o Te-
orema 2.13.

3 -6 9
det(4) = —det |0 1 5 |12 linha «—— 22 linha
2 6 1|
(1 -2 3]
= —3det| 0 1 5 1/3x1? linha — 12 linha
2 6 1
1 -2 3]
= —3det{0 1 5 —2x1? linha+3? linha — 32 linha |
0 10 —5 |
1 -2 3]
= —3det| 0 1 5| |—10x2?linha+3?linha — 3? linha
0 0 —55

= (—3)(—55) = 165

Quando multiplicamos uma linha de uma matriz por um escalar o o determinante da nova matriz é
igual a o multiplicado pelo determinante da matriz antiga. Mas o que estamos calculando aqui é o
determinante da matriz antiga, por isso ele é igual a 1/a multiplicado pelo determinante da matriz
nova.
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Para se calcular o determinante de uma matriz n X n pela expansédo em cofatores, precisamos
fazer n produtos e calcular n determinantes de matrizes (n — 1) x (n — 1), que por sua vez vai
precisar de n — 1 produtos e assim por diante. Portanto, ao todo sdo necessarios da ordem de n!
produtos. Para se calcular o determinante de uma matriz 20 x 20, € necessario se realizar 20! ~ 108
produtos. Os computadores pessoais realizam da ordem de 10® produtos por segundo. Portanto, um
computador pessoal precisaria de cerca de 10'° segundos ou 10? anos para calcular o determinante
de uma matriz 20 x 20 usando a expansao em cofatores. Entretanto usando o método apresentado no
exemplo anterior para o calculo do determinante, & necessario apenas da ordem de n® produtos. Ou
seja, para calcular o determinante de uma matriz 20 x 20 usando o método apresentado no exemplo
anterior um computador pessoal gasta muito menos de um segundo.

A seguir estabelecemos duas propriedades do determinante que serdo demonstradas somente
na Subsecdo 2.2.2 na pagina 127.

Teorema 2.14. Sejam A e B matrizes n X n.

(a) Os determinantes de A e de sua transposta A! sdo iguais,

det(A) = det(A");

(b) O determinante do produto de A por B é igual ao produto dos seus determinantes,

det(AB) = det(A) det(B) .
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Observacao. Como o determinante de uma matriz € igual ao determinante da sua transposta (Teo-
rema 2.14 (b)), segue-se que todas as propriedades que se referem a linhas sao validas com relacéao
as colunas.

Exemplo 2.16. Seja A = (a;j)nxn. Vamos mostrar que se A é invertivel, entao

1

det(A™1) = det(A)’

Como A A~! = I,,, aplicando-se o determinante a ambos os membros desta igualdade e usando
0 Teorema 2.14, obtemos
det(A) det(A™) = det(I,).
Mas, det(/,,) = 1 (Exemplo 2.13 na pagina 110, a matriz identidade também é triangular inferior!).
Logo, det(A™1)

a det(A)

Exemplo 2.17. Se uma matriz quadrada é tal que A?> = A~!, entdo vamos mostrar que det(A) =
1. Aplicando-se o determinante a ambos os membros da igualdade acima, e usando novamente o
Teorema 2.14 e o resultado do exemplo anterior, obtemos

1

(det(4)” = 3@

Logo, (det(A))® = 1. Portanto, det(A) = 1.
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O resultado seguinte caracteriza em termos do determinante as matrizes invertiveis e os sistemas
lineares homogéneos que possuem solucdo nao trivial.

Teorema 2.15. Seja A uma matriz n x n.
(a) A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

(b) O sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A) = 0.

Demonstracdo. (a) Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A.

A demonstracdo deste item segue-se de trés observacoes:

e Pelo Teorema 2.13 na pagina 115, det(A) # 0 se, e somente se, det(R) # 0.

e Pela Proposicao 1.5 da pagina 51, ou R = [,, ou a matriz R tem uma linha nula. Assim,
det(A) # 0 se, e somente se, R = I,,.

e Pelo Teorema 2.7 na pagina 86, R = I,, se, e somente se, A é invertivel.

(b) Pelo Teorema 2.8 na pagina 91, o sistema homogéneo AX = 0 tem solug&o nao trivial se, e
somente se, a matriz A ndo é invertivel. E pelo item anterior, a matriz A & ndo invertivel se, e
somente se, det(A) = 0.

|
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Exemplo 2.18. Considere a matriz

2 2 2
A=10 2 0
013
Xz
(a) Determinar os valores de A € R tais que existe X = | y | # 0 que satisfaz AX = \X.
z
x
(b) Para cada um dos valores de \ encontrados no item anterior determinartodos X = | y | #0
z

tais que AX = \X.
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Solucgéo:
(a) Como a matriz identidade I3 € o elemento neutro do produto, entao
AX =)0X & AX =)\;X.
Subtraindo-se \I3 X obtemos
AX —A\X =0 & (A-A)X=0.
Agora, este sistema homogéneo tem solugéo nao trivial (X # 0) se, e somente se,
det(A — \I3) = 0.
Mas
2—X 2 2

det| 0 2-X 0 =—(A—=2*X-3)=0
0 1 3-)

se, e somente se, A = 2 ou A = 3. Assim, somente para A = 2 e A\ = 3 existem vetores

X
X =1y | #0taisque AX = \X.
z
(b) Para A\ = 2:
0 2 2 T 0
(A-2I)X=0 <« |[000]||y|=]|0 @{ zyinjg
01 1]] = 0 4

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



124 Inversao de Matrizes e Determinantes

T 5
que tem solugcdo o conjuntodos X = | ¥y | = | —«a |, paratodos os valores de «, 5 € R.
z Q@
Para A\ = 3:
-1 2 2 T 0 -r + 2y + 2z = 0
(A-3L)X =0 & 0 -1 0 y|l=10]| & —y =0
0 10 z 0 | Y =0
x 20 ]
que tem solugdo o conjuntodos X = | y | = 0 |, paratodos os valores de a € R.
z

Exemplo 2.19. A matriz A = { (CL d

b | .. .
] é invertivel se, e somente se, det(A) = ad — bc # 0. Neste

caso a inversa de A é dada por

1 d —b
ATt =
o | o o]

como pode ser verificado multiplicando-se a candidata a inversa pela matriz A.

Observe que este exemplo fornece uma regra para se encontrar a inversa de uma matriz 2 x 2:
troca-se a posicao dos elementos da diagonal principal, troca-se o sinal dos outros elementos e
divide-se todos os elementos pelo determinante de A.
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Exemplo 2.20. Considere o sistema linear de 2 equacgdes e 2 incognitas

ar + by = g
cx + dy = h

A:[gg].

Se det(A) # 0, entdo a solugéo do sistema é

A matriz deste sistema é

g b
g ] d b [g]_ 1 [dg=bh ]_ 1 |9 had
det(A) | —¢ a h det(A) | —cg +ah det(A) dot | @ 9
c h
ou seja,
g b g
det{h d] det[ h]

esta € a chamada Regra de Cramer para sistemas de 2 equacgdes e 2 incognitas.

Pode-se mostrar (ver por exemplo [32] ou [33]), que para sistemas de n equacdes e n incognitas
é valida a Regra de Cramer dada a seguir.

Se o sistema linear AX = B é tal que a matriz A € n X n e invertivel, entdo a solucdo do sistema

€ dada por
 det(A;) _ det(Ay) _det(A,)

T det(A) 2T det(A) T det(A)

15
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em que A; é a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, para j =
1,...,n.

Para sistemas de n equagdes e n incognitas, com n > 2, podemos obter exemplos de sistema
linear AX = B, em que det(A) = det(A;) = ... = det(A,) = 0 e o sistema néo tenha solugdo, em
que A; é a matriz que se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, paraj = 1,...,n.
Deixamos como exercicio para o leitor encontrar um exemplo de tal sistema paran = 3.
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2.2.2 Matrizes Elementares e o Determinante (opcional)

Relembramos que uma matriz elementar &€ uma matriz que se obtém aplicando-se uma operacao
elementar na matriz identidade. Assim, aplicando-se o Teorema 2.13 na pagina 115 obtemos o resul-
tado seguinte.

Proposicéo 2.16.  (a) Se E;; € a matriz elementar obtida trocando-se as linhas 7 e j da matriz
identidade, entdo det(E; ;) = —1.

(b) Se E;(«) é a matriz elementar obtida da matriz identidade, multiplicando-se a linha ¢ por «,
entdo det(EF;(a)) = a.

(c) se Ew-(oz) € a matriz elementar obtida da matriz identidade, somando-se a linha j, a vezes a
linha 7, entdo det(E; j(a)) = 1.

Lembramos também que uma matriz € invertivel se, e somente se, ela € o produto de matrizes
elementares (Teorema 2.6 na pagina 83). Além disso, o resultado da aplicacdo de uma operagao
elementar em uma matriz € o mesmo que multiplicar a matriz a esquerda pela matriz elementar
correspondente.

Usando matrizes elementares podemos provar o Teorema 2.14 na pagina 119.

Demonstracao do Teorema 2.14.
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(a) Queremos provar que det(AB) = det(A) det(B). Vamos dividir a demonstracéo deste item em
trés casos:

Caso 1: Se A = F é uma matriz elementar. Este caso segue-se diretamente da proposicédo anterior
e do Teorema 2.13 na pagina 115.

Caso 2: Se A é invertivel, entdo pelo Teorema 2.6 na pagina 83 ela & o produto de matrizes elemen-
tares, A = F; ... E,. Aplicando-se o caso anterior sucessivas vezes, obtemos

det(AB) = det(Ey) ...det(Ey) det(B) = det(E ... Ey) det(B) = det(A) det(B).

Caso 3: Se A é singular, pela Proposicdo 2.9 na pagina 98, AB também é singular. Logo,

det(AB) =0 =0 det(B) = det(A) det(B).
(b) Queremos provar que det(A) = det(A"). Vamos dividir a demonstragdo deste item em dois
casos.

Caso 1: Se A é uma matriz invertivel, pelo Teorema 2.6 na pagina 83 ela é o produto de matrizes
elementares, A = E ... E}. E facil ver que se E & uma matriz elementar, entdo det(E) = det(E")
(verifique!). Assim,

det(A") = det(E}) .. .det(E}) = det(Ey) ... det(E)) = det(E; ... Ey,) = det(A).

Caso 2: Se A ndo é invertivel, entdo A! também n&o o &, pois caso contrario, pelo Teorema 2.2 na
pagina 78, também A = (A")" seria invertivel. Assim neste caso, det(A") = 0 = det(A). [ ]
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 526)
2.2.1. Se det(A) = —3, encontre
(a) det(A?); (b) det(A3); (c) det(A™1); (d) det(A?);
2.2.2. Se A e B sdo matrizes n x n tais que det(A) = —2 e det(B) = 3, calcule det(A*B~1).
2.2.3. Seja A = (aij)3xs tal que det(A) = 3. Calcule o determinante das matrizes a seguir:
[ an an a3+ an [ an t+an ann —a ag
(@ | a21 ae asz + az (b) | @91 +age az —az as
| @31 a3z a3z + asz | @31 +as2 as; — azz ass
2.2.4. Calcule o determinante das matrizes a seguir:
@) [ ert tert ) [ cos 3t sen (3t
| re™ (14rt)e™ | acosft — Bsen Bt asen 3t + [ cos Bt
2.2.5. Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes usando operacdes elementares

para transforma-las em matrizes triangulares superiores.

1 -2 3 1
5 -9 6 3
@1 1 9 ¢ 2
2 8 6 1

(b)

SO =N
N O =
N — = W
W O = =

2.2.6. Determine todos os valores de \ para os quais det(A — A\I,,) = 0, em que
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01 2
@ A= |00 3
0 0 0
[2 —2 3
©A=|0 3 -2
0 -1 2

(a) A=

(c) A=

N W N &~

1 0 0
by A=1| -1 3 0
i 3 2 =2
[ 2 2 3
d A=1|1 2 1
_2 -2 1
Ty

# 0 que satisfaz AX = M\ X.

'Z‘?'L
(2 3 0
) A=101 0 |;
0 0 2
[2 2 3 4
02 3 2
@ A=19091 1
(000 1

2.2.8. Para as matrizes do exercicio anterior, e os valores de A encontrados, encontre a solugao geral
do sistema AX = A\X, ou equivalentemente, do sistema homogéneo (A — A\[,,) X = 0.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear

Julho 2006



2.2  Determinantes 131
Exercicios usando o |\/|ATLAB®
Comandos do MATLAB®:
>> det (A) calcula o determinante da matriz A.
Comando do pacote GAAL.:
>> detopelp(A) calcula o determinante de A aplicando operacBes elementares até que a
matriz esteja na forma triangular superior.
2.2.9. Vamos fazer um experimento no MATLAB® para tentar ter uma idéia do quAo comum & encontrar
matrizes invertiveis. No prompt do MATLAB® digite a seguinte linha:
>> ¢=0; for n=1:1000,A=randi(2);if (det(A)~=0),c=c+1;end,end,c
(ndo esqueca das virgulas e pontos e virgulas!). O que esta linha esta mandando o MATLAB®
fazer € o seguinte:
e Criar um contador c e atribuir a ele o valor zero.
e Atribuir a variavel A, 1000 matrizes 2 x 2 com entradas inteiras aleatérias entre —5 e 5.
e Se det(A) # 0, entdo o contador c é acrescido de 1.
e No final o valor existente na variavel c é escrito.
Qual a conclusao que vocé tira do valor obtido na variavel c?
2.2.10. Resolva, com o MATLAB®, os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 4.

Exercicios TeoOricos
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2.2.11.

2.2.12.

2.2.13.

2.2.14.

2.2.15.

2.2.16.

2.2.17.

2.2.18.

2.2.19.

2.2.20.

Mostre que se det(AB) = 0, entdo ou A é singular ou B é singular.

O determinante de AB é igual ao determinante de BA? Justifique.

Mostre que se A & uma matriz nfo singular tal que A% = A, entdo det(A) = 1.
Mostre que se A¥ = 0, para algum & inteiro positivo, entdo A é singular.

Mostre que se A' = A™1, entdo det(A) = +1;

Mostre que se o € um escalar e A € uma matriz n x n, entdo det(awA) = " det(A).
Mostre que A, n x n, € invertivel se, e somente se, A'A é invertivel.

Sejam A e P matrizes n x n, sendo P invertivel. Mostre que det(P~1AP) = det(A).

Mostre que se uma matriz A = (a;;)nxn € triangular superior, (isto &, os elementos situados
abaixo da diagonal s&o iguais a zero) entéo det(A) = aj1ass . . . Gy,

b ~ o
J | entao det(A) = 0 se, e somente se, uma linha é multiplo
escalar da outra. E se A for uma matriz n x n?

(a) Mostre que se A =

(b) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;;)nxn, € tal que A; = Ay + SA;, para
a e (Jescalares e i # k, [, entdo det(A) = 0.

(c) Mostre que se uma linha A; de uma matriz A = (a;;)nxn, € tal que A; = Z ap Ay, para

ki
aq, ..., qy escalares, entdo det(A) = 0.
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2.2.21.

2.2.22.

2.2.23.

Mostre que o determinante de Vandermonde é dado por

2 n—1
1z xf ... 2]

1 a9 a2 ... o't
Vo,=det | . . 2 ’ = H(ifz — ;).

T i>j

1z, 2 ... 2!
A expresséo a direita significa o produto de todos os termos z; — x; taisque ¢ > jei,j =
1,...,n. (Sugestdo: Mostre primeiro que V3 = (x3 — x2)(z9 — z1)(x3 — x1). Suponha que o
resultado é verdadeiro para matrizes de Vandermonde de ordem n — 1, mostre que o resultado
€ verdadeiro para matrizes de Vandermonde de ordem n. Faca as seguintes operacdes nas
colunas da matriz, —z1C;_1 + C; — C;, parai =n,...,2. Obtenha V,, = (x, — x1) ... (x2 —
ml)vn—l-)

Sejam A, B e D matrizes p X p, p X (n —p) e (n — p) X (n — p), respectivamente. Mostre que

A B
det { i D } = det(A) det(D).
(Sugestao: O resultado é claramente verdadeiro para n = 2. Suponha que o resultado seja
verdadeiro para matrizes de ordem n — 1. Desenvolva o determinante da matriz em termos da
12 coluna, escreva o resultado em termos de determinantes de ordem n — 1 e mostre que o

resultado é verdadeiro para matrizes de ordem n.)

Dé um exemplo de sistema linear de 3 equacdes e 3 incognitas, AX = B, em que det(A) =
det(A;) = det(As) = det(A3) = 0 e o sistema n&o tenha solucéo, em que A; é a matriz que
se obtem de A substituindo-se a sua j-ésima coluna por B, paraj =1,...,n.
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Apéndice II: Demonstracédo do Teorema 2.11 na pagina 114

Demonstracao do Teorema 2.10 na pagina 112 para k& > 1. Deixamos como exercicio para o leitor
a verificacdo de que para matrizes 2 X 2 o resultado é verdadeiro. Supondo que o resultado seja
verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), vamos provar para matrizes n X n. Sejam

[ A [ A ] [ A ]
Ak,1 Ak—l Akfl
A=|aX+8Y |, B=| X e =] Y
Ap1 Apy1 Ap1
L AL L An L An
Suponha que k£ = 2, ..., n. As matrizes fllj, Blj e élj so diferem na (k — 1)-ésima linha (lembre-se

que a primeira linha é retirada!). Além disso, a (k — 1)-ésima linha de fllj € igual a o vezes a linha
correspondente de B;; mais (3 vezes a linha correspondente de ('} (esta é a relagéo que vale para a
k-ésima linha de A). Como estamos supondo o resultado verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1),
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entao det(Alj) = adet(Blj) + /Gdet(éU) Assim,

n

det(A) = > (=1)""ay; det(Ay))

— Z<_1)1+ja1j [oz det(B;) —I—ﬂdet(éu)]

J=1

= a) (=1)"bydet(By;) + B (—1)"ey;det(Cyy)
7j=1

Jj=1

= Ozd_et(B) + fdet(C),

pois ai; = by; = ¢y, paraj =1,...,n. [ |

Lema2.17. Sejam £y, = [10...0],E; =[010...0],...,E, =[0...01]. Se A & uma matriz
n X n, cuja i-ésima linha é igual a £, para algum k (1 < k < n), entéo

det(A) = (—1)7** det(Ay).

Demonstracdo. E facil ver que para matrizes 2 x 2 o lema é verdadeiro. Suponha que ele seja
verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1) e vamos provar que ele é verdadeiro para matrizes n X n.
Podemos supor que 1 < ¢ < n.
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Seja B;j a matriz (n — 2) x (n — 2) obtida de A eliminando-se as linhas 1 e i e as colunas j e k,
paral < j < n.

Para j < k, a matriz A;; & uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima linha & igual a Ej,_;.
Para j > k, amatriz A;; &€ uma matriz (n — 1) x (n — 1) cuja (i — 1)-ésima linha & igual a Ej. Como
estamos supondo o lema verdadeiro para estas matrizes e como pelo Teorema 2.10 na pagina 112 se
uma matriz tem uma linha nula o seu determinante €& igual a zero, entdo det(fllk) = (, segue-se que

i (=1)E=D+*=D det(B;) sej <k,
det(A;;) =< 0 sej =k, (2.10)
(—1)E=D+k det(B;) sej > k.

Usando (2.10), obtemos

n

det(A) = Z(—1)1+ja1j det(A;j)

j=1
= > (=1)"May(—1)IHED deg( B, +Z 1) ay;(—1) 0D+ det(B;)
i<k i>k

Por outro lado, temos que

(1) det(A) = (—1) | S (=1) ay, det(B,) + 3 (—1) 0Dy, det(B,)

i<k >k

E simples a verificacdo de que as duas expressdes acima sao iguais. |
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Demonstracdo do Teorema 2.11 na pagina 114.

Pelo Teorema 2.14 na pagina 119 basta provarmos o resultado para o desenvolvimento em termos
das linhas de A. Sejam £y = [10...0],E, =[010...0],...,F, = [0... 01]. Observe que a
linha i de A pode ser escrita como A; = »_"_, a;; ;. Seja B; a matriz obtida de A substituindo-se a
linha 7 por F;. Pelo Teorema 2.10 na pagina 112 e o Lema 2.17 segue-se que

n n

det(A) = Zaij det(B]) = Z(—l)i+jai]’ det(flm)

j=1 j=1
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Teste do Capitulo

1. Calcule o determinante da matriz seguinte usando operacdes elementares para transforma-la
em uma matriz triangular superior.

13 97
2 3 2 5
0 3 41
4 6 9 1
2. Se possivel, encontre a inversa da seguinte matriz:
1 0 0 2
01 00
0010
2 0 0 2

3. Encontre todos os valores de A para os quais a matriz A — AI, tem inversa, em que

20 00
20 00
A= 12 10
3 2 -1 2
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4. Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
(a) Se A? = —2A% entdo (I + A*)7! =T — 24%
(b) Se A' = — A% e A é ndo singular, entdo determinante de A & -1;
(c) Se B= AA'A™!, entdo det(A) = det(B).
(d) det(A+ B) =det A+ det B
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Capitulo 3

Vetores no Plano e no Espaco

Muitas grandezas fisicas, como velocidade, for¢a, deslocamento e impulso, para serem comple-
tamente identificadas, precisam, além da magnitude, da direcao e do sentido. Estas grandezas sao
chamadas grandezas vetoriais ou simplesmente vetores.

Geometricamente, vetores sao representados por segmentos (de retas) orientados (segmentos
de retas com um sentido de percurso) no plano ou no espaco. A ponta da seta do segmento orientado
€ chamada ponto final ou extremidade e o outro ponto extremo &€ chamado de ponto inicial ou
origem do segmento orientado.

Segmentos orientados com mesma direcdo, mesmo sentido e mesmo comprimento representam
0 mesmo vetor. A direcao, o sentido e o comprimento do vetor sao definidos como sendo a direcéo, o
sentido e o comprimento de qualquer um dos segmentos orientados que o representam.

Este fato &€ analogo ao que ocorre com os nimeros racionais e as fragcdes. Duas fragoes repre-

140
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B
/4

Figura 3.1: Segmentos orientados representando o mesmo vetor
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sentam o mesmo numero racional se 0 numerador e o denominador de cada uma delas estiverem
na mesma proporcdo. Por exemplo, as fracdes 1/2, 2/4 e 3/6 representam 0 mesmo nimero racio-
nal. A definicao de igualdade de vetores também é analoga a igualdade de nimeros racionais. Dois
nameros racionais a/b e ¢/d s&o iguais, quando ad = bc. Dizemos que dois vetores sdo iguais se
eles possuem o mesmo comprimento, a mesma direcdo e 0 mesmo sentido.

Na Figura 3.1 temos 4 segmentos orientados, com origens em pontos diferentes, que representam
0 mesmo vetor, ou seja, sdo considerados como vetores iguais, pois possuem a mesma direcao,
mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Se o ponto inicial de um representante de um vetor V' é A e o ponto final € B, entdo escrevemos

. AB B
V =AB

A
3.1 Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar

A soma, V 4 W, de dois vetores V' e IV é determinada da seguinte forma:
e tome um segmento orientado que representa V’;

e tome um segmento orientado que representa 11/, com origem na extremidade de V/;

e o vetor V 4 W é representado pelo segmento orientado que vai da origem de V' até a extremi-
dade de V.

Da Figura 3.2, deduzimos que a soma de vetores € comutativa, ou seja,

V4+W=W+V, (3.1)
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Figura3.2: V. + W =W +V
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Figura3.3: V + (W +U) = (V+W)+U
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para quaisquer vetores V' e IV/. Observamos também que a soma V' + IV esta na diagonal do
paralelogramo determinado por V' e IV, quando estédo representados com a mesma origem.
Da Figura 3.3, deduzimos que a soma de vetores € associativa, ou seja,

V+W+U)=V+W)+U, (3.2)

para quaisquer vetores V', W e U.
O vetor que tem a sua origem coincidindo com a sua extremidade é chamado vetor nulo e deno-
tado por 0. Segue entdo, que
V+0=0+V =YV, (3.3)

para todo vetor V.
Para qualquer vetor V', o simétrico de V/, denotado por —V/, & o vetor que tem mesmo compri-
mento, mesma direcao e sentido contrario ao de V. Segue entéo, que

V+(=V)=0. (3.4)
Definimos a diferenca W menos V/, por
W—-V=W+(-V).
Segue desta definicao, de (3.1), (3.2), (3.4) e de (3.3) que
W+V-W)=V-W+W=V+(-W+W)=V+0=V.

Assim, a diferenca IV — W &€ um vetor que somado a IV da V/, portanto ele vai da extremidade de W
até a extremidade de V/, desde que V' e W estejam representados por segmentos orientados com a
mesma origem.

A multiplicacdo de um vetor V' por um escalar o, a V', € determinada pelo vetor que possui as
seguintes caracteristicas:
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Figura 3.4: A diferenca V' — W/
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-

Figura 3.5: A diferenca V' — W
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(a) éovetornulo,sea =0o0uV =0,
(b) caso contrario,

i. tem comprimento |a| vezes o comprimento de V/,
ii. adirecdo &€ amesmade V (neste caso, dizemos que eles sédo paralelos),

iii. tem o mesmo sentidode V,sea >0e
tem o sentido contrario ao de V', se o < 0.

As propriedades da multiplicagdo por escalar serdo apresentadas mais a frente. Se W = a'V/,
dizemos que W & um mltiplo escalar de V. E facil ver que dois vetores ndo nulos s&o paralelos
(ou colineares) se, e somente se, um € um multiplo escalar do outro.

As operacbes com vetores podem ser definidas utilizando um sistema de coordenadas retangu-
lares ou cartesianas. Em primeiro lugar, vamos considerar os vetores no plano.

Seja V' um vetor no plano. Definimos as componentes de 1V como sendo as coordenadas (vy, vs)
do ponto final do representante de V' que tem ponto inicial na origem. Vamos identificar o vetor com
as suas componentes e vamos escrever simplesmente

V = (v, v9).

—

Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor O P, que vai da
origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo, 0 = (0,0). Em termos
das componentes, podemos realizar facilmente as operac¢des: soma de vetores e multiplicacado de
vetor por escalar.
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Nl

-/

Figura 3.6: Multiplicacao de vetor por escalar
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V = (v1,v2)

K25 T e e e .

Figura 3.7: As componentes do vetor V' no plano
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—

Figura 3.8: As coordenadas de P sao iguais as componentes de O P
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e Como ilustrado na Figura 3.9, a soma de dois vetores V' = (v, v3) e W = (wy, w9) € dada por

VAW = (v +wy, v + wy);

e Como ilustrado na Figura 3.10, a multiplicagcdo de um vetor V' = (v, v9) por um escalar « &
dada por

‘aV: (vvy, avy).

Definimos as componentes de um vetor no espaco de forma analoga a que fizemos com vetores
no plano. Vamos inicialmente introduzir um sistema de coordenadas retangulares no espaco. Para
isto, escolhemos um ponto como origem O e como eixos coordenados, trés retas orientadas (com
sentido de percurso definido), passando pela origem, perpendiculares entre si, sendo uma delas
vertical. Estes serdo os eixos x,y e z. O eixo z € o eixo vertical. Os eixos x e y sdo horizontais e
satisfazem a seguinte propriedade. Suponha que giramos o eixo x pelo menor angulo até que coincida
com o eixo y. Se os dedos da mao direita apontam na direcéo do semi-eixo x positivo de forma que o
semi-eixo y positivo esteja do lado da palma da méo, entdo o polegar aponta no sentido do semi-eixo
z positivo. Cada par de eixos determina um plano chamado de plano coordenado. Portanto os trés
planos coordenados sado: zy, yz € xz.

A cada ponto P no espago associamos um terno de nimeros (z, y, z), chamado de coordenadas
do ponto P como segue.

e Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P;

e A intersecdo da reta paralela ao eixo z, passando por P, com o plano xzy € o ponto P’'. As
coordenadas de P/, (x, y) no sistema de coordenadas zy séo as duas primeiras coordenadas
de P.
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vowa | o

v2

Y

V1 w1 v1t+wi

Figura 3.9: A soma de dois vetores no plano
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avg

v2

Y
x

U1 vy

Figura 3.10: A multiplicacédo de vetor por escalar no plano
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e A terceira coordenada é igual ao comprimento do segmento PP’, se P estiver acima do plano
xy e ao comprimento do segmento PP’ com o sinal negativo, se P estiver abaixo do plano xy.

As coordenadas de um ponto P sao determinadas também da maneira dada a seguir.

e Passe trés planos por P paralelos aos planos coordenados.

e Aintersecao do plano paralelo ao plano zy, passando por PP, com o eixo z determina a coorde-
nada z.

e Aintersecao do plano paralelo ao plano zz, passando por P, com o eixo y determina a coorde-
nada y

e Aintersecao do plano paralelo ao plano yz, passando por P, com o eixo x determina a coorde-
nada x.

Agora, estamos prontos para utilizarmos um sistema de coordenadas cartesianas também nas
operacOes de vetores no espacgo. Seja V' um vetor no espago. Como no caso de vetores do plano,
definimos as componentes de 1V como sendo as coordenadas (vy, v, v3) do ponto final do repre-
sentante de V' que tem ponto inicial na origem. Também vamos identificar o vetor com as suas
componentes e vamos escrever simplesmente

V = (v1, vg, v3).

—

Assim, as coordenadas de um ponto P sdo iguais as componentes do vetor OP que vai da
origem do sistema de coordenadas ao ponto P. Em particular, o vetor nulo, 0 = (0,0,0). Assim como
fizemos para vetores no plano, para vetores no espaco a soma de vetores e a multiplicacao de vetor
por escalar podem ser realizadas em termos das componentes.
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P=(z,y,2)

Figura 3.11: As coordenadas de um ponto no espacgo
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P=(z,y,2) .-

Figura 3.12: As coordenadas de um ponto no espaco
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Gk

V3 (v1,v2,v3)

Figura 3.13: As componentes de um vetor no espago
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OoP

P = (z,y, 2) .

y

—

Figura 3.14: As coordenadas de P sao iguais as componentes de O P
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e SeV = (vy,v9,v3) € W = (wy, ws, w3), entdo a adicdo de V' com W é dada por

V+W: (U1+w1,v2—|—w2,v3—|—w3);

e Se V = (vy,v9,v3) e @ € um escalar, entdo a multiplicacéo de V' por « é dada por

aV = (av,avy, avs).

Exemplo 3.1. Se V = (1,-2,3), W = (2,4, —1), entéo
V4+W=(1+2,-2+43+(-1))=(3,2,2), 3V=3-1,3(-2),3-3)=(3,-6,9).
Quando um vetor V' esta representado por um segmento orientado com ponto inicial fora da origem

(Figura 3.15), digamos em P = (z1,y1, 21), € ponto finalem Q) = (z3, y2, 22), entdo as componentes
do vetor V' sdo dadas por

V =PQ=0Q — OP= (952 —T1,Y2 — Y1,22 — 21)-

Portanto, as componentes de V' sédo obtidas subtraindo-se as coordenadas do ponto () (extremi-
dade) das do ponto P (origem). O mesmo se aplica a vetores no plano.
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Figura 3.15: V' :(ig — (ﬁ_’
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Exemplo 3.2. As componentes do vetor V' que tem um representante com ponto inicial P =
(5/2,1,2) e ponto final Q = (0,5/2,5/2) sédo dadas por

V =PQ=(0-5/2,5/2—1,5/2~2) = (~5/2,3/2,1/2).

Observacao. O vetor € “livre”, ele ndo tem posicao fixa, ao contrario do ponto e do segmento orien-
tado. Por exemplo, o vetor V' = (—5/2,3/2,1/2), no exemplo acima, estava representado por um
segmento orientado com a origem no ponto P = (5/2, 1,2). Mas, poderia ser representado por um
segmento orientado cujo ponto inicial poderia estar em qualguer outro ponto.

Um vetor no espago V' = (v1, vy, v3) pode também ser escrito na notagdo matricial como uma
matriz linha ou como uma matriz coluna:

U1
V= V2 ou V:[’Ul V2 Ug].
U3

Estas notacdes podem ser justificadas pelo fato de que as opera¢des matriciais

V1 Wy V1 + Wy U1 vy
V+eW=]v |+ |w |=|vtw |, aV=a| v | =| av
U3 w3 V3 + Ws U3 QU3

ou
V—{—W:[vl Uy 03}4—[101 Wo w3}:[01+w1 Vg + Wa v3+w3],
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aV:a[vl Vg vg}:[avl Qo avg]

produzem os mesmos resultados que as operacdes vetoriais
Vv + W = (Ul, V2, ’03) + (wl, Wa, w3) = (Ul + w1, Vg + Wwa, Vs + ’lUg),

aV = a(vy,ve,v3) = (avy, avy, avs).

O mesmo vale, naturalmente, para vetores no plano.

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e
multiplicacdo de vetores por escalar.

Teorema 3.1. Sejam U,V e W vetores e « e (3 escalares. Sdo validas as seguintes propriedades:

@ U4V =V4+U,; (e) a(pU) = (ap)U;

b) (U+V)+W=U+(V+W), N a(U+V)=alU+aV,;
) U+0=U; ) (a+ B)U = aU + BU,
d) U+ (=U) = 0; (h) 1U = U.

Demonstracao. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pagina
10). ]
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Exemplo 3.3. Seja um triangulo ABC' e sejam M e N os pontos médios de AC' e BC', respectiva-
mente. Vamos provar que M N é paralelo a AB e tem comprimento igual a metade do comprimento
de AB.

Devemos provar que

— 1*>
MN:§AB.
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C

A B

Agora, a partir da figura acima temos que

MN=MC + CN .
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Como M é ponto médio de AC' e N & ponto médio de BC, entao

—

Afo:%fo e CN—L0CB.

N | —

Logo,

m:%@+gag:%<@+ag>:§@.

Exemplo 3.4. Dados quatro pontos A, B, C e X tais que AX A AB vamos escrever CX como
combinacao linear de (JA e CB isto €, como uma soma de multiplos escalares de OA e CB
Como AX = AB, entdo os vetores AX e AB sdo paralelos e portanto o ponto X so pode estar

na reta definida por A e B. Vamos desenha-lo entre A e B, mas isto ndo vai representar nenhuma
restricao.

O vetor que vai de C para X, pode ser escrito como uma soma de um vetor que vai de C' para A
com um vetor que vai de A para X,

CX=CA+ AX .
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B

Agora por hlpotese AX A AB 0 que |mpI|ca que C CX CA +A AB
Mas, AB=CB — CA portanto CX=CA +)\(CB C’A) Logo,

CX=(1-X)CA+ACB.
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Observe que:

e Se A = 0, entao C—)%:C/Tél
e Se \ =1, entdo &:@
e Se)=1/2 entdo CX=1CA+1CB.

1
2

e Se \ = 1/3, entdo CX= 2 CT4+% CB.

Exemplo 3.5. Vamos mostrar, usando vetores, que o ponto médio de um segmento que une os pontos
A= (xlaylwzl) e B = (332,92722) é

M— $1+$2’y1+?/2’21+22 .
2 2 2

O ponto M é o ponto médio de AB se, e somente se, AM= % AB. Entao, aplicando o exemplo

—

anterior (com o ponto C' sendo a origem O), OM= % OA +% OB. Como as coordenadas de
um ponto sao iguais as componentes do vetor que vai da origem até aquele ponto, segue-se que

OM= %(5517341,21) + %(Z'Q,yg, 22) e

M= $1+$2’y1+?/2,21+2’2 '
2 2 2
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3.1.1.

3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3.1.6.

3.1.7.

3.1.8.

3.1.9.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 535)

Determine o ponto C' tal que AC= 2 AB sendo A = (0,—-2) e B = (1,0).
Uma reta no plano tem equacado y = 2x + 1. Determine um vetor paralelo a esta reta.

Determine uma equagdo para a reta no plano que é paralela ao vetor V' = (2, 3) e passa pelo
ponto Py = (1,2).

Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X — U).

- 2Y = U

Determine os vetores X e Y tais que { 3X 4+ Y — U4V

Determine as coordenadas da extremidade do segmento orientado que representa o vetor V' =
(3,0, —3), sabendo-se que sua origem esta no ponto P = (2,3, —5).

Quais sdo as coordenadas do ponto P’, simétrico do ponto P = (1,0, 3) em relagdo ao ponto
M = (1,2,—1)? (Sugestao: o ponto P’ é tal que o vetor M P'= — M P)

Verifique se os pontos dados a seguir sdo colineares, isto €, pertencem a uma mesma reta:

@ A=(51,-3),B=(0,3,4)eC =(0,3,—5);
(b) A=(-1,1,3), B=(4,2,-3)e C = (14,4, —15);

Dados os pontos A = (1,-2,-3), B = (—5,2,—1) e C' = (4,0, —1). Determine o ponto D
tal que A, B, C' e D sejam vértices consecutivos de um paralelogramo.
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3.1.10. Verifigue se o vetor U € combinacao linear (soma de multiplos escalares) de V e W:

(@ V= (97 —12, _6)7 W= (_]'7 7, ]') el = (_47 _672);
() V=(5,4,-3),W = (2,1,1) e U = (=3, -4, 1);

3.1.11. Verifique se &€ um paralelogramo o quadrilatero de vértices (ndo necessariamente consecutivos)
(@ A=(4,-1,1),B=1(9,-4,2),C = (4,3,4)e D = (4,—-21,—14)
(b)y A=(4,-1,1), B=1(9,-4,2),C = (4,3,4)e D =(9,0,5)

3.1.12. Quais dos seguintes vetores sdo paralelos U = (6,—4,—-2), V = (-9,6,3), W =
(15,—10,5).

Exercicios usando o MATLAB®

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vl, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] criaovetor V = (1,2, 3);

>> V+W é asomade VeW; > V-Weé adiferenca V. menos W; >> num*V € o produto do vetor V
pelo escalar num;

>> subs (expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solucdo da equacéo expr=0;

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> desvet (P,V) desenha o vetor V. com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor
V com origem no ponto O = (0, 0, 0).

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



3.1 Soma de Vetores e Multiplicacdo por Escalar 171
>> po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn.
>> lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2. >> tex(P,’texto’) co-
loca 0 texto no ponto P.
>> axiss reescala os eixos com a mesma escala. >> eixos desenha os eixos coordenados.
>> box desenha uma caixa em volta da figura. >> rota faz uma rotacdo em torno do eixo z.
>> zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.
3.1.13. Coloque em duas variaveis V' e W dois vetores do plano ou do espaco a seu critério
(a) Use a funcdo ilsvw(V,W) para visualizar a soma dos dois vetores.
(b) Cologue em uma variavel a um nimero e use a fungdo ilav(a,V) para visualizar a
multiplicacdo do vetor V pelo escalar a.
3.1.14. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos a partir do Exercicio 1.3.
Exercicios Teoricos
3.1.15. Demonstre que 0 segmento que une os pontos médios dos lados nao paralelos de um trapézio

é paralelo as bases e sua medlda € a média aritmética das medidas das bases. (Sugestao

mostre que MN— (AB + DC) e depois conclua que MN € um mdltiplo escalar de AB
Revise o Exemplo 3. 3 na pagina 164)
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D C

A B

3.1.16. Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. (Sugestao: Sejam M e

N os pontos médios das duas diagonais do paralelogramo. Mostre que o vetor M N= 0, entéo
concluaque M = N.)
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D
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3.1.17. Considere o triangulo ABC' e sejam M o ponto médio de BC', N o ponto médio de AC'e P o
ponto médio de AB. Mostre que as medianas (os segmentos AM, BN e C'P) se cortam num
mesmo ponto que d|V|de as medlanas na proporgao 2/3 e 1/3 (Sugestéo: Sejam G, H el os

pontos definidos por AG— 2 AM BH= 2 BN eCl= 2 CP. Mostre que GH= 0, Gl= 0,
concluaque G = H =1.)
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C

P B

3.1.18. Sejam A, B e C' pontos quaisquer com A # B. Prove que:

(a) Um ponto X pertence a reta determinada por A e B (AX= \ AB) se, e somente se,

C—))(:aC—/Zl—kﬁC—é, com a+pg=1.
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(b) Um ponto X pertence ao interior do segmento AB (AX= X AB,com(0 < A < 1)se, e
somente se,

&za@—kﬁﬁ?, com a>0,65>0 e a+p=1.

(c) Um ponto X & um ponto interior ao triangulo ABC (A X= X A’'B’, com0 < \ < 1,
em que A’ € um ponto interior ao segmento AC e B’ & interior ao segmento C'B) se, e
somente se,

&:aa+ﬂCTB, com a>0,3>0 e a+p<1.
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B

3.1.19. Mostre que se oV =0, entdo o = 0 ou V = 0.
3.1.20. SealU =aV,entdfoU =V ?Esea #07?

3.1.21. SeaV =fBV,entdoa = 3?EseV #£0?
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3.2 Produtos de Vetores

3.2.1 Norma e Produto Escalar

Ja vimos que o comprimento de um vetor V' é definido como sendo o comprimento de qualquer
um dos segmentos orientados que o representam. O comprimento do vetor V' também é chamado
de norma de V' e é denotado(a) por ||V||. Segue do Teorema de Pitagoras que a norma de um vetor
pode ser calculada usando as suas componentes, por

VIl = Vi + 03,
no caso em que V' = (vq, v3) € um vetor no plano, e por
VI = /v +v3 + o3,

no caso em que V' = (vq, v2,v3) € um vetor no espagco (verifique usando as Figuras 3.16 e 3.17).
Um vetor de norma igual a 1 é chamado de vetor unitario.

A distancia entre dois pontos P = (x1,y1,21) € Q = (x2,Ys, 22) € igual a norma do vetor PQ)

(Figura 3.15 na pagina 161). Como PQ=0Q — OP= (x5 — x1,Y2 — Y1, 22 — 21), entdo a distancia
de P a () é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = /(w2 — 212 + (42 — 1) + (22 — 21)7.

Analogamente, a distancia entre dois pontos P = (z1,¥y;) € @ = (z2,y2) no plano é igual a

norma do vetor P(), que é dada por

dist(P,Q) = || PQ || = /(w2 — 1) + (32 — y1)"-
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Y)

V = (v1,v2)

v

V2.

= X

U1

Figura 3.16: A norma de um vetor 1/ no plano
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U3

V = (v1,v2,v3)

¢

V1l

Figura 3.17: A norma de um vetor V' no espaco
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Exemplo 3.6. Anormado vetor V = (1,-2,3) é
V]| = V12 + (=2)2 + 32 = V14.

A distancia entre os pontos P = (2, -3,1) e @ = (—1,4,5) é

dist(P,Q) = || PQ || = [I(=1 = 2,4 — (=3),5 = 1)|| = [|(=3,7,4)|| = /(32 + 72 + 4 = VT4,

Se V = (v, v2,v3) € a € um escalar, entdo da definicdo da multiplicacdo de vetor por escalar e
da norma de um vetor segue-se que

|aV|| = ||(awy, aws, aws)|| = v/ (awy)? + (aws)? + (aws)? = \/oﬂ(vf + v3 4 v3),

ou seja,

oV = [l [IV]. (3.5)

()"

€ um vetor unitario na direcao de V/, pois por (3.5), temos que

Dado um vetor V nao nulo, o vetor

1
)l = '—] V] =1
]
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Exemplo 3.7. Um vetor unitario na direcéo do vetor V' = (1, —2, 3) é o vetor

O angulo entre dois vetores nao nulos, V' e W, & definido pelo angulo 6 determinado por V' e W
que satisfaz 0 < # < 7, quando eles estéo representados com a mesma origem (Figura 3.18).

Quando o angulo @ entre dois vetores V e W é reto (f = 90°), ou um deles & o vetor nulo, dizemos
gue os vetores V' e W sdo ortogonais ou perpendiculares entre si.
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Figura 3.18: Angulo entre dois vetores, agudo (& esquerda) e obtuso (& direita)
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Vamos definir, agora, um produto entre dois vetores, cujo resultado € um escalar. Por isso ele é
chamado produto escalar. Este produto tem aplicacdo, por exemplo, em Fisica: o trabalho realizado
por uma forca é o produto escalar do vetor forca pelo vetor deslocamento, quando a forca aplicada é
constante.

Definicao 3.1. O produto escalar ou interno de dois vetores V' e W é definido por

0 se VV ou W é o vetor nulo,

Vo= { [[V]|]|W]|cos@,  caso contrério,

em gue ¢ é o angulo entre eles.
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Quando os vetores sao dados em termos das suas componentes ndao sabemos diretamente o
angulo entre eles. Por isso, precisamos de uma forma de calcular o produto escalar que nao necessite
do angulo entre os vetores.
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-

Figura 3.19: Triangulo formado por representantes de VV, W e V — IW. A esquerda o angulo entre V'
e W é agudo e a direita € obtuso.
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Se V' e W séo dois vetores ndo nulos e € o angulo entre eles, entédo pela lei dos cossenos,
|V =W = [[VI[* + [[W]]* = 2|V ||W]| cos 6.

Assim, .
VW= |[[V][||W]cost = 5 (IVIP + W2 = [V = W?) . (3.6)

Ja temos entdo uma férmula para calcular o produto escalar que ndo depende diretamente do angulo
entre eles. Substituindo-se as coordenadas dos vetores em (3.6) obtemos uma expressao mais sim-
ples para o calculo do produto interno.

Por exemplo, se V' = (v, vg,v3) € W = (wy, wy, w3) S8 vetores no espaco, entdo substituindo-
se [[V|]? = vf+vi+v3, [|[W]]? = wi+wi+wie|[V W[ = (01 —wi)*+ (v2 —w2)* + (v3 — w3)?
em (3.6) os termos v? e w? s&o cancelados e obtemos

V-W = V1W1 + vawo + V3Ws3.
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Teorema 3.2. O produto escalar ou interno, V' - W, entre dois vetores é dado por

V- W = vjwy + vaws,
se V = (v1,v7) e W = (wy,wy) séo vetores no plano e por
V.-W = V1W1 + VoW + V3W3,

se V = (v1,vg,v3) e W = (wy, we,ws) S80 vetores no espaco.

Exemplo 3.8. Sejam V' = (0,1,0) e W = (2,2, 3). O produto escalar de V" por W é dado por

V'W:?)lw1+?)2w2+?)3w3:O‘2+1'2—|—0'3:2.

Podemos usar o Teorema 3.2 para determinar o angulo entre dois vetores nao nulos, Ve W. O
cosseno do angulo entre V' e W &, entdo, dado por

cosf =

V.-w

VI

Se V' e W séo vetores ndo nulos e # € o angulo entre eles, entdo

(a) O éagudo (0 < < 90°) se, e somente se, V - W > 0,
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(b) 6 éreto (@ = 90°) se, esomentese, V- W =0e

(c) 6 é obtuso (90° < 8 < 180°) se, e somente se, V - W < 0.

Exemplo 3.9. Vamos determinar o0 angulo entre uma diagonal de um cubo e uma de suas arestas.
Sejam V; = (1,0,0), V5 = (0,1,0) e V3 = (0,0, 1) (Figura 3.20). Uma diagonal do cubo é represen-
tada pelo vetor D dado por

D=Vi+V,+V3=(1,1,1).

Entdo o angulo entre D e V] satisfaz

0 D-V; 1.14+0.1+0.1 1
COS U = = _
DIl (V2 + 12+ 12)(VI2+ 02+ 02) V3

ou seja,

0 = arccos(—=) ~ 54°.

S
V3
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(.0, 1)

y

Figura 3.20: Angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas
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Teorema 3.3. Sejam U,V e W vetores e a um escalar. Sao validas as seguintes propriedades:
(a) (comutatividade) U -V =V - U ;
(b) (distributividade) U - (V + W) =U -V +U - W,
(c) (associatividade) a(U - V) = (aU) -V =U - (aV);

(d) V-V =||V||>>0, paratodo VeV -V = 0 se, e somente se, V = 0.

Demonstracdo. Sejam U = (uy,uz, u3), V = (vy, v, v3) € W = (wy, we, w3).

(a) U-V = ULV1 + UaVy + U3V3 = ViU + VoUs + VU3 = V.U,

(b) U-(V4W) = (uq, ug, uz)-(vi4wq, votws, v3+ws) = uq (v1+wy)+uz(ve+ws)+uz(vztws) =
(w1 +urwy) 4 (ugva +usws )+ (ugvz+uzws) = (U101 +ugVa +usvs) 4+ (urwy +ugws +usws) =
uv-v+U-w,

©) a(U-V) = alujv; + ugvy + uszvs) = (auy)vy + (qug)vy + (auz)vs = (aU) - V;

(d) V-V =]|V||? € uma soma de quadrados, por isso & sempre maior ou igual a zero e é zero se,
e somente se, todas as parcelas sao iguais a zero. |
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Vo : AN % Vo

Vi : w A 7%

Figura 3.21: Decomposicao de V' em uma soma V; + V5, em que V; € paralelo a W
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3.2.2 Projecéao Ortogonal

Podemos decompor um vetor V em uma soma de dois vetores, V; e V5, sendo V; na direcao de
um vetor W e V5, perpendicular a W (Figura 3.21).
O vetor V; é chamado projecéo ortogonal de V' sobre W e é denotado por projy, V.
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Proposicao 3.4. Seja W um vetor ndao nulo. Entdo, a projecao ortogonal de um vetor V. em W &

dada por
V.-w
projy V = (—) W
v (W12

Demonstracdo. Sejam V; = projy,V e Vo =V — projy, V. Como V; é paralelo a W, entdo
Vi=aW (3.7)

Assim,
V=Vi+Vo=aW +V;.

Multiplicando-se escalarmente V' por W e usando o Teorema 3.3 (d) obtemos
V-W=al|W|*+Vo-W. (3.8)

Mas, V5 é perpendicular a W, entdao V5 - W = (. Portanto, de (3.8) obtemos

V-w
= —=.
W2
Substituindo este valor de o na equacéo (3.7) segue-se o resultado. |
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Exemplo 3.10. Sejam V' = (2,—1,3) e W = (4, —1,2). Vamos encontrar dois vetores V; e V; tais
que V = Vi 4+ V5, V; é paralelo a W e V; é perpendicular a W (Figura 3.21). Temos que

V-W=244(-1)(-1)+3-2=15
[[W]]? = 4% + (—1)* +2* = 21.

VW) 15 20 5 10
Vi = projyV = (= 2w = (2) (4,-1,2) = (2, -2, —
1 Projw ( ||W||2> (21) ( ) ) ) ( 7 ) 77 7 )

20 5 10 6 2 11
Vo=V -V =(2,-1,3) - (7,—5,7) = (—§,—§,7)~

3.2.3 Produto Vetorial

Vamos, agora, definir um produto entre dois vetores, cujo resultado &€ um vetor. Por isso, ele é cha-
mado produto vetorial. Este produto tem aplicacéo, por exemplo, em Fisica: a forca exercida sobre
uma particula carregada mergulhada num campo magnético € o produto vetorial do vetor velocidade
da particula pelo vetor campo magnético, desde que o campo seja constante e a carga seja unitaria.

Definicao 3.2. Sejam V' e W dois vetores no espaco. Definimos o produto vetorial, V' x W, como
sendo o vetor com as seguintes caracteristicas:

(&) Tem comprimento dado numericamente por
[V < Wl = [[VI[[[W]|sen,

ou seja, a norma de V' x W & numericamente igual a area do paralelogramo determinado por
VeW.
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w
N 5
S 2
=
2l
e~
0
j : 4
V]|

Figura 3.22: Area de um paralelogramo
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(b) Tem direcao perpendiculara V e a V.

(c) Tem o sentido dado pela regra da mao direita (Figura 3.23): Se o angulo entre Ve W é 0,
giramos o vetor V' de um angulo # até que coincida com W e acompanhamos este movimento
com os dedos da mao direita, entdo o polegar vai apontar no sentido de V' x V.

Da forma como definimos o produto vetorial é dificil o seu calculo, mas as propriedades que
apresentaremos a seguir possibilitardo obter uma féormula para o produto vetorial em termos das
componentes dos vetores.
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Figura 3.23: Regra da méao direita
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Teorema 3.5. Sejam U,V e W vetores no espago e o um escalar. Sdo validas as seguintes proprie-
dades:

(@) V x W = —(W x V) (anti-comutatividade).

(b) V x W =0se,esomentese, V =aW ou W = aV.
V- (VxW)=W- -(VxW)=0.

d) a(VxW)=(aV)x W=V x (aW).

@ VxW+U)=VxW+VxUe(V+W)xU=V xU+W x U (Distributividade em
relacdo a soma de vetores).

Demonstracado. (a) Pela definicdo do produto vetorial V' x W e W x V' tém 0 mesmo comprimento
e a mesma direcdo. Além disso trocando-se V' por W troca-se o sentido de V' x W (Figura
3.23).

(b) ||V x W|| = 0 se, e somente se, um deles é o vetor nulo ou sen# = 0, em que # € o angulo
entre V e W, ou seja, V e W sao paralelos. Assim, V' x W = 0 se, e somente se, V = alW
oulW =aV.

(c) Segue-se imediatamente da definicdo do produto vetorial.

(d) Segue-se facilmente da definicdo do produto vetorial, por isso deixamos como exercicio para o
leitor.

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



200 Vetores no Plano e no Espaco

(e) Este item sera demonstrado no Apéndice Ill na pagina 216.
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Os vetores canbnicos

i=(1,0,0), j=(0,1,00 e k=(0,0,1)

sdo vetores unitarios (de norma igual a um) paralelos aos eixos coordenados. Todo vetor
V= (U17 V2, U3)
pode ser escrito como uma soma de multiplos escalares de ¢, j e k£ (combinagao linear), pois

V - (U17v27 U3) - (Ul7 07 0) + (07 V2, 0) + (07 07 U3) =
= U1(1,0,0)+U2(0,1,0)+U3<0,0,1) =
= Ulg—i‘ Ugj—F (%] Ig (39)

Da definicdo de produto vetorial podemos obter facilmente as seguintes relacoes:

ixi=0, jxj=0kxk=0,
ixj=Fk jxk=i kxi=]j
Ixi=—k kxj=—i ixk=—j

Agora, estamos prontos para obter uma férmula que dé o produto vetorial de dois vetores em
termos das suas componentes.
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S

<.

—

Figura 3.24: Vetores 7 ]e k
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’U3/€

.V'=.(1.11702,U3'), -

Figura 3.25: V' = v+ ’UJ%— /U:s/?
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Teorema 3.6. Sejam V' = (vq,vp,v3) € W = (wy,ws, w3) vetores no espago. Entdo o produto
vetorial V' x W & dado por

V><Wz<det{v2 U3 },—det[vl U3 },det[vl V2 D (3.10)
Wy W3 w1 w3 wp w2

Demonstracdo. De (3.9) segue-se que podemos escrever
V:U1;+U2J+U3E e W:w1;+w2;+W3E
Assim, pela distributividade do produto vetorial em relacao a soma, temos que
VxW = (’Ul ;—{— ’Uzj—F V3 E) X (’LUl ;—i— ng—F W3 E)
= vlwl(;x ;) + UlU)Q(ZX ;) —+ Ulwg(ZX E) +
+ Ug’wl(j X ;) + 'UQ'LUQ(; X j) + UQ’wg(j X k) +
+U3U)1(E X Z) -+ Ug'LUg(k X ;) -+ Ugwg(k X k)

= (Ugwg — v3w2)5+ (Ugwl — Ul’wg)j+ (Ulwg — ’Ugwl)]g

- det{w Ui”}f—det[”l U?’}f—l—det{vl ”2]12

Wo W3 w; w3 w1 W2

o] e[ a1 ))
Wy W3 w, W3 wy W2

Para obter as componentes do produto vetorial V' x W procedemos como segue:
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\% . (%] V2 U3 .

W - w1 Wy W3 ’
e Para calcular a primeira componente de V' x W, elimine a primeira coluna da matriz acima e cal-
cule o determinante da sub-matriz resultante. A segunda componente € obtida, eliminando-se

a segunda coluna e calculando-se o determinante da sub-matriz resultante com o sinal trocado.
A terceira é obtida como a primeira, mas eliminando-se a terceira coluna.

e Escreva a matriz:

Exemplo 3.11. Sejam V = i+ 2]’— 2k e W = 3i + k. Vamos determinar o produto vetorial V' x W.
Como )
Vil |12 =2
W] 30 1]’
2 —2 | 1 -2 1 2
V><W-<det[0 ] ,—det[3 1},detl3 O]>—(2,—7,—6).

Usando os vetores ¢, j e k o produto vetorial V' x TV, pode ser escrito em termos do determinante
simbolico

entao

i j k .
VxW=det | vy, vy w3 :detlvz U3]i—det{vl U3}j+det[vl vz}k'

Wa W3 w; w3 wp W2
wy W2 wWs
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R=(-1,0,1)

W.Q: (0,4,3)

P=(2,2,0)

Figura 3.26: Area do triangulo PQR
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Exemplo 3.12. Vamos calcular a area do triangulo determinado pelos pontos P = (2,2,0),Q =
(0,4,3) e R = (—1,0,2) (Figura 3.26). Sejam

V=PQ=(0—2,4—2,3—0)=(-2,2,3)

W =PR=(-1-2,0-2,2-0)=(~3,-2,2).

Entao,

, 1 15
V x W =(10,-5,10) e Area= §||V x W|| = 5

3.2.4 Produto Misto

O produto U - (V' x W) é chamado de produto misto de U, VV e W. O resultado abaixo mostra
como calcular o produto misto usando as componentes dos vetores.

Teorema 3.7. Sejam U = u1;+ uﬁ—l— UgE, V= vJ—i— vJ—I— 03E eW = w1;+ ng'—i— ’LU3E. Entao,

Uy Uz U3
U-(VxW)=det | v; vy w3

w; W2 w3
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Demonstracao. Segue do Teorema 3.2 na pagina 188, do Teorema 3.6 na pagina 204 e da definicdo
de determinante de uma matriz que

U-(VxW) = (ul,ug,u?)).(det[w U3 },—det[vl U3 ],det[vl b2 D

Wy W3 w; w3 w; W2
Vg Vs V1 Us V1 V2
= wuydet — ug det + us det
W2 W3 w; w3 w1 Wa

Uy Uz U3
= det | v1 vy w3 |; [ |
wyp w2 w3

Exemplo 3.13. O produto misto dos vetores U = 27—;’+ 3k, V = —i+ 4f+ keW = 55+f— 2k é

up Uz ug 2 -1 3
U-(VxW)=det | vy vg w3 [ =det| -1 4 1 |=-84
wy w2 w3 5 1 =2

Teorema 3.8. Dados trés vetores no espago, U,V e W,
U (V x W)

€ numericamente igual ao volume do paralelepipedo determinado por U,V e W.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



3.2 Produtos de Vetores 209

VxW

= Ul |cos6) . . .. N

D)

Figura 3.27: Volume do paralelepipedo determinado por V', W e U
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Demonstracao. O volume do paralelepipedo determinado por U,V e W é igual ao produto da area
da base pela altura, ou seja, pela definicdo do produto vetorial, o volume é dado por

Volume = ||V x W||h.
Mas, como vemos na Figura 3.27 a altura & h = ||U||| cos 6], o que implica que
Volume = ||V x W || ||U]|| cos 0] = |U - (V x W)].
|

Exemplo 3.14. Sejam V = 10, W = 5i + 10fe U =3i+ 3f+ 7k. O volume de um paralelepipedo
com arestas determinadas por U, V' e W é dado por

3
volume = |U - (V x W)| =|det | 10 0

ot O W

7
0 | | =700 = 700.
10 0

)

Segue imediatamente do Teorema 3.7 e do Teorema 3.8 um critério para saber se trés vetores sao
paralelos a um mesmo plano.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



3.2 Produtos de Vetores 211

Figura 3.28: Paralelepipedo determinado por U, V' e W do Exemplo 3.14
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Corolario 3.9. Sejam U = i + ugj + usk, V = vit + v9j + vsk e W = wyi + wyj + wsk. Estes
vetores sdo coplanares (isto €, sao paralelos a um mesmo plano) se, e somente se,

Uy Uz U
U(VXW):det V1 VU Vs =0.

W, W2 W3

Exemplo 3.15. Vamos verificar que os pontos P = (0,1,1), @ = (1,0,2), R = (1,-2,0) e
S = (—2,2,—2) sdo coplanares, isto &, pertencem a um mesmo plano. Com estes pontos podemos
construir os vetores

PQ=(1-0,0-1,2—1)=(1,-1,1),
PR=(1-0,—2—-1,0-1)=(1,-3,-1) e

PS=(-2-0,2—-1,-2—-1)=(-2,1,-3)
Os pontos P, (), R e S pertencem a um mesmo plano se, e somente se, os vetores P(), PR e P
sao coplanares. E isto acontece se, e somente se, 0 produto misto entre eles € zero. Assim, P, Q), R
e S sdo coplanares, pois

1 -1 1
PQ-(PRx PS)=det| 1 —3 —1|=0.
—2 1 -3
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O resultado a seguir sera usado no proximo capitulo para deduzir as equacdes paramétricas do
plano.

Corolario 3.10. Sejam U,V e W vetores ndo nulos no espago.
(a) U,V e W sao coplanares se, e somente se, a equagao vetorial
2U +yV +2W =0
tem solugdo nao trivial, em que z, y e z sdo escalares.

(b) U,V e W séo coplanares se, e somente se, um deles & combinacéao linear (soma de multiplos
escalares) dos outros dois.

(c) Se U,V e W sao coplanares e V' e W séo nao paralelos, entdo U é combinacao linear de V' e
W.

Demonstracdao. (a) Seja A a matriz cujas colunas sdo U, V' e W escritos como vetores colunas.
A equacdo zU + yV + zW = 0 é equivalente ao sistema AX = 0. Assim, a equacio tem
solugdo n&o trivial se, e somente se, det(A) = 0. Mas, det(A) = det(A") =U - (V x W) =0
se, e somente se, os vetores U, V' e W sado coplanares, o que prova o resultado.

(b) Pelo item anterior U, V' e TV s&o coplanares se, e somente se, a equac¢éo zU + yV + zW =0
possui solugdo néo trivial. Mas, se isto acontece, entdo um dos escalares x ou y ou z pode
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ser diferente de zero. Se = # 0, entdo U = (—y/x)V + (—z/x)W, ou seja, o vetor U é
combinacéo linear de V' e . De forma semelhante, se y # 0, entdo V' & combinacao linear
de U e W ese z # 0, entdo W € combinagao linear de U e V. Claramente se um dos vetores
€ combinacdo linear dos outros dois, entéo eles sao coplanares.

(c) Como U,V e W sdo coplanares, entdo a equacgéo zU + yV + zW = 0 possui solugio ndo
trivial com z # 0. Pois, caso contrario yV + zWW = 0 com y ou z ndo simultaneamente nulos o
que implicaria que V' e W seriam paralelos (por que?). Logo U = (—y/z)V + (—z/x)W.

|

Exemplo 3.16. Considere os vetores
U :PQ: (]-7 _]-a 1)7

V =PR=(1,-3,-1) e
W :E)S: (_27 L, _3)
do Exemplo 3.15 na pagina 212. A equagao
2U+yV +2W =0

€ equivalente ao sistema
r + y — 22 =0
-r — 3y + =z

Il
o
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Escalonando a matriz do sistema obtemos

1 1 =2 1 1 =2 1 1 =2
-1 -3 1|~]0 -2 -1 |~]0 =2 -1
1 -1 -3 0 -2 -1 0O 0 O
A Ultima matriz corresponde ao sistema
r + y — 22 =0
- 2y — z =0
Assim .
o} « _
—U — = W =0
2U 2V+a
Logo
5) 1
W=—-=-U-=-V.
2 2

Verifique que realmente vale esta relacdo entre os vetores U, V e V.
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Apéndice Ill: Demonstracédo do item (e) do Teorema 3.5 na pagina 199

Vamos dividir a demonstracdo da distributividade do produto vetorial em relacdo a soma

Vx(W+U)=VxW4+VxU e V4+W)xU=VxU+WxU

da seguinte forma:

(@ (V xW)-U > 0 se, e somente se, V, W e U satisfazem a regra da mao direita, isto &,
se 0 angulo entre V e W é 6, giramos o vetor VV de um angulo # até que coincida com W e
acompanhamos este movimento com os dedos da mao direita, entdo o polegar vai apontar no
sentido de U.

(b) (VxW)-U=V-(W xU),ou seja, pode-se trocar os sinais x e - em (V' x W) - U.
C©VxW4+U)=VxW+VxUe V+W)xU=VxU+W xU.
Provemos, agora, os trés itens acima.

(a) Como vemos na Figura 3.27 na pagina 209 V, W e U satisfazem a regra da mao direita se, e
somente se, 0 < 6 < /2, ou seja, cos > 0, em que 6 é o angulo entre V' x W e U. Como,
(VxW)-U=||VxWI||||U||cos, entdo V, W e U satisfazem a regra da méo direita se, e
somente se, (V x W) -U > 0.

(b) Como o produto escalar & comutativo, pelo Teorema 3.8 na pagina 208,
(VxW)-Ul=|V-(WxU).
Agora, pelo item (a), temos que

VxW)-U e V- (WxU)
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tém o mesmo sinal, pois V, W e U satisfazem a regra da mao direita se, e somente se, W, U e
V' também satisfazem.

(c) Vamos provar a primeira igualdade e deixamos como exercicio para o leitor a demonstracao da
segunda. Vamos mostrar que ovetor Y =V x (W +U) =V x W — V x U é o vetor nulo.
Para isso, vamos mostrar que para qualquer vetor X no espaco X - Y = 0.

Pela distributividade do produto escalar, Teorema 3.3 item (b) na pagina 191, temos que
XY=X-Vx(W+U)-X -(VxW)=X-(VxU).
Pelo item (b), temos que

XV = (XxV)-WH+U) = (X xV)-W—(XxV)-U
= (XxV)-W+U)= (X xV)-(W+U)=0

Assim, X -Y = 0, para todo vetor X, em particular para X = Y, temosque Y -Y = ||Y||> = 0.
Portanto Y = 0,ouseja, V x (W +U) =V xW +V x U.
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3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

3.2.6.

3.2.7.

3.2.8.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 538)

Determine a equacdo da reta no plano que é perpendicular ao vetor N = (2, 3) e passa pelo
ponto Py = (—1,1).

Seja O = (0,0,0). Qual o lugar geométrico dos pontos P = (z,v, z) tais que || OP ||> =
Qual figura é representada pela equacéo x2 + y? = 4?

Sejam V = i+ 2]'— 3keW =2i+ ] — 2k. Determine vetores unitarios paralelos aos vetores
@V+W;, b)V-W, (c)2V—3W.

Determine o valor de z para o qual os vetores V = z7 + 3;' +4keW = 3 + f+ 2k s&o
perpendiculares.

Demonstre que ndo existe z tal que os vetores V = zi + 2]’+ dkeW = ai — 2f+ 3k sdo
perpendiculares.

Ache o angulo entre os seguintes pares de vetores:
@2+jej—k ®i+j+ke—2]—2k (c)3i+3je2i+j— 2k

Decomponha W= —i— 3] + 2k como a soma de dois vetores W1 e Wy, com Wy paralelo ao
vetor 7 + 3k e W, ortogonal a este ltimo. (Sugestéo: revise o Exemplo 3.10 na pagina 195)

Ache o vetor unitario da bissetriz do angulo entre os vetores V' = 2+ 2}'+l§ eW = 6i+ 2}'—313.
(Sugestao: observe que a soma de dois vetores esta na direcdo da bissetriz se, e somente se,
os dois tiverem o mesmo comprimento. Portanto, tome multiplos escalares de V' e W de forma
que eles tenham 0 mesmo comprimento e tome o vetor unitario na direcao da soma deles.)
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3.2.9.

3.2.10.

3.2.11.

3.2.12.

3.2.13.

3.2.14.

3.2.15.

3.2.16.

Verifique se os seguintes pontos pertencem a um mesmo plano:

@ A=(2,2,1),B=(3,1,2),C =(2,3,00e D =(2,3,2);
(b) A=(2,0,2),B=(3,2,0),C=(0,21)eD=(10,-2,1);

Calcule o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A = (2,1,6) e os trés
vértices adjacentes nos pontos B = (4,1,3),C = (1,3,2) e D = (1,2, 1).

Calcule a area do paralelogramo em que trés vértices consecutivos séio A = (1,0,1),B =
(2,1,3) e C = (3,2,4).

Calcule a area do triangulo com vértices A = (1,2,1), B = (3,0,4) e C = (5,1, 3).
Ache X talque X x (i + k) =2(i+j — k) e ||X|| = V6.

Sabe-se que o vetor X é ortogonal a Z+j'e a—i+ E, tem norma v/3 e sendo 6 o angulo entre
X e j,tem-se cos > 0. Ache X.

Mostre que A = (3,0,2), B = (4,3,0) e C = (8,1, —1) sé&o vértices de um triangulo retangulo.
Em qual dos vértices esta o angulo reto?

Considere dois vetores V' e W tais que ||V|| = 5, ||IW|| = 2 e o angulo entre Ve W & 60°.
Determine, como combinacdo linearde V e W (xV + yW):

(@) Umvetor X talque X -V =20e X - W =5
(b) Umvetor X talque X x V =0e X - W = 12.

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



220

Vetores no Plano e no Espaco

Exercicios usando o MATLAB®

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vl, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] criaovetor V = (1,2, 3);

>> subs (expr,x,num) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solucdo da equacéo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:

>> V=randi (1, 3) cria um vetor aleatério com componentes inteiras;
>> no (V) calcula a norma do vetor V.

>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.

>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

Comandos graficos do pacote GAAL:

>> desvet (P,V) desenha o vetor V. com origem no ponto P e >> desvet (V) desenha o vetor
V com origem no ponto O = (0,0, 0).

>> po([P1;P2;...;Pn]) desenha os pontos P1, P2, ..., Pn.
>> lineseg(P1,P2,’cor’) desenha o segmento de reta P1P2.
>> eixos desenha os eixos coordenados.

>> box desenha uma caixa em volta da figura.

>> axiss reescala 0s eixos com a mesma escala.
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>> rota faz uma rotacdo em torno do eixo z.
>> zoom3(fator) amplifica a regido pelo fator.
>> tex (P, ’texto’) coloca o texto no ponto P.
3.2.17. Digite no prompt
demog?21,
(sem a virgula!). Esta funcdo demonstra as funcdes graficas para vetores.
3.2.18. Coloque em duas variaveis V' e W dois vetores bi-dimensionais ou tri-dimensionais a seu
critério.
(a) Use afungdo ilvijk(V) para V|suaI|zar o vetor V. como uma soma de multiplos escalares
(combinagao linear) dos vetores i ] e k.
(b) Use a fungdo ilpv(V,W) para visualizar o produto vetorial V' x W.
(c) Use afungdo ilproj(W,V) para visualizar a projecao de IV em W.
3.2.19. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos
Exercicios Teoricos
3.2.20. Mostre que em um triangulo isésceles a mediana relativa a base € perpendicular a base.
3.2.21. Mostre que o angulo inscrito em uma semicircunferéncia € reto.

Sugestao para os proximos 2 exercicios: Considere o paralelogramo ABCD. SejaU =AB
e V =AD. Observe que as diagonais do paralelogramo sdo U +V eU — V.
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3.2.22.

3.2.23.

3.2.24.

3.2.25.

3.2.26.

3.2.27.

3.2.28.

Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sao perpendiculares entdo ele € um losango.

Mostre que se as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo comprimento entéo ele &€ um
retangulo.

SeV-W=V-UeV #0,entao W = U?
Mostre que se V' é ortogonal a W, e W5, entdo V' € ortogonal a ai; Wy + ap W,

Demonstre gue as diagonais de um Iosango sao perpendlculares (Sugestéao: mostre que
AC - BD= 0, usando o fato de que AB=DC'e Il AB | = BC IB)

Sejam V' um vetor n&o nulo no espago e «, 3 e v os angulos que V' forma com os vetores 7, j
e k, respectivamente. Demonstre que

cos® a4 cos? 3+ cos?y =1.

.

x . i V- V-k
Sugestdo: cosa = —i_ cos 3 = J__ @ cosy = ﬁ
(Sug IV {Il14]] A V711 v HVHllkll)

Demonstre que, se V' e W sao vetores quaisquer, entao:
1
@ VW= (V4 W= [V =[]
1
o) [[VI[*+ (WP = 5 (IV+ WP+ [V = WI[F).

(Sugestao: desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
[V+WIP=V+W)- (V+W)el|V-W|?=({V-W)-(V-W)
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3.2.29. Demonstre que se V' e W sao vetores quaisquer, entao:

@ V- W <|[VIHWI];

o) [[V+WI <|VI[+[IW]]
(Sugestdo: mostre que ||V + W2 = (V +W) - (V + W) < (||[V]| + ||[W]|)?, usando o
item anterior)

© [Vl = 1wl < v -wi.
(Sugestédo: defina U =V — IV e aplique o item anteriora U e V)

3.2.30. O produto vetorial & associativo? Justifique a sua resposta. (Sugestdo: experimente com 0s
vetores i, j, k)

3.2.31. Demonstre que se V' e T sdo vetores quaisquer no espago, entao
[V x W[ < |[VI[[[W]].

3.2.32. Se U,V e W séo vetores no espaco, prove que |U - (V' x W)| < ||U]|||V]|] ||W]]. (Sugestao:
use o Teorema 3.2 na pagina 188 e o exercicio anterior)

3.2.33. Mostreque U - (V x W) =V - (W x U) =W - (U x V). (Sugestéo: use as propriedades do
determinante)

3.2.34. Mostre que

(@) (alU; + pUs) - (VxW)=aU; - (Vx W)+ pUy - (V x W);
() U-[(aVi + BVa) x W] = al - (Vi x W) + U - (Vo x W);
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() U-[V x (aWy + pWy)] =aU - (V x Wy) 4+ pU - (V x W2).
d) U-(VxW)=U-[(V+aU+ pW)x W|.
(Sugestao: use as propriedades dos produtos escalar e vetorial)
3.2.35. Prove aidentidade de Lagrange
[V x W2 = |[VIP[W]P? — (V- W)~
3.2.36. Mostre que a area do triangulo com vértices (x;,y;), parai = 1,2,3 éigual a | det(A)|/2, em
que
rr oy 1
A= 2 1 1
r3 ys 1
(Sugestdo: Marque os pontos P = (x1,y1,1), Po = (22,y2,1), Ps = (z3,y3,1) €
P/ = (z1,91,0). O volume do paralelepipedo determinado por Py, P, P; e P| é dado por
| PP - PP, x PP;|. Mas, a altura deste paralelepipedo & igual a 1. Assim, o seu
volume é igual a area da base que é o paralelogramo determinado por P, P, e P;. Observe
que OP], P, P, e P, P5 séo paralelos ao plano xy.)
3.2.37. Sejam Uy, U, e Uj trés vetores unitarios mutuamente ortogonais. Se A = [ U; U, Uz | €

uma matriz 3 x 3 cujas colunas séo os vetores Uy, Uy e Us, entdo A é invertivel e A~! = A’
(Sugest&o: mostre que A'A = I3))
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3.2.38. Sejam U = (uy,us,u3),V = (v1,v9,v3) € W = (wy, wsy, w3). Prove a formula seguinte para o
duplo produto vetorial

Ux(VxW)=U-W)V —(U-V)W,
seguindo os seguintes passos:

(a) Prove que

Ux(ixj) = (U-5)i—=(U-i)j
Ux(Gxk) = (U-k)j—(U-)k
Ux(kxi) = (U-Dk—(U-k)i

Ux (Vxi) = (U-)V—(U- V)z
Ux(Vxj) = (U HV—-(U-V)]
Ux(Vxk) = (U-kWV—(U-V)k

(c) Prove agora o caso geral usando o item anterior e as propriedades do produto vetorial.
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Teste do Capitulo

1. Mostre que os pontos A = (4,0,1), B = (5,1,3), C = (3,2,5), D = (2,1, 3) s&o vértices de
um paralelogramo. Calcule a sua area.

2. Dado o triangulo de vértices A = (0,1,—1), B = (—=2,0,1) e C' = (1,—-2,0), determine a
medida da altura relativa ao lado BC'.

3. Sejam U e V vetores no espago, com V' # (.

(a) Determine o nimero «, tal que U — o'V seja ortogonal a V.
(b) Mostre que (U + V) x (U—-V) =2V x U.

4. Determine x para que A = (z,1,2), B = (2,-2,-3),C = (5,—-1,1) e D = (3,-2,-2)
sejam coplanares.
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Capitulo 4

Retas e Planos

4.1 EquacOes de Retas e Planos

4.1.1 Equacgdes do Plano
Equacao Geral

No plano a equacao geral de uma reta € ax + by + ¢ = 0. No espago um plano é o conjunto dos
pontos P = (z,y, z) que satisfazem a equacéo

ar +by+cz+d=0, paraa,b,ceR,

gue é chamada equacéo geral do plano. Existe uma analogia entre uma reta no plano e um plano
no espaco. No plano, a equagado de uma reta € determinada se forem dados sua inclinagéo e um de

227
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seus pontos. No espaco, a inclinagdo de um plano é caracterizada por um vetor perpendicular a ele,
chamado vetor normal ao plano e a equacao de um plano é determinada se sao dados um vetor
normal e um de seus pontos.
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Figura 4.1: Plano perpendicular a N = (a, b, ¢) e que passa por Py = (o, Yo, 20)
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Proposicéo 4.1. A equacéo geral de um plano 7 que passa por um ponto Py = (g, Yo, 20) € tem
vetor normal N = (a, b, c) é
ar+by+cz+d=0, 4.1)

em que d = —(axo + byy + c2p).

—

Demonstracdo. Um ponto P = (z,y, 2) pertence ao plano 7 se, e somente se, o vetor PP for
perpendicular ao vetor N, ou seja,

N- ByP=0. (4.2)
Como, PO—}B: (r — xo,y — Yo, 2 — 20), @ equacdo (4.2) pode ser reescrita como
a(x — o) +b(y — yo) +c(z — 2) =0,

ou seja,
ax + by + cz — (axo + byo + cz9) = 0.

Exemplo 4.1. Vamos encontrar a equacéo do plano 7 que passa pelo ponto Py = (1,—2,—2)e é
perpendicular ao vetor N = (2, —1, 2). Da Proposicéo 4.1, a equacdo do plano é da forma

ar+by+cz+d=0,
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4.1
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—d/a

—d

Figura 4.2: Plano ax

Reginaldo J. Santos
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Figura 4.3: Plano cz = —d
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gl -d/b

/ P

X Y

Figura 4.4: Plano by = —d
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—d/a . d/b

e T

X Y

Figura 4.5: Plano ax+by=—d
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Figura 4.6: Plano ax+cz=—d
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Figura 4.7: Plano by+cz=—d
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Figura 4.8: Plano ax + by + ¢z = 0
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d/c

—d/a /b

Figura 4.9: Plano ax + by +cz +d =0
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Figura 4.10: Plano 2z —y + 22 =0
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em que os coeficientes de z, y e z sdo as componentes do vetor normal, ou seja, a = 2,0 = —1 e
c = 2. Assim, a equacao de 7 é da forma

20 —y+22+d=0.

Para determinar o coeficiente d, ao invés de usarmos a Proposicdo 4.1, vamos usar o fato de que
Py = (1,—2,—2) pertence a 7. Mas, o ponto P, pertence a 7 se, e somente se, as suas coordenadas
satisfazem a equacao de T, ou seja,

2:1—-1-(-2)+2-(=2)4+d=0.
Logo, d = 2 4+ 2 — 4 = 0. Finalmente, a equagao do plano 7 é
20 —y+22=0.
No plano, a equagcao de uma reta € determinada se forem dados dois pontos da reta. Analoga-

mente, no espaco, a equacao de um plano é determinada se sao dados trés pontos P;, P, e P; nao
colineares (|sto e nao pertencentes a uma mesma reta). Com os trés pontos podemos “formar” os

vetores P1P2 e P1P3 (Figura 4.11).

Exemplo 4.2. Vamos encontrar a equagao do plano 7w que passa pelos pontos P, = (%,0,0),
P, = (0,1 5,0) e P3 = (0, —%, %) Com os trés pontos podemos “formar” os vetores P, P, e P P;. O
vetor 11 1 11 111
N =P P, X PPP3=(—,=,0) X (—=,—=, =) = (-, -, =
142 143 ( 2727) ( 27 72) (47472>
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Figura 4.11: Plano que passa por trés pontos
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N

/4

12 1/2

Figura 4.12: Plano 2z + 2y + 4z — 1 =0
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€ um vetor normal ao plano. Assim, a equacéao do plano é da forma

! + ! + L +d=0

-+ - —Z =0,

TRV L)

em que os coeficientes de x, y e z sdo as componentes do vetor N. Para determinar o coeficiente d,
vamos usar o fato de que o ponto P, = (%, 0,0) pertence ao plano 7. Mas, o ponto P, pertence a 7
se, e somente se, as suas coordenadas satisfazem a equacao de , ou seja,

04+d=0.

+--0+

=~ =
DN | =
e~ =
N —

Logo, d = :. Finalmente, uma equagéo do plano & 1z + 1y + 5z — 1 = 0 ou multiplicando por 8,
obtemos 2x 4+ 2y + 42 — 1 = 0.
Alternativamente, podemos encontrar a equacao do plano da seguinte forma. Como vimos anteri-

ormente (Corolario 3.9 na pagina 212), trés vetores, P, P P, P, e P, P3, sdo coplanares se, e somente
se, 0 produto misto entre eles é zero. Assim, um ponto P = (z,y, z) pertence a  se, e somente se,

—

PP -(PPyx PLPy)=0.

Mas,

— 1

PP = (x—é,y,z)
— 11

PP = (—, =

142 ( 27270)
— 1 11
PP = (——,—, —).
143 ( 2a 2a2)
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Entao,

N O W
I
|
—
8
I
|
SN—
+

e assim a equacgao do plano é dada por

1 N 1 n 1 I 0
AT TR T
ou multiplicando por 8§,

20+ 2y+42—-1=0

A equacao do plano também é determinada se ao invés de serem dados trés pontos, forem dados
um ponto P; do plano e dois vetores paralelos ao plano, V' = (vq, v2,v3) e W = (wq, we, ws), desde
gue eles sejam nao colineares. Ou ainda se forem dados dois pontos P; e P, do plano e um vetor pa-

ralelo ao plano V' = (vy, v9, v3), j& que neste caso podemos formarovetor W = P, Py = (wy, wa, w3)
gue é também paralelo ao plano.

Nestes casos temos novamente pelo menos duas maneiras de encontrarmos a equacao do plano.
Uma delas € observando que o vetor N = V' x W & um vetor normal ao plano. Desta forma temos um
ponto do plano e um vetor normal ao plano. A outra € observando que temos trés vetores paralelos

ao plano: P, P= (x —z1,y—y1,2— 21), V e W. Como vimos anteriormente (Corolario 3.9 na pagina
212), os trés vetores sao coplanares se, e somente se, 0 produto misto entre eles é zero, ou seja,

— r—T1 Y—Wh =z2—Z21
PP - (VxW)=det U1 Vo U3 =0. (4.3)

w1 W9 ws
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Assim, um ponto P = (z,y, z) pertence a um plano = que passa pelo ponto P; = (x1,y1,21)
e é paralelo aos vetores V' = (v1,vz,v3) € W = (wq,wy, w3) (ndo paralelos) se, e somente se, a
equacao (4.3) é verdadeira.

Observacao. Nao faz sentido dizer que um vetor pertence a um plano. Pois, por um lado, um plano é
um conjunto de pontos e por outro, 0s vetores sao “livres”, podem ser “colocados” em qualquer ponto.
O correto é dizer que um vetor € paralelo a um plano.

Equacdes Paramétricas

Além da equacao geral do plano podemos também caracterizar os pontos de um plano da seguinte
forma. Considere um plano 7, um ponto Py = (zo, Yo, 20) pertencente a m e dois vetores V' =
(v1,v9,v3) € W = (wy,wsy, w3) ndo colineares, paralelos a 7. Um ponto P = (x,y, z) pertence a 7

e

se, e somente se, o vetor Py P= (x—x¢, y — Yo, 2 — 20) € uma combinacdo linear de V' e W (Corolario
3.10 na pagina 213), ou seja, se existem escalares ¢ e s tais que

PoP=1tV + sW. (4.4)
Escrevendo em termos de componentes (4.4) pode ser escrito como
(x — 20, Y — Yo, 2 — 20) = (tvg + swy, tvy + swe, tvg + sws).

Logo um ponto P = (z,y, z) pertence a 7 se, e somente se, satisfaz as equacdes

r = Xy + v t + w1 S
Yy = Y + vt + wys parat,seR.
z = 2zg + wv3t + wss
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Estas equacdes sao chamadas equacdes paramétricas do plano.

Exemplo 4.3. Podemos obter equacdes paramétricas do plano do Exemplo 4.2 na pagina 240 usando
o fato de que ele passa pelo ponto P, = (1/2,0,0) e é paralelo aos vetores P, P,= (—1/2,1/2,0),
P Py=(—1/2,—1/2,1/2). Assim,

—
—_

1 1
= 5t—3s parat,s € R.
1
Z 58

Exemplo 4.4. Para encontrarmos as equagdes paramétricas do plano do Exemplo 4.1 na pagina 230
podemos resolver a equacéo geral do plano 4x + 2y + 3z = (. Podemos proceder como no caso de
sistemas lineares e considerar as variaveis y e z livres: z =t ey = s. Assim, r = % t— % S e portanto

t—=s

N |—=

Tr =

Y
ya =

parat,s € R.

I
T W oaw

sdo equacdes paramétricas do plano. Destas equacBes obtemos que os vetores V|, = (%, 0,1) e
Vo = (—%, 1,0) s&o paralelos ao plano.

4.1.2 EquacgOes da Reta

Equacbes Paramétricas
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/P:(“"”y’z’

Po="Tx0, %0, 20)

Figura 4.13: Reta paralela ao vetor V' = (a, b, ¢)
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OoP

b /

OPy

Figura 4.14: Reta paralela ao vetor V' = (a, b, ¢)
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Vamos supor que uma reta r € paralela a um vetor V' = (a, b, ¢) ndo nulo e que passa por um

—

ponto Py = (xo, Yo, 20). Um ponto P = (x,y, z) pertence a reta r se, e somente se, o vetor P, P é
paralelo ao vetor V/, isto €, se o vetor P(TP € um multiplo escalar de V/, ou seja,
P(Tp: tV. (4.5)
Em termos de componentes, a equacao (4.5) pode ser escrita como
(x — 20,y — Yo, 2 — 20) = (ta,tb,tc).

Logo,x —x¢g =ta,y —yo=tbez— 2z =tc.
Ou seja, a reta r pode ser descrita como sendo o conjunto dos pontos P = (x, y, z) tais que

r = x9+ta
Yy = yo+1tb, parat € R. (4.6)
z = zy+tc

sdo de uma reta r que passa por um ponto Py = (xg, 4o, 20) € € paralela ao vetor V = (a,b,c). As
equacdes (4.6) sdo chamadas equacdes paramétricas da reta r. O vetor V' = (a, b, ¢) € chamado
vetor diretor da reta 7.

O parametro t nas equacdes (4.6) pode ser interpretado como o instante de tempo, se o ponto
P = (z,y,z) descreve o movimento de uma particula em movimento retilineo uniforme com vetor
velocidade V' = (a,b,c). Observe que parat = 1, P = (z,y,2) = (xo + a,yo + b, 20 + ¢), para
t=2,P=(x,y,2) = (xo + 2a,yo + 2b, 2y + 2¢) e assim por diante.

As equacdes (4.6), podem ser reescritas como

(x,y,2) = (zo + at,yo + bt, 29 + ct).
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V = (a7 07 0)

X y

Figura 4.15: Reta (z,v, z) = (xo + at, yo, 20)
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X y

Figura 4.16: Reta (2, v, z) = (xo, yo + bt, 20)
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V =(0,0,c¢)

X y

Figura 4.17: Reta (z,v, z) = (x0, o, 20 + ct)
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V = (aﬂ b7 0)

X y

Figura 4.18: Reta (z,y, z) = (x¢ + at, yo + bt, o)
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X y

Figura 4.19: Reta (z, v, z) = (xo, yo + bt, 2o + ct)
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V = (a,0,c¢)

X y

Figura 4.20: Reta (z.,y, z) = (z¢ + at, yo, 20 + ct)
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V = (a,b,c)

Figura 4.21: Reta (z,y, z) = (at, bt, ct)
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V = (a,b,c)

y

Figura 4.22: Reta (z,y, 2)=(z¢tat, yot+bt, zot+ct)
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Observacao. Nao faz sentido dizer que o vetor esta contido na reta. Por um lado, a reta € um conjunto
de pontos e por outro um vetor ndo tem posicéao fixa.

Exemplo 4.5. A reta que passa por Py = (1,3/2,3) e é paralela ao vetor V' = (2,1,3/2) tem
equacdes paramétricas

r = 1+2t
r:Qy = 2+t paateR
z = 3+%t

Podemos também encontrar a intersecao da reta » com os planos coordenados xy, yz e zz. A
equacgdo do plano zy € z = 0, do plano yz € x = 0 e do plano xz & y = (. Substituindo z = 0 nas
equacdes de r, obtemos t = —2, x = —3 e y = —1/2, ou seja, o ponto de intersecédo de r com o

plano xy &
1

(l’,y,Z) = <_37 _570) :

De forma analoga, encontramos que (z,y, z) = (0,1,9/4) € o ponto de interse¢édo de r com o plano
yze (z,y,2z) = (—2,0,3/4) &€ o ponto de intersecéo de r com o plano xz.

Equacbes na Forma Simétrica

Se todas componentes do vetor diretor da reta r sdo nao nulos, podemos resolver cada equacao
em (4.6) para t e igualar os resultados obtendo o que chamamos de equac¢des na forma simétrica
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Py =(1,3/2,3)

V =(2,1,3/2

X y

Figura 4.23: Reta que passa pelo ponto P, = (1,3/2, 3) paralela ao vetor V' = (2, 1,3/2)

de r:

T—Zo Y—Y *2—%
a b c

No Exemplo 4.5 as equacdes de r na forma simétrica sao:

r—1 y—-3/2 =z-3
2 1  3/2°
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P, =(0,3,3)

y

Figura 4.24: Reta que passa pelos pontos P, = (3,0,2) e P, = (0, 3, 3)
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Exemplo 4.6. Vamos encontrar as equagdes paramétricas da reta r que passa pelos pontos P, =
(3,0,2) e P, = (0,3,3). O vetor

PiP=(0—-3,3-0,3-2)) = (~3,3,1)

é paralelo ar e o ponto P, = (3,0, 2) pertence a r. Portanto, as equagdes paramétricas de r sdo

r = 3—3t
y = 3t parat € R.
z = 2+t

Exemplo 4.7. Vamos encontrar as equacdes paramétricas da reta r, intersecao dos planos

m o —2x+y+4z =0,
M 2x—y+2z =0.

Vetores normais destes planos sao
Ny = (—2, ]_74) e Ny = (2, —172) .

A reta r esta contida em ambos os planos, portanto & perpendicular a ambos os vetores normais
(Figura 4.25). Assim, a reta r € paralela ao produto vetorial N1 X N, (Teorema 3.5 (c) na pagina 199).

1 4 -2 4 —2 1
woce (o[ L8]] 2 ]2 1)) -
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1

2

Figura 4.25: Reta intersecdo dos planos m; : —2zx +y+4z2=0em : 20—y +22 =0
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Assim, V' = N; x Ny = (6,12,0) € um vetor diretor de r. Agora, precisamos encontrar um ponto da
reta r. Este ponto € uma solucao particular do sistema

(4.7)

—2x + y 4+ 4z2=0
20 — y + 2z2=0.

Para encontrar uma solugao particular do sistema, atribuimos um valor a uma das incognitas (neste
exemplo podemos fazer x = 0) e resolvemos o sistema obtido, que & de duas equacdes e duas
incognitas
y + 42=0
{ -y 4+ 22=0

Obtemos entdo, y = 0 e z = 0, ou seja, o ponto P, = (0,0,0) é um ponto da reta r, pois & uma
solugdo particular do sistema (4.7). Assim, as equacdes paramétricas de r sao

y = 0+ 12t = 12t parat € R. (4.8)
z = 0+ 0t = 0

Alternativamente, podemos encontrar as equacgfes paramétricas de r determinando a solugéo
geral do sistema (4.7). Para isto devemos escalonar a matriz do sistema (4.7):

Precisamos “zerar” o outro elemento da 1? coluna, que é a coluna do piv6, para isto, adicionamos a
22 linha, a 12 linha.
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17 linha + 2° linha — 2? linha { _(2) é é I~ 1

Agora, ja podemos obter facilmente a solucédo geral do sistema dado, ja que ele & equivalente ao
sistema
—2r + y + 42 = 0
6z = 0

Obtemos z = 0. A variavel y & uma variavel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos t,
parat € R qualquer. Assim, a solugao geral do sistema dado &

r = %t
y =t parat € R. 4.9
z = 0

Estas equacdes sao diferentes das equacdes (4.8), mas representam a mesma reta, pois os vetores
diretores obtidos das duas equacdes séo paralelos e o ponto Py = (0,0,0) satisfaz também as
equacdes (4.9). Poderiamos dizer que (4.8) e (4.9) representam retas coincidentes.

O préximo exemplo mostra como encontrar a equacao da reta que € perpendicular a duas retas.

Exemplo 4.8. Achar as equacOes da reta r3 que intercepta as retas

r = —1+2t
ro y = 141, parat € R
z =0
¢ 4
ro x—ZZyT e 2=23
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T2

X y

Figura 4.26: Retas do Exemplo 4.8
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e é perpendicular a ambas.
Um ponto qualquer da reta r; € descrito por P,, = (—1+2¢t,1+¢,0) e um ponto qualquer da reta
ro € daforma P, = (2+ s,4+ 2s, 3). Aqui € necessario o uso de um parametro diferente para a reta

ro. O vetor P, P.,= (3+ s —2t,3+2s —t, 3) “liga” um ponto qualquer de r; a um ponto qualquer de

ro. Vamos determinar t e s tais que o vetor P,, P,, seja perpendicular ao vetor diretor V; = (2, 1,0)
de 7, e ao vetor diretor V5 = (1,2,0) de ro, ou seja, temos que resolver o sistema

PP,V = 9+5s—4t = 0

{Prﬁﬂrz-m — 94ds—5t = 0

A solucdo deste sistema ét = 1, s = —1. Logo P,, = (1,2,0), P, = (1,2,3) e V3 =P, P,,=
(0,0, 3). Assim as equagOes paramétricas da reta procurada sdo

r = 1
rg y = 2, parat e R.
z = 3t

Esta solucdo usou o fato de que as retas sao reversas, isto &, elas nao sao paralelas, mas também
nao se interceptam. Como seria a solucao se elas se interceptassem? Por exemplo se a reta 7, fosse

dada por
—4
To : x—ZZyT e z=07
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4.1.1.

4.1.2.

4.1.3.

4.1.4.

4.1.5.

4.1.6.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 545)

Faca um esboc¢o dos seguintes planos:

(@ 2z +3y+52—-1=0 e) 3r+2y—1=0
(b) z -2y +42=0 () 5y—2=0
() 3y+22—1=0 (9) 32—2=0
d) 20 4+32—-1=0 (h) 20 —-1=0
Faga um esboco das retas dadas a seguir:
3 3

@ (z,9y,2) = (1+2t, 5 +1,3+ 1) @ (z,y,2) = (142t,2+1,3)
©) (r.0.2) = (21,1, 21) O (3,2 =(1,2,3 + 20

2 @) (,y,2) = (1,2+2t,3)

(d) (2,y,2) = (1,2+2t,3 +1)
Ache a equacéo do plano paralelo ao plano 2z —y+5z—3 = 0 e que passa por P = (1, —2,1).

Encontre a equacgéo do plano que passa pelo ponto P = (2,1,0) e é perpendicular aos planos
r4+2y—324+42=0e2z—y+42—-1=0.

Encontrar a equacdo do plano que passa pelos pontos P = (1,0,0) e @ = (1,0,1) e €
perpendicular ao plano y = z.

Determine a interse¢do da reta que passa pela origem e tem vetor diretor V' = i+ 2;' + k com
oplano 2z +y + z = 5.
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4.1.7. Verifique se as retas r : (z,y,2) = (9,1 +6t,—2+3t)es : (v,y,2) = (1 +2t,3+1¢,1)
se interceptam e em caso afirmativo determine a intersecdo. (Sugestdo: a questao é se as
trajetbrias se cortam e nao se as particulas se chocam, ou seja, elas ndo precisam estar num
ponto no mesmo instante.)

4.1.8. Dadas as retas
rT—2 y

==z e str—2=y==z2,
2 2

obtenha uma equacéao geral para o plano determinado por r € s.

T

4.1.9. Sejam P = (4,1,-1)er: (z,y,2) = (2+t,4—t, 1+ 2t).

(@) Mostre que P & r;

(b) Obtenha uma equacéao geral do plano determinado por r e P.

4.1.10. Dadososplanosm : t—y+z2z+1=0em: v+ y—2—1 =0, determine o plano que
contém 7; N 7 € € ortogonal ao vetor (—1,1,—1).

4.1.11. Quais dos seguintes pares de planos se cortam segundo uma reta?

@ zrz+2y—3z—4=0ex—-4y+224+1=0;
b) 22 —y+4z+3=0edx — 2y +82=10;
c)x—y=0ex+2=0.

4.1.12. Encontre as equac0Oes da reta que passa pelo ponto ) = (1,2,1) e é perpendicular ao plano
r—y+2z—1=0.
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4.1.13. Ache a equacéo da reta que passa pelo ponto P = (1,0, 1) e é paralela aos planos 2z + 3y +
z+1=0ezxz—-—y+2=0.

4.1.14. Seja r a reta determinada pela intersecdo dos planos x +y — 2 =0e2x —y+32—1 = 0.
Ache a equagcéo do plano que passa por A = (1,0,—1) e contém areta r.

4.1.15. Sejam r e s retas reversas passando por A = (0,1,0) e B = (1,1,0) epor C = (—3,1,—4)
e D = (—1,2,-7), respectivamente. Obtenha uma equacéo da reta concorrente comr e s e
paralela ao vetor V = (1, -5, —1).

4.1.16. (a) Mostre que os planos 2z —y + 2z = 0 e x 4+ 2y — z = 1 se interceptam segundo uma reta

T,
(b) Ache a equacdo da reta que passa pelo ponto A = (1,0, 1) e intercepta a reta r ortogo-
nalmente.

4.1.17. Considere as retas (z,y,z) = t(1,2,-3) e (z,y,2) = (0,1,2) 4+ s(2,4,—6). Encontre a
equacao geral do plano que contém estas duas retas.

4.1.18. Determine as equacdes paramétricas da reta intersecédo dos planos:

@ z+2y—3z—4=0ex—-4y+224+1=0;
by xr—y=0ex+2=0.

4.1.19. Considereoplano 7 : 2x + 2y — 2z = 0.

(a) Determine as retas r, intersecado do plano m com o plano yz, s, intersecédo do plano ™ com
0 plano xz e t, intersec¢ao do plano m com o plano z = 2. Desenhe um esboco do plano 7
mostrando as retas 7, s e t.
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(b) Determine o volume do tetraedro determinado pelo plano 7, 0s planos coordenados xz e
yz e o plano z = 2. (Sugestdo: este volume é igual a 1/6 do volume do paralelepipedo

determinado por OA, OB e OC, em que O = (0,0,0), A é o ponto intersecdo do eixo z
como plano z = 2, B é aiintersegdo das retas r e t e C' € a intersecdo das retas s e t.)

(c) Determine a area da face do tetraedro contida no plano 7.

(d) Determine a altura do tetraedro relativa a face contida no plano w. (Sugestdo: a reta
ortogonal ao plano m que passa pelo ponto A intercepta o plano = num ponto P de forma

que a altura procurada é igual a || AP ||)
4.1.20. Achar as equac0es da reta que intercepta as retas r; e r, e € perpendicular a ambas.

(a)

r = 1+t
ryo: y = 243t parate R
z = 4t
© 1 242
Yy — z
: l="——= .
9 T + 5 3
(b)
r = —1+1
ryo y = 2+3t, parat e R
z = 4t
e
y—4 z-—3
ry: =" =
2 3
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Exercicios usando o MATLAB®

>> V=[v1,v2,v3] cria um vetor V, usando as componentes numéricas vi, v2, v3. Por
exemplo >> V=[1,2,3] criao vetor V' = (1,2, 3);

>> V+W é asomade VeW; > V-Weé adiferenca V menos W; >> num*V € o produto do vetor V
pelo escalar num;

>> subs(expr,x,num,) substitui x por num na expressao expr;

>> solve(expr) determina a solucdo da equacéo expr=0;

Comandos numéricos do pacote GAAL:

>> no (V) calcula a norma do vetor V.

>> pe(V,W) calcula o produto escalar do vetor V pelo vetor W.
>> pv(V,W) calcula o produto vetorial do vetor V pelo vetor W.

>> subst (expr, [x,y,z], [a,b,c]) substitui na expressdo expr as variaveis x,y,z por
a,b,c, respectivamente.

Comandos graficos do pacote GAAL.:

>> 1in(P,V) desenha a reta que passa por P com direcédo V.

>> 1in(P1,V1,P2,V2) desenha retas que passam por P1, P2, direcdes V1, V2.
>> plan(P,N) desenha o plano que passa por P com normal N.

>> plan(P1,N1,P2,N2) desenha planos que passam por P1, P2, normais N1, N2.
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4.1.21.

4.1.22.

4.1.23.

>> plan(P1,N1,P2,N2,P3,N3) desenha planos que passam por P1, P2 e P3 com normais
N1, N2 e N3.

>> poplan(P1,P2,N2) desenha ponto P1 e plano passando por P2 com normal N2.
>> poline(P1,P2,V2) desenha ponto P2 e reta passando por P2 com direcdo V2.

>> lineplan(P1,V1,P2,N2) desenha reta passando por P1 com direcdo V1 e plano pas-
sando por P2 com normal N2.

>> axiss reescala os eixos com a mesma escala.

>> rota faz uma rotagdo em torno do eixo z.

Digite no prompt demog22, (sem a virgula!). Esta funcdo demonstra as funcdes graficas para
visualizacdo de retas e planos.

Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicio Tedrico
Seja ax + by + ¢z + d = 0 a equacdo de um plano 7 com d # 0.

(2) Determine a intersecdo de m com 0s €ixo0s;

(b) Se P, = (p1,0,0), P, = (0,ps,0) e P; = (0,0, p3) sdo as intersecdes de 7 com 0s eixos,
a equacao de 7 pode ser posta sob a forma
T z
A A )
pP1r D2 D3
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4.2 Angulos e Distancias

4.2.1 Angulos

Angulo entre Retas

Com duas retas no espaco pode ocorrer um dos seguintes casos:
(a) As retas se interceptam em um ponto, ou seja, S&0 concorrentes;

(b) As retas sao paralelas (ou coincidentes);
(c) As retas sdo reversas, isto €, nao sao paralelas mas também nao se interceptam.

Se as retas se interceptam, entdo elas determinam quatro angulos, dois a dois opostos pelo
vértice. O angulo entre elas é definido como sendo o menor destes angulos.

Se as retas r; e 7o S80 reversas, entdo por um ponto P de r; passa um reta 5 que € paralela a
r9. O @ngulo entre 71 e 7 € definido como sendo o angulo entre 7, e r} (Figura 4.27).

Se as retas sdo paralelas o angulo entre elas é igual a zero.

Em qualquer dos casos, se V; e V; sdo vetores paralelos a r; e ry respectivamente, entdo o
cosseno do angulo entre elas é

cos(ry,rg) = | cosf|,

em que 6 é o angulo entre V; e V5.
Lembrando que da definicao de produto escalar (Definicdo 3.1 na pagina 184), podemos encontrar
o cosseno do angulo entre dois vetores, ou seja,

Vi-Vs

cosf) = ——-—— .
[[VA[[ [ Val]
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r2

)%}

P W y

T1

Figura 4.27: O Angulo entre duas retas reversas 7, € 7
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Isto prova o resultado seguinte.

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



276 Retas e Planos

Proposicao 4.2. Sejam duas retas

r = :v1~|—ta1 r = £U2+ta2
Ty y = yt+th ro Yo +tby paratodot € R.
z 21 +ta z = zy+tey

<
I

O cosseno do angulo entre r; e 5 é

Vi - Vs

cos(ry,m9) = | cos | = —Hle AR

em que ‘/1 - (CLl,bl,Cl) € ‘/2 - (a27b2702)-

Exemplo 4.9. Encontrar o angulo entre a reta

{x+y—z+1:0
o y

2r — + =z =0
e areta
rx = 2t
Ty y = 1—t paratodot € R.
z = 243t
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Vamos encontrar vetores paralelos a estas retas. A reta r; € dada como a intersecdo de pois
planos, portanto o produto vetorial dos vetores normais dos dois planos é paralelo a ;.

N =(1,1,-1),
N2 = (27_1a1>a

1 -1 1 -1 1 1
P (o B R L P S |

é paraleloar; e Vo = (2, —1, 3) é paralelo a 5. Assim,

il 10-2 4 (=3)(=1) + (—3) - 3]
cos(ry,rg) = —

VAl [ V2]l \/O2+(—3)2—{—(—3)2.\/22+(_1)2+32
I

VIS -V14 VT

Portanto, o angulo entre r; e 5 €
1
arccos (—) ~ 67°.
(ﬁ)

Angulo entre Planos

Sejam 7; e m, dois planos com vetores normais Ny = (ay,b1,c¢1) € Ny = (a9, b, c2), respecti-
vamente. O angulo entre m; e m € definido como o angulo entre duas retas perpendiculares a eles.
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Como toda reta perpendicular a 7m; tem N; como vetor diretor e toda reta perpendicular a w5 tem Ny
como vetor diretor, entdo o cosseno do angulo entre eles é dado por

cos(my, my) = | cos b,

em gue # é o angulo entre os vetores normais N; e N, de m; e 7, respectivamente (Figura 4.28).

Ni - N.
Portanto, o cosseno do angulo entre 7; € my € cos(my, ) = H|N1H—HN2’H O que prova o resultado
1 2

seguinte.

Proposicao 4.3. Sejam dois planos

™ arx+byt+cz+d, =0,
Ty @ Ao +byy+coz+dy =0.
O cosseno do angulo entre 7 e 5 €

|N1 - Ny
[[NY|| | V2|

cos(my, mp) =

em que Ny = (a, b1, c1) € Ny = (ag, by, c2) S80 0s vetores normais de 7; e 7o, respectivamente.

Dois planos m; e my ou séo paralelos ou se cortam segundo um reta. Eles sdo paralelos se, e
somente se, 0s vetores normais de m; e 7y, sdo paralelos, ou seja, um vetor € um mdltiplo escalar do
outro. Assim, 7 e my sdo paralelos se, e somente se, 0 angulo entre eles é igual a zero.
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Figura 4.28: Angulo entre dois planos

Reginaldo J. Santos
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Exemplo 4.10. Determinar o angulo entre os planos cujas equacdes sao
m: v+y+z =0,
M x—y—z2 =0.

Os vetores normais a estes planos séo os vetores cujas componentes sdo os coeficientes de x, y
e z nas equacdes dos planos, ou seja,

Ny =(1,1,1)e Ny = (1,—-1,-1).
Assim, o cosseno do angulo entre m; € 5 €

| N1 - No| 1 1
cos(my, ) =

TN VBB 3

Portanto, o angulo entre eles é

1
arccos <§) ~ T70°.

4.2.2 Distancias
Distancia de Um Ponto a Um Plano

Sejam Py = (o, Yo, 20) um ponto qualquer e 7 : ax + by + ¢z + d = 0 um plano. A distancia de
P, a 7w & definida como sendo a distancia de F;, até o ponto de 7 mais proximo de F,.

Dado um ponto P; = (z1,¥1, 21) de m, podemos decompor o vetor P, P, em duas parcelas, uma
na direcdo do vetor normal de m, N = (a, b, ¢) e outra perpendicular a ele. A componente na diregéo
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—

do vetor N é a projecao ortogonal de P, Py em N. Como vemos na Figura 4.29, a distancia de F, a
7 € igual a norma da projecao, ou seja,

dist(Py, m) = ||projy PiFy |-
Mas, pela Proposicao 3.4 na pagina 194, temos que

. 7 PTPO'N ’P§0'N|
lIprojy Prbo [ =1 e | V| = v
" V]2 V1]

O que prova o resultado seguinte.

Proposicéo 4.4. Sejam Py = (¢, Yo, 20) Um ponto qualquer e 7 : ax + by + ¢z + d = 0 um plano.
A distancia de F, a m € dada por

, —— PPy -N
dist(Py, m) = ||projy PPy || = %,

emque N = (a,b,c) e P, = (x1,y1,21) € um ponto de 7 (isto €, um ponto que satisfaz a equacgéo
de ).
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Py = (20,0, 20)

Figura 4.29: Distancia de um ponto Py = (xg, Yo, 20) @ um plano 7
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Exemplo 4.11. Calcular a distancia entre o ponto P, = (1,2, 3) ao plano
mix—2y+z—1=0.

Fazendo z = 0 e y = 0 na equagéo de 7, obtemos = = 1. Assim, o ponto P, = (1,0, 0) pertence
arm. .
PP=(1-1,2-0,3-0)=1(0,2,3)

e
N:(l,—Z,l).
Assim,
| PP N| 0-1+2(-2)+3-1] |-1 1

dist(Py, m) = ||projy PRy || =

NI Ve VB VB

Distancia de Um Ponto a Uma Reta

Sejam Py = (¢, Yo, 20) um ponto qualquer e r uma reta. A distancia de P, a r é definida como a
disténcia de F, ao ponto de r mais proximo de F.

—

Dado um ponto qualquer P; = (z1,y1, z1) de r podemos decompor o vetor P, P, em duas parce-
las, uma na direcdo do vetor diretor V' de r e outra perpendicular a ele. A componente na dire¢cao do

—

vetor V' é a projecéo ortogonal de P, F;, em V. Como vemos na Figura 4.30,

(dist(Py,7))* + ||projy, PiPy ||> = || PPy ||?,
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ou seja,
(dist(Py, 7))* = || PRy |* = |lprojy PPy [*. (4.10)

Mas, pela Proposicao 3.4 na pagina 194, temos que

—_— 2 —_—
. — PRV (PP -V)?
lprojy PPy P = ||| =5 | V|| = g
v V|2 V]2

Substituindo esta expressao em (4.10) e usando a definicdo do produto escalar na pagina 184 e da
norma do produto vetorial na pagina 195 obtemos

(PR V)2 | AR [PIVIE = (P V)2

. 2 2
(dist(Fo,m)" = [ AR 1" = —prm— = V12
| PPy [PV = [ PPy [PV cos 6
= VI
| PPy [PIVIPsen?d || PP <V
V]2 hals

Isto prova o resultado seguinte.

Proposicéo 4.5. Sejam Py = (o, Yo, z0) Um ponto qualquer e

r = x1+ta
ro Yy = y;+tb paratodot € R
z = z1+tc
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Po = (20,90, 20)

Cdist(Po,r)

Py = (x1,y1,21) projy P1Py 7 V = (a,b,c)

Figura 4.30: Distancia de um ponto Py = (xo, o, 20) @ umareta r
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uma reta. A distancia de P, a r € dada por

PPy xV
dist(Py, 7) = W

emque V = (a, b, c) &€ um vetor diretor e P; = (x1, 41, z1) € um ponto da reta r.
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Exemplo 4.12. Calcular a distancia do ponto Py = (1, —1,2) areta

r = 142t
ro y = —t paratodot € R.
z = 2-—3t

Um vetor diretor daretar é V = (2,—1,—3) eum ponto de r € P, = (1,0, 2). Assim,
PPy=(1-1,-1-0,2-2)=(0,-1,0),

P}D xV = (3a072)7
| PPy xV|| =13 e ||V]|| = V14.

Portanto,
. | PPy x V|| 13
dist(Py,r) = -2 20— [ 2
hal 14

Distancia entre Dois Planos

Sejam dois planos 7, e m, quaisquer. A distancia entre 7, e 7, € definida como a menor distancia
entre dois pontos, um de 7, e outro de .

Se 0s seus vetores normais nao sao paralelos, entdo os planos sao concorrentes e neste caso a
disténcia entre eles é igual a zero. Se 0s seus vetores normais sao paralelos, entdo os planos sédo
paralelos (ou coincidentes) e a distancia entre m, e m, € igual a distancia entre um ponto de um deles,
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Figura 4.31: Distancia entre dois planos
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por exemplo P, de m,, € 0 ponto de 71, mais proximo de P, (Figura 4.31). Mas, esta distancia é igual
a distancia de P, a ;. Vamos ver isto em um exemplo.

Exemplo 4.13. Osplanos 7 : v +2y—22—3=0em: 20+ 4y — 4z — 7 = ( séo paralelos, pois
os seus vetores normais N; = (1,2, —2) e Ny = (2,4, —4) séo paralelos (um é multiplo escalar do
outro). Vamos encontrar a distancia entre eles.

Vamos encontrar dois pontos quaisquer de cada um deles. Fazendo z = 0 e y = 0 em ambas
as equacdes obtemos z; = 3 e xy = 7/2. Assim, P, = (3,0,0) pertence am e P, = (7/2,0,0)
pertence a m,. Portanto, pela Proposicao 4.4 temos que

o PPN
dist(m,me) = dist(m, ) = ||[projy, PP || = W
1
_ 1(7/2-3,0-0,0-0)- (1,2,=2)] [(1/2)-1+0-240(=2)] 1
V12422 + (—2)2 V9 6

Distancia entre Duas Retas

Sejam r; e ry duas retas quaisquer. A distancia entre r; e 5 & definida como a menor distancia
entre dois pontos, um de r; e outro de 7.
Para calcular a distancia entre duas retas, vamos dividir em dois casos:
(a) Se os vetores diretores sao paralelos, entdo as retas r; e o sdo paralelas (ou coincidentes).
Neste caso, a distancia entre elas € igual a distancia entre um ponto de r, e a reta ry, ou vice-
versa, entre um ponto de r; e a reta o (Figura 4.32). Assim, pela Proposicao 4.5 na pagina
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(b)

284, temos que
PP, %V
diSt(?"l,TQ) = diSt(Pl,Tg) = W s
2

em que P, e P, sdo pontos de r; e 7, e V; e V5 sd@o vetores diretores de r, e ry, respectiva-
mente.

(4.11)

Se os vetores diretores nao sao paralelos, entdo elas séo reversas ou concorrentes. Os dois
casos podem ser resolvidos da mesma forma. Estas retas definem dois planos paralelos (que
podem ser coincidentes, no caso em que elas sdo concorrentes). Um é o plano que contém
r1 € é paralelo a r5, vamos chama-lo de ;. O outro, contém r, e é paralelo a rq, my. O vetor
N =V, x V5, & normal (ou perpendicular) a ambos os planos, em que V; e V5 séo os vetores
diretores de r; e ry respectivamente. Assim, a distancia entre as retas € igual a distancia entre
estes dois planos (Figura 4.33), ou seja,

, , , PPy -N| | PPy (Vi x Vi
dist(ry,1m9) = dist(my, my) = dist(my, P) = | |1|]\§|| | = | 1||§/ (><1V|| 2)l (4.12)
1 XV

em que P, e P, sao pontos de r; e 7y e V; e V5, sdo vetores diretores de r; e ry, respectiva-
mente. Observe gque se as retas sao concorrentes a distancia entre elas € zero, pois os vetores

— —_—

Py P, Vi e V; séo coplanares e P P, - (V; x V3) = 0 (Corolario 3.9 na pagina 212).

Exemplo 4.14. Vamos determinar a distancia entre as retas

r—1 y+1 =z2-2
4 -2 -6

T
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e
r = 142t
ro ! y = —t paratodot € R.
z = 2-—3t

As retas sdo paralelas, pois seus vetores diretores V; = (4, —2, —6) e Vo = (2, —1, —3) (Exemplo
4.5 na pagina 258) sao paralelos (um & um mdltiplo escalar do outro, ou ainda as componentes
correspondentes sé@o proporcionais). Além disso, o ponto P, = (1, —1,2) pertence a reta ;. Como
dissemos acima, a distancia de r, a 5 € igual a distancia entre um ponto de r, e a reta r; (Figura
4.32). Assim, pela Proposicao 4.5 na pagina 284, temos que

PP, xVi 13
diSt(’f’l,TQ) = diSt(Pl,T’2> = W — ﬁ .
2

As contas sao as mesmas do Exemplo 4.12 na pagina 287.

Exemplo 4.15. Determinar a distéancia entre as retas

r+1 y—1
18 = =z.
3 2
e
r =t
ro : y = 2t para qualquer t € R.
z = 1—1t

As retas r; e ry sdo paralelas aos vetores V; = (3,2,1) e Vo, = (1,2, —1) e passam pelos pontos
P =(-1,1,0) e P, = (0,0, 1), respectivamente. As retas ndo séo paralelas, pois seus vetores
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diretores nao sao paralelos (observe que a 1% componente de V; é 3 vezes a 1? componente de V5,
mas as 2%'s componentes sao iguais). Logo,

PiP=(0—(-1),0—-1,1-0)=(1,-1,1).
Um vetor perpendicular a ambas as retas €
N =V xVy=(-4,4,4).

Este vetor & normal aos planos 7; (que contém r; e & paralelo a r;3) e 5 (que contém r, e é paralelo
ary) (veja a Figura 4.33). Assim,

PP, -N

diSt(T17T2> = diSt(ﬂ'l,ﬂ'Q) = diSt(ﬂ'l,P2> = %
1(—4) + (—=1)-4+1-4| B | — 4] _L
V(—4)2 + 42 4 42 43 V3
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2 Py
:’-\
-
-
4
-&
~—
2
z
o

P jv. PPy Vi
™ 1 /Projy, I1l2 -

Figura 4.32:

Distancia entre duas retas paralelas
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Figura 4.33: Distancia entre duas retas reversas
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4.2.1.

4.2.2.

4.2.3.

4.2.4.

4.2.5.

4.2.6.

4.2.7.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 564)

Considere os vetores V = i + 37 + 2%k, W = 2 — j + kelU=1i— 27. Seja 7 um plano paralelo
aos vetores W e U e r uma reta perpendicular ao plano 7. Ache a projecao ortogonal do vetor
V' sobre a reta r, ou seja, a projecéo ortogonal de 1V sobre o vetor diretor da reta 7.

Encontrar o angulo entre o plano 2x —y + z = 0 e o plano que passa pelo ponto P = (1,2, 3)
e é perpendicular ao vetor i— 2] + k.

Seja 7 0 plano que passa pelos pontos A = (1,1,1), B = (1,0,1), C = (1,1,0) e m, 0 plano
que passa pelos pontos P = (0,0,1) e @ = (0,0,0) e é paralelo ao vetor i + j. Ache o &ngulo
entre m; e mo.

Ache todas as retas que passam pelo ponto (1, —2, 3) e que formam angulos de 45° e 60° com
0S eixos X e y respectivamente.

Obtenha os vértices B e C' do triangulo equilatero ABC, sendo A = (1, 1,0) e sabendo que o
lado BC' esta contido naretar : (z,y,z) = t(0,1,—1). (Sugestdo: Determine os pontos P,

da reta r tais que P, A faz angulo de 60° e 120° com o vetor diretor da reta r)

Seja 7 o plano que passa pela origem e é perpendicular a reta que une os pontos A = (1,0, 0)
e B =(0,1,0). Encontre a distancia do ponto C' = (1,0, 1) ao plano 7.

Seja r; a reta que passa pelos pontos A = (1,0,0) e B = (0,2,0), e 5 areta

x—2:y—_3:z_4.
2 3
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4.2.8.

4.2.9.

4.2.10.

4.2.11.

4.2.12.

4.2.13.

(a) Encontre as equacdes da reta perpendicular as retas r; e ro;

(b) Calcule a distancia entre 1 e .

Dados A = (0,2,1),r: X = (0,2, —2) +t(1,—1,2), ache os pontos de r que distam /3 de
A. A distancia do ponto A a reta r € maior, menor ou igual a v/3? Por que?

Dadaaretar : X = (1,0,0)+¢(1,1,1) e os pontos A = (1,1,1) e B = (0,0,1), ache o
ponto de r equidistante de A e B.

Encontre a equacdo do lugar geométrico dos pontos equidistantes de A = (1,—1,2) e B =
(4,3, 1). Este plano passa pelo ponto médio de AB? Ele é perpendicular ao segmento AB?

Ache as equacgdes dos planos que séo perpendiculares ao vetor (2,2,2) e que distam V/3 do
ponto (1,1,1).

Determine os planos que contém a reta

_ r — 2y + 22 =0
" 3r — by + 7z = 0

e formam com o plano 7; : @ + 2z = 0 um angulo de 60°.
(a) Verifiqgue que aretar: (x,y,z) = (1,0,1) +¢(1,—1,0) é paralela ao plano
m: x+y+2z2z=0.

(b) Calcule a distancia de r a 7.

(c) Existem retas contidas no plano 7, que sao reversas a reta r e distam 2 desta?
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4.2.14. (a) Determine a equagéo do plano 7 que passa por A = (10/3,1,—-1), B = (1,9/2,—1) e
C = (1,-1,5/6).
(b) Determine a equacéo do plano 7 que passapor D = (—1,4,—1), E = (3/2,—1,10) e
€ paralelo ao eixo z.

(c) Escreva equacOes paramétricas para a reta r interse¢ao dos planos m; e 7.

(d) Faca um esbocgo dos planos 71, 9 € da reta r no primeiro octante.

(e) Qual o angulo entre os planos m; € my?

(f) Qual o ponto P de 7 que esta mais proximo da origem? (Sugestdo: este ponto é tal que
O—IS € ortogonal ao plano 7.)

(g) Qual a area do triangulo ABC'?

Exercicios usando o MATLAB®

4.2.15. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios TeoOricos

4.2.16. Prove que o lugar geométrico dos pontos do espago que equidistam de dois pontos distintos
A = (x1,y1,21) € B = (22, Y2, 22) € um plano que passa pelo ponto médio do segmento AB e
é perpendicular a ele. Esse plano € chamado plano mediador do segmento AB.

4.2.17. Mostre que a distancia de um ponto Py = (o, %o, 20) aumplano 7 : az +by+cz+d=0¢&

B |a$0 + byo + czo + d|

diSt(Po,ﬂ'> = \/m
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4.2.18.

4.2.19.

4.2.20.

4.2.21.

Mostre que a distancia entre dois planos paralelos 771 : ax+by+cz+dy =0emy : ar+ by +
cz+dy =068
|ds — da|

VETREt e

Mostre que a distancia entre duas retas ndo paralelas ry : (z,y, 2) = (x1+tay, y1+tby, z1+tcy)
ery: (r,y,2) = (xg + tag, ys + thy, 2o + tcy) €

diSt(?Tl, 7T2) =

To—T1 Y2—Y1 22— 21
det aq b c
a2 by Co

(o o) (o o ]) s (s 2 ])

O angulo entre uma reta r que tem vetor diretor V' = (a,, b,, ¢,) € um plano = que tem vetor
normal N = (a,, b,, c,) é definido pelo complementar do angulo entre uma reta perpendicular
ao plano 7 e a reta r. Mostre que

NIV

A distancia entre uma reta r que passa por um ponto Py = (xo, %o, 20) € tem vetor diretor
V = (ay,b,,c.) eumplano 7 : a,x + byy + ¢,z + d, = 0 é definida como a menor distancia
entre dois pontos um de r e outro de m. Se o vetor diretor da reta r, V' = (a,, b, ), ndo é
ortogonal ao vetor normal do plano 7, N = (a, br, ¢ ), entdo a reta e o plano séo concorrentes
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Figura 4.34: Reta e plano concorrentes
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e a distancia entre eles € igual a zero, caso contrario a distancia € igual a distancia de uma ponto
da reta r ao plano w. Mostre que

lazxo + bxyo + cr2o + dxl

= — , seV-N=0
dist(r, m) = Vot
0, caso contrario
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Figura 4.35: Reta e plano paralelos
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Teste do Capitulo

=

. Ache os pontos do plano 7 : y = = que equidistam dos pontos A = (1,1,0) e B = (0,1, 1).

2. Determine m,n € R para que areta (z,y, z) = (n,2,0) + t(2, m, m) esteja contida no plano
mix—3y+z=1

3. (a) Encontre a equacdo do plano m que passa pelos pontos A = (0,0,—1), B = (0,1,0) e
C=(1,0,1).
(b) Encontre a distancia da origem ao plano 7.
4. (a) Mostre que os planos x —y = 0 e y — 2z = 1 se interceptam segundo uma reta r.

(b) Ache a equagdo do plano que passa pelo ponto A = (1,0, —1) e é perpendicular a reta r.
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Capitulo 5

Espacos R"

5.1 Independéncia Linear

Ja vimos que os vetores no plano sao identificados com pares ordenados de nimeros reais e
gue vetores no espaco séo identificados com ternos ordenados de nameros reais. Muito do que
estudamos sobre vetores no plano e no espaco pode ser estendido para n-Uplas de nimeros reais,
em que n pode ser um nimero inteiro positivo.

5.1.1 Os Espacos R"

303
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Definicao 5.1. Para cada inteiro positivo n, o espaco (vetorial) R" é definido pelo conjunto de todas
as n-Oplas ordenadas X = (x1, ..., z,) de nimeros reais.

O conjunto R! & simplesmente o conjunto dos nimeros reais. O conjunto R? é o conjunto dos
pares de nimeros reais e o R? & o conjunto dos ternos de nimeros reais.

No R3 o terno de nimeros (x1, z2, x3) pode ser interpretado geometricamente de duas maneiras:
pode ser visto como um ponto, neste caso xi, T2 € x3 Sao as coordenadas do ponto (Figura 5.1),
ou como um vetor, neste caso x;, T2 € r3 Sdo as componentes do vetor (Figura 5.2). Também
no R™ uma n-Gpla pode ser pensada como um vetor ou como um ponto. Por exemplo, a quintlpla
X = (1,-2,3,5,4) pode ser pensada como um ponto no R, quando consideramos X como um
elemento do conjunto R?, ou como um vetor do R®, quando fazemos operacdes com X, como as que
iremos definir adiante. Vamos chamar os elementos do R™ de pontos ou de vetores dependendo da
situacao.

Dois vetores V' = (vq,...,v,) € W = (wy,...,w,) no R" sdo considerados iguais se
v = wi,...,U, = wW,. As operacdes de soma de vetores e multiplicacdo de vetor por escalar
no R" séo definidas de maneira analoga ao que fizemos no plano e no espaco.

Definicdo 5.2.  (a) Asomade doisvetores V' = (vy,...,v,) e W = (wy,...,w,) do R™ é definida
por
V+W=(v+wy,...,0n0+wy); (5.1)
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Figura 5.1: Coordenadas (x, v, 2) Figura 5.2: Componentes (x, v, z)
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(b) A multiplicacdo de um vetor V' = (v, ..., v,) do R"™ por um escalar « é definida por
aV =(avy,...,av,). (5.2)
O vetor nulo do R™ é denotado por 0 e é definido por 0 = (0,...,0). Se V = (vy,...,v,) €um
vetor do R™, entédo o simétrico de V' é denotado por —V e é definido por —V = (—vy,..., —v,). A

diferenca de dois vetores no R" é definida por V— W =V + (=W). Se V e IV séo vetores do R"
tais que W = oV, para algum escalar «, entdo dizemos que W € um multiplo escalar de V.

Um vetor V' = (vy,...,v,) do R" pode também ser escrito na notagédo matricial como uma matriz
linha ou como uma matriz coluna:

U1
V= : ou V:[Ul vn}.

Un

Estas notacdes podem ser justificadas pelo fato de que as operacdes matriciais

U1 w1 V1 + wy U1 vy
V+W= o+ : = : , aV=a]| : =
Un Wn, Up, + Wy, Un Qv
ou
V—i—W:[vl vn]+[w1 wn]:[vl—i-wl vn—i-wn},
OzV:a[vl vn}:[avl own]
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produzem os mesmos resultados que as operacdes vetoriais
V+W= (017'--7vn)+(w17'--7wn) = <U1+w17'--7vn+wn>

aV = a(v,...,v,) = (vy,...,av,).
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No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e
multiplicacdo de vetores por escalar no R".

Teorema5.1. Sejam U = (uq,...,uy,), V = (v1,...,v,) e W = (wy,...,w,) vetoresdo R" e a e
(3 escalares. Sao validas as seguintes propriedades:

@ U+V=V+U, (e) a(BU) = (aB)U;

b) (U+V)+W=U+(V+W) ) (U +V)=alU +aV;

© U+0=U; ) (a+ B)U = aU + BU;

d) U+ (-U)=0; (hy 1U =U.

Demonstracdo. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pagina
10). |

O conceito de vetores pode ser generalizado ainda mais. Um conjunto ndo vazio onde estao
definidas as operagfes de soma e multiplicacdo por escalar € chamado espaco vetorial se satisfaz
as oito propriedades do Teorema 5.1 (ver por exemplo [31]).

5.1.2 Combinacao Linear

Uma combinacéo linear de vetores Vi, ..., Vi, & simplesmente uma soma de multiplos escalares
de ‘/1, ceey Vi.
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Definicao 5.3. Um vetor V' € uma combinacao linear dos vetores V7, ..., Vy, se existem escalares
x1,..., T, que satisfazem a equacao
s Vi+axVot. .. +a, V=V (5.3)

ou seja, se a equacao vetorial (5.3) possui solugdo. Neste caso, dizemos também que V' pode ser
escrito como uma combinagéo linear de Vi, ..., V;.

Se k = 1, entdo a equacao (5.3) se reduz a =1V, = V, ou seja, V &€ uma combinacéo linear de
Vi se, e somente se, IV € um mdltiplo escalar de V.

Exemplo 5.1. Sejam V; = (1,0,0) e Vo = (1,1,0), vetores de R3. O vetor V = (2, 3,2) néo & uma
combinacao linear de V; e V5, pois a equacgéo

zl‘/i + 3:2‘/2 = V> (54)
gue pode ser escrita como

21(1,0,0) + 22(1,1,0) = (2,3,2),
ou ainda,
($1 + T2, Ta, 0) = (27 37 2)7
€ equivalente ao sistema
Ty + Ty = 2

To =

0 = 2

w

gue nao possui solucéo.
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Vi = (1,0,0)

Figura 5.3: O vetor VV ndo & combinacao
linear de V; e V,

Vi =(1,0,0)

vV =(2,3,0)

Figura 5.4: O vetor V' & combinacao linear

deViel,
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Exemplo 5.2. O vetor V' = (2,3,0) é uma combinagéo linear de V; = (1,0,0) e V5 = (1,1, 0), pois
a equacao
oVi+zVo=V (5.5)
ou
(L’l(l, 07 0) + IQ(l, ]., O) = (2, 3, 0)
ou ainda,
(‘7:1 + T, T2, 0) = (27 37 0)7

€ equivalente ao sistema

Ty + X9 = 2
Ty = 3
0 =0
que possui solucéo.
Exemplo 5.3. O vetor nulo 0 & sempre combinac&o linear de quaisquer vetores V1, . .., Vj, pois
0=0V, +... +0V,.

Exemplo 5.4. Todo vetor V = (a, b, ¢) do R? & uma combinagao linear de
i=(1,0,0), 7=1(0,1,0) e k=(0,0,1).

Pois,
(a,b,¢) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1) = ai + bj + ck.
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Y
S

& <
.!I
£
Rl :
o

Figura 5.5: (a,b,c) = ai+bj + ck
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Para verificarmos se um vetor B é combinagdo linear de um conjunto de vetores {Ay,..., A4,},
escrevemos a equacao vetorial

1AL+ 104+ ...+2,A, =B, (5.6)
e verificamos se ela tem solucdo. Se A;, ..., A, sdo vetores do R™, a equacao (5.6), pode ser escrita
como
ai A1n by
T : + ...+, : =
A Amn b

gue é equivalente ao sistema linear

AX =B,
em que as colunas de A sdo os vetores A; escritos como matrizes colunas, ou seja, A = [A4; ... A,)]
L1
e X = . | . Isto prova o seguinte resultado.
xn

Proposicdo 5.2. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. O vetor B é combinacao linear
das colunas de A se, e somente se, o sistema AX = B tem solucéo.
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5.1.3 Independéncia Linear

Definicdo 5.4. Dizemos que um conjunto 8 = {V4, ...,V } de vetores é linearmente independente
(L.1.) se a equacéo vetorial
eVi+axVot+ ... +x,Vie=0 (5.7)

s0 possui a solugdo trivial, ou seja, se a Unica forma de escrever o vetor nulo como combinacgao linear
dos vetores V1, ..., V. € aquela em que todos os escalares sao iguais a zero. Caso contrario, isto &,
se (5.7) possui solucdo nao trivial, dizemos que o conjunto § € linearmente dependente (L.D.).

Exemplo 5.5. Um conjunto finito de vetores de R™ que contém o vetor nulo & L.D., pois se
{Vi,...,Vi} étalque V; = 0, para algum j, entdo OV, +... +0V,;_; + 1V; 4+ 0Vj41 + ...+ 0V} = 0.

Exemplo 5.6. Um conjunto formado por um Gnico vetor, {V1}, ndo nulo & L.I., pois z;V; = 0 é
equivalente a z; = 0 ou V; = 0. Mas, V; # 0; portanto z; = 0.

Exemplo 5.7. Se {V4,...,Vi} € um conjunto de vetores L.D., entdo qualquer conjunto finito de veto-
res que contenha Vi, ..., V, & também L.D., pois a equagao

ey Vi+ . 4+ Ve +0W +...+0W,, =0

admite solucdo ndo trivial.
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Exemplo 5.8. Um conjunto formado por dois vetores, {V;,V,} é L.D. se, e somente se, a equacdo
21 Vi + x5V5 = 0 possui solugéo nao trivial. Mas se isto acontece, entdo um dos escalares z, ou
pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo V| = (—xy/x1)Va e se zy # 0, entdo Vo = (—z1/29) V).
Ou seja, se {V4, V4} € L.D., entdo um dos vetores & maltiplo escalar do outro.

Reciprocamente, se um vetor & multiplo escalar do outro, digamos se V; = al5, entdo 1 V) —
aV, = 0 e assim eles s&o L.D. Portanto, podemos dizer que dois vetores sdo L.D. se, e somente se,
um €& um multiplo escalar do outro.

Por exemplo, o conjunto 8 = {V;, 5}, emque V; = (1,0,1) e V5, = (0,1, 1), & L.I., pois um vetor
nao é maltiplo escalar do outro.

Exemplo 5.9. Um conjunto formado por trés vetores, {V;, V2, V3} € L.D. se, e somente se, a equacdo
21 Vi 4 x5V 4 23V3 = 0 possui solugdo n&o trivial. Mas se isto acontece, entdo um dos escalares x;
ou x5 ou z3 pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo V; = (—xy/x1)Va + (—x3/x1) V3, oU seja,
o vetor V; é combinagdo linear de V5 e V3. De forma semelhante, se x5 # 0, entdo V5 € combinacédo
linear de V; e V5 e se x3 # 0, entdo V3 é combinacgdo linear de V; e V5. Assim, se trés vetores V7,
V5 e V3 do R” sdo L.D., entdo um deles € uma combinagao linear dos outros dois, ou seja, em deles
& uma soma de mdltiplos escalares dos outros dois. No R? temos que se trés vetores ndo nulos s&o
L.D., entdo ou os trés sao paralelos (Figura 5.8), ou dois deles sao paralelos (Figura 5.9) ou os trés
sdo coplanares, isto &, sao paralelos a um mesmo plano (Figura 5.10).

Reciprocamente, se um vetor € uma combinacgao linear dos outros dois, digamos se V; = al; +
BVs, entdo 1V, —aV, — V5 = 0 e assim eles s&o L.D. Portanto, podemos dizer que trés vetores s&o
L.D. se, e somente se, um deles & uma combinagcao linear dos outros dois. No R3, se trés vetores s&o
L.l., entdo eles nao sao coplanares (Figura 5.11).
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z z
) )
Va
4
Vi
Vi /
X y X y
Figura 5.6: Dois vetores linearmente depen- Figura 5.7: Dois vetores linearmente inde-
dentes pendentes
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Figura 5.8: Trés vetores linearmente depen- Figura 5.9: Trés vetores linearmente depen-
dentes (paralelos) dentes (dois paralelos)
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Figura 5.10: Trés vetores linearmente de- Figura 5.11: Trés vetores linearmente inde-
pendentes (coplanares) pendentes
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Exemplo 5.10. Vamos mostrar que os vetores £y = (1,0,...,0), Ey = (0,1,0,...,0), ..., E, =
(0,...,0,1) sdo L.I. em particular os vetores i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1) sdo L.I. A
equacao

pode ser escrita como

21(1,0,...,0) + ...+ 2,(0,...,0,1) = (0,...,0).

Logo, (x1,...,x,) = (0,...,0), que é equivalente ao sistema
z1=0, ..., 2,=0.
Para descobrir se um conjunto de vetores {A;,..., A,} é L.l. precisamos saber se a equacéo

vetorial

$1A1 + $2A2 + ...+ l’nAn =0 (5.8)
tem somente a solucdo trivial. Se A4,..., A, sdo vetores do R™, a equacao (5.8), pode ser escrita
como

ai A1n 0

T : +...+tx, : =
Qm1 Amn 0

que é equivalente ao sistema linear homogéneo AX = 0, em que as colunas de A s&o os vetores
T

A; escritos como matrizes colunas, ou seja, A = [A;... A,]e X = : |. Isto prova o seguinte
Tn

resultado.
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Proposicdo 5.3. Seja A uma matriz m X n.

(a) As colunas de A séo linearmente independentes se, e somente se, o sistema AX = 0 tem
somente a solucao trivial.

(b) Se m = n, entdo as colunas de A sdo linearmente independentes se, e somente se,

det(A) # 0.
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Trés ou mais vetores no R?, assim como quatro ou mais vetores no R? e mais de n vetores no R"
sdo sempre L.D. Pois, nestes casos, o problema de verificar se eles sdo ou ndo L.I. leva a um sistema
linear homogéneo com mais incognitas do que equacgdes, que pelo Teorema 1.6 na pagina 52 tem
sempre solucdo nao trivial.

Corolario 5.4. Em R™ um conjunto com mais de n vetores é L.D.

Exemplo 5.11. Considere os vetores V; = (1,0,1), Vo = (0,1,1) e V3 = (1,1,1) de R3. Para
sabermos se eles séo L.I. ou L.D. escrevemos a equacgao

11 Vh 4 2oV + a3V = 0.

Esta equacéo vetorial & equivalente ao sistema linear AX = 0, em que

A=V 1 V3] =

—_ O =
[ )

1
1
1
Escalonando a matriz [ A | 0] podemos obter a sua forma escalonada reduzida

0
0
1\

1
[R[0]=| 0
0

S = O
o O O
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Concluimos, ent&o que o sistema A X = 0 possui somente a solucdo trivial z; = 2o = x5 = 0.
Portanto os vetores V;, V5 e V3 sdo LI

Exemplo 5.12. Sejam V; = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1,—1,—1) vetores do R?. Para
sabermos se eles séo L.I. ou L.D. escrevemos a equacao

Vi + 29V + x3V3 = 0. (5.9)
Esta equaco vetorial & equivalente ao sistema linear AX = 0, em que
1 7 1
A=WV, Vi]=1]2 -1 -1
5 o5 —1

A matriz [ A| 0] é equivalente por linhas & matriz escalonada reduzida

10 —2/5:0
[R]O]=1]0 1 1/5:0]. (5.10)
0 0 0:0

Assim a variavel 3 pode ser uma variavel livre que pode, portanto, assumir qualquer valor. Con-
cluimos que o sistema A X = 0 e a equacao vetorial (5.9) tém solugdo nao trivial. Portanto, V1, V5 e
V5 séo L.D.

A expressao “linearmente dependente” sugere que os vetores dependem uns dos outros em algum
sentido. O teorema seguinte mostra que este realmente € o caso.
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Teorema 5.5. Um conjunto S={V1, ..., Vi} (k > 1) de vetores é linearmente dependente (L.D.) se,
e somente se, pelo menos um dos vetores, V;, for combinacé&o linear dos outros vetores de 8.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstragcdo em duas partes:

(a) Se V; é uma combinacéo linear dos demais vetores do conjunto 8, isto &, se existem escalares
Q. Q1 Oy, - - ., (g TalS que

alVi+...+a; 1 Vig+aaVig+...+apVp =V,
entdo somando-se —V/; a ambos os membros ficamos com
atVi+...+a; Vi —Vi+aj Vi +...+ )V, =0. (5.11)

Isto implica que a equagdo x,V; + ...+ 2V}, = 0 admite solucéo nao trivial, pois o coeficiente
de V; em (5.11) & —1. Portanto, 8 & L.D.

(b) Se S é L.D., entdo a equacao
o Vi+axVo+ ...+ a2,V =0 (5.12)

admite solugéo néo trivial, o que significa que pelo menos um z; é diferente de zero. Entéo,
multiplicando-se a equagéo (5.12) por 1/z; e subtraindo-se (7*)V; + ... 4 (2£)V; obtemos
J J

G () () i (22 v ()
Lj Lj Lj Lj

Portanto, um vetor V; & combinagéo linear dos outros vetores de 8. |
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Observacao. Na demonstracdo da segunda parte, vemos que 0 vetor, cujo escalar na combinacao
linear, puder ser diferente de zero, pode ser escrito como combinacao linear dos outros.

Exemplo 5.13. Sejam V; = (1,2,5), Vo, = (7,—1,5) e V3 = (1,—1,—1) vetores do R3. Vamos
escrever um dos vetores como combinacéo linear dos outros dois. Vimos no Exemplo 5.12 que estes
vetores sao L.D. De (5.10) segue-se que

21 Vi + xoVa + x3V3 =0

se, e somente se, 1 = (2/5)a, z2 = —(1/5)a e 3 = «, paratodo o € R. Substituindo-se os
valores de x1, x5 € 3 na equacao acima, ficamos com

(2/5)aVy — (1/5)aVy + aVy = 0
Tomando-se o« = 1, obtemos
(2/5)Vi = (1/5)Va+ V3 =0

multiplicando-se por —5 e somando-se 2V, + 5V3, temos que V5, = 2V; + 5V3. Observe que, neste
exemplo, qualquer dos vetores pode ser escrito como combinagao linear dos outros. O proximo exem-
plo mostra que isto nem sempre acontece.

Exemplo 5.14. Sejam V; = (=2,-2,2), Vo = (=3,3/2,0) e V3 = (—2,1,0). {V4,V,,V3} é LD,
mas V7 ndo é combinacao linear de V5 e V3 (Figura 5.9 na pagina 317).
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5.1.4 Posicoes Relativas de Retas e Planos
Posicoes Relativas de Duas Retas

Vamos estudar a posicao relativa de duas retas, usando a dependéncia linear de vetores. Sejam
1 (T,y,2) = (1 + tay,y1 +thy, 21 +tey) ery o (x,y,2) = (X2 + tag, ys + the, 25 + tco) as
equacdes de duas retas.

(a) Se os vetores diretores V; = (ay,b1,¢1) e Vo = (ag, by, c2) séo L.D., entdo as retas sédo
paralelas ou coincidentes. Além de paralelas, elas sdo coincidentes, se um ponto de uma
delas pertence a outra, por exemplo se P; = (x1, 41, 21) pertence a ry ou se Py = (2, Yo, 22)
pertence a r1. Ou ainda,

() SeVie P P,ouV,e PP, sao L.D. (com V; e V5 L.D.), entdo elas sao coincidentes.

— —

(i) SeVie PLP,oul,e P P, saoL.l. (com V) e V5 L.D.), entdo elas sao paralelas distintas.

(b) Se os vetores diretores V; = (ay,b1,¢1) e Vo = (ag,be,c2) s@o L.I. entdo as retas séo
reversas ou concorrentes.

() Se P P, V, e V5 sa0 L.D. (com V; e V5 L.1.), entdo as retas sdo concorrentes.

—

(i) Se PP, Vi e V5 sao L., entdo as retas sao reversas (Figura 5.12).

Posicoes Relativas de Dois Planos

Vamos estudar a posi¢ao relativa dos dois planos usando a dependéncia linear de vetores. Sejam
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Figura 5.13: Dois planos que se interceptam Figura 5.14: Dois planos paralelos
segundo uma reta
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5.1

Figura 5.16: Reta e plano paralelos

Figura 5.15: Reta e plano concorrentes

Reginaldo J. Santos
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T i+ b1y +c1z+dy =0ems: asxr + by 4 22 + dy = 0 as equagdes de dois planos.
(a) Se os vetores normais N; = (a1,b1,¢1) € No = (ag, by, ¢o) sdo L.D., entdo os planos séo
paralelos distintos ou coincidentes. Além de paralelos, eles sdo coincidentes se, e somente se,
todo ponto que satisfaz a equagao de um deles, satisfaz também a equacéao do outro. Ou ainda,

(i) Se os vetores (ay,bq,c1,dy) € (ag, by, ¢, ds) sdo L.D., entdo as equagdes séo proporcio-
nais e os planos séo coincidentes.

(i) Se os vetores (ay,by,c1,d1) € (ag, b, c2,ds) sdo L.I. (com Ny e N, L.D.), entdo os planos
séo paralelos distintos (Figura 5.14).

(b) Se os vetores normais N; = (ay,by,c1) € No = (as,bs, c2) sdo L.l., entdo os planos séo
concorrentes (Figura 5.13).

Posicdes Relativas de Reta e Plano

Vamos estudar a posicao relativa de uma reta e um plano usando a dependéncia linear de vetores.
Sejam r : (x,y,2) = (z1 + tay,y1 + tby, 21 + tcy) a equagédo de uma reta e 7 um plano que passa
pelo ponto Py = (2,42, 22) € € paralelo aos vetores Vo = (ag, by, ¢o) € Vi = (as, bs, c3).

(a) Se o vetor diretor da reta r, Vi = (a1, b1, ¢1), 0s vetores paralelos ao plano 7, V5 = (ag, by, ¢2)
e V3 = (as, b3, c3) séo L.D., entdo a reta e o plano séo paralelos ou a reta esta contida no
plano. A reta esta contida no plano se além dos vetores Vi, V5 e V3 forem L.D., um ponto da
reta pertence ao plano, por exemplo, se P, = (x1, 41, 21) pertence a . Ou ainda,

(i) Se Vi = (a1,b1,c1), Vo = (ag, by, c0) € V3 = (as,bs,c3) sdo L.D. e Vo = (ag,bs, c2),

—

V3 = (as, b3, c3) e P, P, também sdo L.D., entdo a reta esta contida no plano.
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(II) Se V1 = (CLl,bl,Cl), ‘/2 = (CLQ,bQ,CQ), Vzg = ((13,[)3,63) sao LD, mas ‘/2 = (CLQ,bQ,CQ),
V3 = (as, b3, c3) e PP, sdo L.l entdo a reta é paralela ao plano, mas néo esta contida
nele.

(b) Se Vi = (ai,b1,¢1), Vo = (ag, be, c2), V3 = (as, b3, c3) sdo L.I, entdo a reta & concorrente ao
plano.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 573)
5.1.1. Quais dos seguintes vetores sdo combinacéo linear de V; = (5,-3,1), Vo = (0,4,3) e
Vs = (—10,18,7)?
(8 (10, -2,5); © (=2,-1,1);
5.1.2. Os vetores V; = (5,—3,1), Vo = (0,4,3) e V5 = (—10,18,7) do exercicio anterior séo L.D.

5.1.3.

5.1.4.

5.1.5.

5.1.6.

ou L.I.? Caso sejam L.D. escreva um deles como combinacéo linear dos outros.

Quais dos seguintes conjuntos de vetores sao linearmente dependentes?
(@ {(1,1,2),(1,0,0),(4,6,12)}; (c) {(1,1,1),(2,3,1),(3,1,2)};
(b) {(1,-2,3),(—2,4,—-6)}; d) {(4,2,-1),(6,5,—5),(2,—1,3)}.

Para quais valores de ) o conjunto de vetores {(3,1,0),(\* +2,2,0)} € L.D.?

Suponha que {V, V5, V3} € um conjunto linearmente independente de vetores do R™. Res-
ponda se {IW;, Wy, W3} é linearmente dependente ou independente nos seguintes casos:

@ Wi=Vi+ Vo, W=V +Vse W3 =V, + V5;
b)y Wi =Vi,Wa=Vi+VseW; =V + Vo + V3.

Sejamry : (z,y,2) = (1 +2t,t,2+ 3t) ery : (z,y,2) = (t,1 +mt, —1 4+ 2mt) duas retas.
(a) Determine m para que as retas sejam coplanares (ndo sejam reversas).

(b) Para o valor de m encontrado, determine a posicao relativa entre 1 e rs.

(c) Determine a equacédo do plano determinado por 71 € 7.
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5.1.7.

5.1.8.

5.1.9.

5.1.10.

5.1.11.

Sejamaretar : (z,y,z) = (1,1,1) + (2¢t, mt, t) e o plano paralelo aos vetores V; = (1,2,0)
e V2 = (1,0,1) passando pela origem. Determine o valor de m para que a reta seja paralela
ao plano. Para o valor de m encontrado a reta esta contida no plano?

Exercicio usando o MATLAB®
(a) Defina os vetores V1=[1;2;3], V2=[3;4;5] e V3=[5;6;7]. Defina o vetor aleatorio
V=randi(3,1). Verifique se V € combinacao linear de V1, V2 e V3,

(b) Defina a matriz aleatéria M=randi (3,5). Verifiqgue se os vetores definidos pelas colunas
de M sdo combinacao linear de V1, V2 e V3. Tente explicar o resultado.

(c) Verifique se V1, V2 e V3 sao linearmente independentes. Se eles forem linearmente de-
pendentes, escreva um deles como combinacgao linear dos outros e verifique o resultado.

Exercicios Teoricos

Seja A uma matriz n x n. Mostre que det(A) = 0 se, e somente se, uma de suas colunas é
combinacao linear das outras.

Suponha que {V4, V3, ..., V,,} € um conjunto de vetores do R" linearmente independente. Mos-
tre que se A € uma matriz n X n ndo singular, entdo {AV;, AVs, ..., AV, } também & um
conjunto linearmente independente.

Se os vetores ndo nulos U, V e W séo L.D., entdo W & uma combinagéo linear de U e V'?
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5.2 Subespacos, Base e Dimensao

Sejam A uma matriz m x n e W C R™ o conjunto solucdo do sistema linear homogéneo AX = 0.
Ja vimos na Proposicao 1.7 na pagina 53 que o conjunto W satisfaz as seguintes propriedades:
(a) Se X eY pertencem a W, entdo X + Y também pertence a W.

(b) Se X pertence a W, entdo X também pertence a W para todo escalar a.

Revise como foi feita a demonstracao dos itens (a) e (b) acima na Proposicao 1.7 na pagina 53.
Assim, se X e Y sdo solugdes de um sistema homogéneo, entdo X + Y e aX também o séo.
Portanto, combinacdes lineares de solugdes de AX = 0 sdo também solucdes de AX = 0.

O conjunto solucdo de um sistema homogéneo AX = 0 é chamado de espaco solucdo do
sistema homogéneo AX = (. Ele se comporta como se fosse um espaco, no sentido de que
fazendo soma de vetores do conjunto ou multiplicando vetores do conjunto por escalar ndo saimos
dele.

Um subconjunto ndo vazio de R"™ que satisfaz as propriedades (a) e (b) acima &€ chamado de
subespaco de R”. Com relacdo as operacfes de soma e multiplicacdo por escalar podemos “viver”
nele sem termos que sair. Logo o espaco solucéo do sistema homogéneo AX = 0 &€ um subespaco
de R™. Vale também a reciproca, todo subespaco € o espago solucdo de um sistema homogéneo
(Exercicio 5.2.17 na pagina 350).

Exemplo 5.15. Considere os sistemas lineares
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Figura 5.17: Soma de vetores do plano Figura 5.18: Multiplicacao de vetor por es-
ar +by +cz=0 calar do plano ax + by + cz = 0
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X1+Xo2

Xo

Figura 5.19: Soma de vetores da reta
(x,y,2) = (at,bt, ct)

aX

Figura 5.20: Multiplicacéo de vetor por es-
calar dareta (z,y, z) = (at, bt, ct)
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[0 0 0 x 0 (1 -2 3
@ [0 0 0 y | =10 b | 2 —4 6
|0 00 2 0 |3 =6 9
1 -2 3 T 0 1 -2 3
(c) | =3 7 =8 y |l =160 (d | =3 7 =8 y | =160
| -2 4 -6 2 0 41 2 2 0

Todos s&o sistemas homogéneos, portanto os conjuntos solugéo sdo subespacos do R?.

(a) A solucéo geral do primeiro sistema & o proprio R3.

(b) A solucao geral do segundo sistema é x = 2a — 303,y = f e z = «, para todos «, 3 € R,

que € o plano = — 2y + 3z = 0, que passa pela origem, com vetor normal N = (1,-2,3)
(verifique!);
(c) A solugao geral do terceiro sistema é x = —5t,y = —t e z = t, paratodo t € R, que é a reta

que passa pela origem, com vetor diretor V' = (=5, —1,1).
(d) A solugdo do quarto sistemaé z =0,y = 0 e 2 = 0, que & somente a origem {0 = (0,0,0)}.

Vamos ver que para todo sistema linear homogéneo AX = 0, existe um namero finito de ve-

tores Vi, ..., V; do espaco solucéo tais que toda solucdo de AX = 0 pode ser escrita como uma
combinagao linear de V7, ..., V;.

Exemplo 5.16. Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, em que

11 0 0 1
A= -2 -2 1 -1 -1
1 1 -1 1 0
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Escalonando a matriz aumentada do sistema acima, obtemos a matriz escalonada reduzida

110 01:0
001 -1 10
000 00:0

E assim a solucao geral do sistema pode ser escrita como
Ty =—a—"7, x9="7, r3=—a+ [, x4=F 15 =«
para todos os valores de «, 3,7 € R, ou seja, o conjunto solugéo do sistema AX =0 &
W = {(21, 12, 23, 24, 75) = (—a — 7,7, —a + 3, 8,a) | a, 3,7 € R}.

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma combinacao linear de vetores de W:

<—Oé—”)/,’}/,—06+6,6706) = <—Oé,0,—Oé,0,0é)+(0,0,ﬁ,ﬁ,O)—i—(—’Y,’}/,0,0,0)
= a(-1,0,—1,0,1) + £(0,0,1,1,0) + v(—1,1,0,0,0)

Assim, todo vetor de W pode ser escrito como combinacéo linear dos vetores V; = (—1,0,—1,0, 1),
Vo =1(0,0,1,1,0) e V3 = (—1,1,0,0,0) pertencentes a W (V; é obtido fazendo-sea =1e =~ =
0, V5 fazendo-sea =vy=0e 3 =1e V3 fazendo-sea==0evy =1).

Neste caso dizemos que V; = (—1,0,—1,0,1), Vo = (0,0,1,1,0) e V3 = (—1,1,0,0,0) geram
o subespaco W. Em geral temos a seguinte defini¢ao.
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Definicao 5.5. Seja W um subespaco de R"™ (por exemplo, o espaco solucdo de um sistema linear

homogéneo AX = 0). Dizemos que os vetores Vi, ...,V pertencentes a W, geram W ou que
{Vi,...,Vk} € um conjunto de geradores de W, se qualquer vetor de W é combinag&o linear de
Vi,..., V). Dizemos também que W é o subespaco gerado por V7, ..., V.

Uma questdo importante € encontrar o maior nimero possivel de vetores linearmente indepen-
dentes em um subespaco. O resultado a seguir responde a esta questao.

Teorema 5.6. Seja W subespaco de R™ (por exemplo, o espaco solugdo de um sistema linear ho-
mogéneo AX = 0). Seja {V4, ..., V,,} um conjunto de vetores de W

(a) linearmente independente (L.1.),
(b) que gera W (ou seja, todo vetor X de W é combinacéo linear de Vi, ..., V).

Entdo, um conjunto com mais de m vetores em W é linearmente dependente (L.D.).

Demonstracdo. Seja {Wi,...,W,} um subconjunto de W, com p > m. Vamos mostrar que
{Wh,...,W,} é L.D. Vamos considerar a combinagao linear nula de W1,..., W,
ZL’1W1 + J,’QWQ + ...+ l'pr = (_) (513)
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Como qualquer elemento de W pode ser escrito como combinacgao linearde V4, ..., V,,, em particular,
Wi =0byVi+boVat o A bVin =D byVi, paraj=1,...p. (5.14)
=1
Assim, substituindo (5.14) em (5.13) e agrupando os termos que contém V;, parai = 1,...,m,
obtemos
(blll'l + ...+ b1p$p)V1 + ...+ (bmlxl + ...+ bmpxp)Vm = 0. (515)
Como {Vi,...,V,,} & L.I, entdo os escalares na equagdo (5.15) sdo iguais a zero. Isto leva ao

sistema linear
BX = 6,

emque B = (b;;)mxp. Mas, este & um sistema homogéneo que tem mais incognitas do que equagdes,
portanto possui solugao nao trivial, (Teorema 1.6 na pagina 52), como queriamos provar. |

O resultado anterior mostra que se podemos escrever todo elemento do subespaco W como uma
combinacao linear de vetores V1, ..., V,, L.I. pertencentes a W, entdo m & o maior nimero possivel
de vetores L.I. em W,

No Exemplo 5.16 os vetores V; = (—1,0,—1,0,1), V5 = (0,0,1,1,0) e V3 = (—1,1,0,0,0)
geram W. Além disso de

a(—l,O, _1707 1) +6(0707 17 17()) +P)/(_17 1707070) = (—CY -7, —« +6767 CY)

segue-se que V1, V5 e V3 sdo L.I. (por que?)
Assim pelo Teorema 5.6 ndo podemos obter um namero maior de vetores em W L.I. Neste caso
dizemos que {V1, V4, V3} € uma base de W. Em geral temos a seguinte defini¢éo.
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Definicao 5.6. Seja W um subespacgo de R™ (por exemplo, o espago solugdo de um sistema linear

homogéneo AX = 0). Dizemos que um subconjunto {V1, ..., V;} de W & uma base de W, se
(@) {Vi,...,Vk} € um conjunto de geradores de W (ou seja, todo vetor de W & combinac&o linear
de Vi,...,Vp) e

b) {Vi,...,Vi}éL.l

Exemplo 5.17. Os vetores F; = (1,0,...,0), E> = (0,1,0,...,0),..., E, = (0,...,0,1) formam
uma base do R™. Pois, um vetor qualquer do R" é da forma V' = (ay,...,a,) e pode ser escrito
como uma soma de vetores, sendo um vetor para cada parametro e cada vetor dependendo apenas
de um parametro, obtendo

V={(a,...,a,) = (a1,0,...,0)+(0,a2,0,...,0)+...4+(0,...,0,a,)
= a(1,0,...,0) +a(0,1,0,...,0) + ...+ an(0,...,0,1).
Assim, os vetores E; = (1,0,...,0),F, = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1) geram o R".

Vimos no Exemplo 5.10 na pagina 319 que FE4, E», ... E, sao L.l. Esses vetores formam a chamada
base canénica de R". Nocasodo R?, F| =i, By = je F3 = k.

Exemplo 5.18. Seja W = {(x,y,2) = t(a,b,c) | t € R} uma reta que passa pela origem. Como 0
vetor diretor V' = (a, b, ¢) € ndo nulo e gera a reta, entdo {V'} € uma base de W.
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Figura5.21: V; = (—2,1,0) e V5, = (0, —3, 2) que formam uma base para o plano
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V =(a,b,c)

Figura 5.22: Vetor V' = (a, b, ¢) que é base para areta (z,y, z) = t(a, b, c)
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Exemplo 5.19. Seja W = {(z,y,2) € R® | ax + by + cz = 0} um plano que passa pela origem.
Vamos supor que a # 0. Um ponto (x, y, z) satisfaz a equacdo ax + by + ¢z = 0 se, e somente se,

1
(ca+bp3), paratodos o, € R.

c=ay=fao=—
a

c b

Assim, o plano W pode ser descrito como W = {(——a — -3, 3, a) | o, f € R}. Assim, todo vetor
a a

de W pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um para cada parametro, obtendo

c b c b
(o= =f.0,0) = a(--,0,1) + §(——,1,0).
Assim, todo vetor de W pode ser escrito como uma combinagao linear dos vetores V; = (—g, 0,1)e
Vo = (—%, 1,0) pertencentes a W (1 é obtido fazendo-se & = 1 e 5 = 0 e V4, fazendo-se a« = 0
e 3 = 1). Portanto, V; = (—£,0,1) e V5 = (—g, 1,0) geram o plano W. Como V; e V5 sédo L.1.,
pois um ndo é maltiplo escalar do outro, entdo {V;,V>} & uma base do plano W. Deixamos como
exercicio para o leitor encontrar uma base de W para o caso em que b # 0 e também para o caso em

que ¢ # 0.

Segue do Teorema 5.6 na pagina 337 que se W # {0} & um subespagco, entdo qualquer base de
W tem o mesmo nimero de elementos e este € o maior niumero de vetores L.I. que podemos ter em
W. O nimero de elementos de qualquer uma das bases de W é chamado de dimensado de W. Se
W = {0} dizemos que W tem dimenséo igual a 0.

Exemplo 5.20. A dimensdo do R™ é n, pois como foi mostrado no Exemplo 5.17 na pagina 339,
E,=(1,0,...,0), E5 =(0,1,0,...,0), ..., E,=(0,...,0,1) formam uma base do R".
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Exemplo 5.21. Pelo Exemplo 5.18 na pagina 339 uma reta que passa pela origem tem dimenséo 1 e
pelo Exemplo 5.19 na pagina 342 um plano que passa pela origem tem dimenséo 2.

Vamos mostrar a seguir que se a dimensdo de um subespaco W & m > 0, entdo basta conse-
guirmos m vetores L.I. em W, que teremos uma base.

Teorema 5.7. Seja W um subespaco de dimensao m > 0. Se m vetores, Vi,...,V,, € W, séo L.I.,
entdo eles geram o subespaco W e portanto formam uma base de W.

Demonstracao. Sejam Vi, ..., V,, vetores L.I. e seja VV um vetor qualquer do subespaco W. Vamos
mostrar que V' &€ combinacéo linear de Vi, ..., V,,. Considere a equacéo vetorial

Vi +xVo+ . oo+ 2,V + 2V =0 (5.16)

Pelo Teorema 5.6 na pagina 337, Vi, ..., V,,,V sao L.D., pois sao m + 1 vetores em um subespaco
de dimensdo m. Entdo a equacgao (5.16) admite solugdo nao trivial, ou seja, pelo menos um x; # 0.
Mas, x,,+1 # 0, pois caso contrario, V7, ..., V,, seriam L.D. Entdo, multiplicando-se a equacéo (5.16)
por 1/, 11 € subtraindo (z1/Zy41)Vi + (22/Tmi1)Va + ... + (T /Tmi1) Vin, Obtemos

V:—( al )m-...-(“"m )vm.
merl merl
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Dos resultados anteriores, vemos que se a dimensao de um subespaco, W, € m > 0, entdo basta
conseguirmos m vetores L.I. em W, que teremos uma base (Teorema 5.7) e ndo podemos conseguir
mais do que m vetores L.I. (Teorema 5.6 na pagina 337).

Exemplo 5.22. Do Teorema 5.7 segue-se que n vetores L.l. do R" formam uma base de R". Por
exemplo, 3 vetores L.I. do R? formam uma base de R3.

Exemplo 5.23. Sejam W o planoxz+y+ 2z = 0e V o plano 4z — 2y + z = 0. Assim, o plano W tem
vetor normal N; = (1,1, 1) e o plano V tem vetor normal Ny = (4, —2,1). Aintersecdo WNV éa
reta cujo vetor diretor € V' = N; x Ny = (3,3, —6) (revise o Exemplo 4.7 na pagina 261) e que passa
pela origem. Assim, a reta que é a intersecédo, V N'W, tem equacéo (z, vy, z) = t(3, 3, —6), para todo
t € R. Portanto, o vetor V' = (3,3, —6) gera a interse¢do V N W. Como um vetor ndo nulo é L.I. 0
conjunto {V' = (3,3, —6)} & uma base da reta que é a intersecdo VN 'W.

Alternativamente, podemos encontrar as equacdes paramétricas da reta V N W, intersecao dos
planos determinando a solucéo geral do sistema (5.17)

W: z+y+z =0,

V: 4dr—-2y+2z =0. (®.17)

Para isto devemos escalonar a matriz do sistema (5.17):
1 1 1:0
4 =2 1:0

Precisamos “zerar” o outro elemento da 1? coluna, que é a coluna do piv6, para isto, adicionamos a
22 linha, —4 vezes a 1?2 linha.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



5.2  Subespacos Base e Dimensao 345

1 1 1:0

0 -6 —3:0

Agora, ja podemos obter facilmente a solugcdo geral do sistema dado, ja que ele & equivalente ao
sistema

—4%12 linha + 22 linha — 22 linha |

r + y + 2z =0
—6y — 32z =0

A variavel z & uma variavel livre. Podemos dar a ela um valor arbitrario, digamos ¢, parat € R
qualquer. Assim, a solucao geral do sistema (5.17) é

r = —%t
y = —3t paratodot € R,
z = t

Areta que é aiintersecdo, VNW, tem equagéo (z,y, z) = t(—1/2,—1/2,1), paratodo ¢ € R (revise o
Exemplo 4.7 na pagina 261). Portanto, o vetor V' = (—1/2,—1/2,1) gera a intersecdo VN'W. Como
um vetor ndo nulo é L.I. o conjunto {V = (—1/2,—1/2,1)} & uma base da reta que é a intersecdo
VNnw,.

Observacdao. Como no exemplo anterior, em geral, o espaco solucdo de um sistema linear ho-
mogéneo pode ser visto como uma intersecdo de subespacos que sao as solugdes de sistemas
formados por subconjuntos de equagdes do sistema inicial.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 581)

5.2.1. Encontre um conjunto de geradores para o espaco solu¢éo do sistema homogéneo AX = 0,

em que
1010 112 -1
@ A=|12 3 1]; ) A=| 2 3 6 —2
2 1 3 1 212 2

5.2.2. Encontre os valores de ) tais que o sistema homogéneo (A — A[,,)X = 0 tem solug&o nédo
trivial e para estes valores de )\, encontre uma base para o espaco solucdo, para as matrizes A

dadas: ) )
0 0 1 -1 220
@ A=|1 0 -3 |; -1 210
01 3 () A= -1 120
(2 2 3 4 | 0001
0 2 3 2 [ 2 3 0]
(b) A= 0011 e A=101 0
|00 01 0 0 2
[ 11 -2 [2 3 0]
) A=1| -1 2 1 /|; HA=1]0 2 0 |;
01 -1 0 0 2

5.2.3. Determine uma base para a reta intersecdo dos planos x — 7y + 5z =0e3x —y+ 2z = 0.
5.2.4. Sejam V; = (4,2,-3), Vo, = (2,1,-2) e V3 = (-2,—1,0).

(a) Mostre que Vi, V5 e V3 sdo L.D.
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(b) Mostre que V; e V5 séo L.I.
(c) Qual a dimensao do subespaco gerado por Vi,V5 e V3, ou seja, do conjunto das
combinacoes lineares de Vi, V5 e V.
(d) Descreva geometricamente o subespaco gerado por V1, V5 e V3
5.2.5. Dados V; = (2,1,3) e V5 = (2,6,4):
(a) Os vetores V; e V5, geram o R3? Justifique.
(b) Seja V3 um terceiro vetor do R3. Quais as condi¢bes sobre V3, para que {V;, Vs, V3} seja
uma base de R3?
(c) Encontre um vetor V5 que complete junto com V; e V, uma base do R?,
5.2.6. Seja W o plano = + 2y + 4z = 0. Obtenha uma base {Vi, V5, V3} de R3 tal que V; e V,
pertencam a W.
5.2.7. Considere os seguintes subespacos de R3:
V=1[-1,23),(1,3,4)] e W=](1,2,-1),(0,1,1)].
Encontre as equacdes paramétricas da reta V N W e uma base para o subespaco V. N W.
A notacdo [V}, V3] significa o subespaco gerado por V; e V53, ou seja, o conjunto de todas as
combinacdes lineares de V; e V5.
5.2.8. SejaV = {(3a + 4b — 4c¢,2a — 4b — 6¢, —2a — 4b + 2¢) | a, b, c € R} um subespago de R?.

(a) Determine um conjunto de geradores para V.
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(b) Determine uma base para V.
5.2.9. Dados V; = (—3,5,2,1) e Vo = (1,—-2,—1,2):
(a) Os vetores V; e V;, geram o R*? Justifique.
(b) Sejam V3 e V; vetores do R*. Quais as condigdes sobre V3 e V; para que {Vi, Vs, V3, V4 }
seja uma base de R*?
(c) Encontre vetores V5 e V; que complete junto com V; e V, uma base do R*.
Exercicio usando o MaTLAB®
5.2.10. Defina a matriz aleatéria A=triu(randi(4,4,3)). Encontre os valores de ) tais que o sistema
homogéneo (A — A\I,)X = 0 tem solugc&o nao trivial e para estes valores de )\, encontre uma
base para 0 espaco solugao.
Exercicios Teoricos
5.2.11. Seja A uma matriz m x n. Mostre que se o conjunto solucdo do sistema linear AX = B é um
subespaco, entdo B = 0, ou seja, 0 sistema linear € homogéneo. (Sugestio: se X é solucio
de AX = B,entdo Y = 0 X também o é.)
5.2.12. Determine uma base para o plano ax + by + cz = 0,se b # 0 e se ¢ # 0.
5.2.13. Sejam V e W vetores do R™. Mostre que o conjunto dos vetores da forma oV + W é um
subespaco do R".
5.2.14. Mostre que se uma reta em R? ou em R? ndo passa pela origem, ent&o ela ndo & um subespaco.

(Sugestao: se ela fosse um subespaco, entao ...)
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5.2.15. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. Mostre que o conjunto dos vetores B para
os quais o sistema A X = B tem solucdo € um subespaco de R™. Ou seja, mostre que o
conjunto

J(A)={BeR"|B=AX, paraalgum X € R"}

€ um subespaco de R™.
5.2.16. Sejam W, e W, dois subespacos.

(@) Mostre que W; N W5 & um subespaco.
(b) Mostre que W; U Wy &€ um subespaco se, e somente se, W; C W, ou Wy, C W,

(c) Definimos a soma dos subespacos W; e W, por
W1+W2:{m+‘/2|‘/1€W1€%EW2}.

Mostre que W, + W, & um subespaco que contém W, e W.
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5.2.17.

5.2.18.

5.2.19.

5.2.20.

Sejam W um subespaco de R™ e {IVy,..., Wy} uma base de W. Defina a matriz B =

[ Wi... W, |8, com Wy,..., W, escritos como matrizes colunas. Sejam W+ o espago
solugdo do sistema homogéneo BX = 0 e {Vj,...,V,} uma base de W+. Defina a ma-
tiz A = [ Vi...V, ]\, com Vi,...,V, escritos como matrizes colunas. Mostre que W & o

espaco solucéo do sistema homogéneo AX = 0, ou seja,

W={X eRP| AX =0}.

Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m x 1. Seja X, uma solugao (particular) do sistema
linear AX = B. Mostre que se {V,...,V,} & uma base para o espaco solucédo do sistema
homogéneo AX = 0, entdo toda solucdo de A X = B pode ser escrita na forma

X:XU+041‘/1+...+Oéka,
em que oy, . .., o SA0 escalares. (Sugestdo: use o Exercicio 1.2.21 na pagina 72)

Mostre que a dimensédo do subespaco gerado pelas linhas de uma matriz escalonada reduzida
€ igual a dimensao do subespaco gerado pelas suas colunas.

Mostre que a dimensao do subespaco gerado pelas linhas de uma matriz é igual a dimenséao
do subespaco gerado pelas suas colunas. (Sugestdo: Considere a forma escalonada reduzida
da matriz A, use a Proposi¢cdo 5.8 na pagina 351 e use o exercicio anterior.)
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Apéndice IV: Outros Resultados

Proposicéo 5.8. Sejam A e B matrizes m X n equivalentes por linhas. Sejam A4, ..., A, as colunas
1,...,n, respectivamente, da matriz A e By,..., B, ascolunas 1, .. ., n, respectivamente, da matriz
B.

(@) Bj,,...,Bj, s@o L.l se, esomentese, A, ,..., Aj também o s&o.

(b) Se existem escalares o, ..., aj, tais que

Ap = ajAj + -+ a Ay,

entao
By = o, Bj, + - + @, By, ,

(c) O subespaco gerado pelas linhas de A € igual ao subespaco gerado pelas linhas de B.

Demonstracdo. Se B é equivalente por linhas a A, entdo B pode ser obtida de A aplicando-se uma
seqliéncia de operacdes elementares. Aplicar uma operacao elementar a uma matriz corresponde
a multiplicar a matriz a esquerda por uma matriz invertivel (Teorema 1.8 na pagina 58). Seja M o
produto das matrizes invertiveis correspondentes as operacGes elementares aplicadas na matriz A
para se obter a matriz B. Entdo M é invertivele B = M A.
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(a) Vamos supor que B, , ..., Bj, s&o L.I. e vamos mostrar que A4, , ..., A;, também o s&o. Se
Ay + - 4,45, =0,
entdo multiplicando-se a esquerda pela matriz M obtemos
wy MA; + -+ x;, MA;, = 0.
Como MA; = Bj,paraj = 1,...,n (Exercicio 1.1.17 (a) na pagina 28), entdo
xj,Bj, + -+ x;Bj, =0.

Assim, se B;,,...,B;, séo L.l, entdo z;, = ... = x;, = 0. O que implica que A;,,...,4;
também sao L.I.

k

Trocando-se B por A o argumento acima mostra que se A
Bj,, ..., Bj, também o sé&o.

jir---,Aj, sdo LI, entdo

(b) Sejam «;,, ..., a;, escalares tais que
Ay = aj Aj + -+ aj A,
entdo multiplicando-se a esquerda pela matriz M obtemos
MA, =o; MA; +---+a;, MA;, .
Como MA; = Bj,paraj = 1,...,n (Exercicio 1.1.17 (a) na pagina 28), entdo

By =, Bj, + - + @, Bj,..
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(c) A matriz B é obtida de A aplicando-se uma sequéncia de operacdes elementares as linhas de
A. Assim, toda linha de B € uma combinacéo linear das linhas de A. Logo, o espaco gerado
pelas linhas de de B esta contido no espaco gerado pelas linhas de de A. O mesmo argumento
mostra que o espaco gerado pelas linhas de de A esta contido no espaco gerado pelas linhas
de de B. Portanto, eles sdo iguais.

Exemplo 5.24. SejaV = {(a + ¢,b + c,a + b+ 2¢) | a,b,c € R} o subespago de R?. Qualquer
elemento V' de V pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor para cada parametro
e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo

V=(a+c¢b+ca+b+2c) = (a,0,a)+(0,b,0) + (c,c,2c)
= a(1,0,1) +b(0,1,1) + e(1,1,2).

Logo, definindo V; = (1,0,1), V5 = (0,1,1) e V3 = (1,1,2), entdo {V;, V5, V3} gera V. Para
sabermos se {V;, V5, V3} é base de V, precisamos verificar se V;, V5, e V3 sdo L.I. Para isto temos
que saber se a equacao vetorial

aVi+yVo+2V3=0 (5.18)

s6 possui a solugéo trivial, ou equivalentemente, se o sistema A X = 0 s6 possui a solucao trivial,
onde A = [V} V, V3], Escalonando a matriz [ A | 0], obtemos

1 01:0
[R]0]=|0 1 1:0
0 00:0
que tem solugdo nao trivial. Logo os vetores V7, 5 e V3 sé@o L.D.
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Como a terceira coluna da matriz R € igual a soma da primeira com a segunda, pela
Proposicao 5.8 (b) a mesma relacdo vale para as colunas correspondentes da matriz A, ou seja,
V3 = V5 + V4. Assim o vetor V3 pode ser descartado na geracao de V, pois ele € combinagao linear
dos outros dois. Logo, apenas V; e V5 sao suficientes para gerar V. Como além disso, os vetores V;
e V5 sado tais que um nao é maltiplo escalar do outro, entdo eles séo L.I. (também pela Proposicéao 5.8
(a), pois as duas primeiras colunas de R s&o claramente L.1.) e portanto {V, V2} € uma base de V.

Exemplo 5.25. Considere os vetores V; = (—1,1,0,-3) e V5 = (—3,3,2,—1) linearmente inde-
pendentes de R*. Vamos encontrar vetores V3 e V} tais que {V;, Vs, V3, V, } formam uma base de R*.
Escalonando a matriz cujas linhas sao os vetores V] e V5,

-1 10 -3
A_[—?, 3 2 —1}’

obtemos

1 -10 3
R:lo 014}

Pela Proposicédo 5.8 (b) o subespaco gerado pelos vetores V; e V5 (as linhas de A) é igual ao

subespago gerado por W7 = (1,—1,0,3) e W, = (0,0,1,4) (as linhas de R). Vamos inserir li-

nhas na matriz R até conseguir uma matriz 4 x 4 de forma que ela continue escalonada reduzida. Por

exemplo, podemos obter a matriz

-1 0
1 0
01

00

Sejam V3 = (0,1,0,0) e V; = (0,0, 0, 1). Vamos verificar que
Vi=(-1,1,0,-3), V,=(-3,3,2,-1), V3=(0,1,0,0) e V,=1(0,0,0,1)

R=

co o~
— s O W
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sao L.l
Vi +xVo +23V3 + 24V =0
implica que
Vi +wVo = —x3Vs — x4V
Como V3 e V4 ndo pertencem ao subespaco gerado por V; e V; que € o mesmo subespaco gerado
por W e W5, entdo
rVi+xVo=0 e —x3Va—24Vy=0
como {Vi, V,} € L.I. assim como { V3, V,} entdo 1y = x9 = 23 = x4 = 0. Logo { V4, Vo, V5,V } € LI
Como a dimenséo do R* é igual a 4 , entdo pelo Teorema 5.7 Vi, Vs, Vs, V, formam uma base de R*.

Teorema 5.9. Um subconjunto {Vi,V,,...,V,,} de um subespaco W é uma base para W se, e
somente se, todo vetor X de W é escrito de maneira Gnica como combinacgao linearde V1, V5, ..., Vi,.

Demonstracao. Em primeiro lugar, suponha que todo vetor X de W é escrito de maneira Gnica
como combinagéo linear de Vi, ..., V,,. Vamos mostrar que {V;,V5,...,V,,} € uma base de W.
Como todo vetor é escrito como combinacgéo linear de V1, ..., V,,, basta mostrarmos que V7, ..., V,,
séo L.l. Considere a equacédo

Vi + ... 42,V =0.

Como todo vetor € escrito de maneira Gnica como combinacgéo linear de Vi, ..., V,,, em particular
temos que para X = 0,

Vit 42,V =0=0V 4+ ...+ 0V,
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o que implicaque z; =0,...,z,, = 0,ouseja, Vi, ..., V,, sdo linearmente independentes. Portanto,
{V1,Va,...,V;,} € base de W.
Suponha, agora, que {V7, Vs, ..., V,,} & base de W. Seja X um vetor qualquer de W. Se

x Vi+ .. 2V =X =i+ ...+ YnVn,

entao
(x1—y)Vi+ ...+ (@ — Ym) Vi = 0.
Como V4, ..., V,, formam uma base de W, entdo eles séo L.l., 0 que implicaque x1 = y1,..., T, =
Ym. Portanto, todo vetor X de W é escrito de maneira Gnica como combinacao linear de Vi, ..., Vi,.
[
Teorema 5.10. Se § = {V4,..., Vi} € um conjunto de vetores que gera um subespaco W, ou seja,
W = [8] = [V4,..., Vi), entdo existe um subconjunto de S que é base de W.

Demonstracdo. Se 8 € L.l,, entdo § € uma base de W. Caso contrario, S € L.D. e pelo Teorema
5.5 na pagina 323, um dos vetores de S & combinagdo linear dos outros. Assim, o subconjunto de
S obtido retirando-se este vetor continua gerando W. Se esse subconjunto for L.I., temos uma base
para W, caso contrario, continuamos retirando vetores do subconjunto até obtermos um subconjunto
L.l. e ai neste caso temos uma base para W. |

Vamos mostrar que se a dimensdo de um subespaco W é m, entdo m vetores que geram o
subespaco, W, formam uma base (Corolario 5.11) e que ndo podemos ter menos que m vetores
gerando o subespaco (Corolario 5.12).
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Sao simples as demonstracdes dos seguintes corolarios, as quais deixamos como exercicio.

Corolario 5.11. Em um subespaco, W, de dimensao m > 0, m vetores que geram o subespaco, sao
L.l. e portanto formam uma base.

Corolario 5.12. Em um subespaco, W, de dimensdo m > 0, um conjunto com menos de m vetores
nao gera o subespaco.

Teorema 5.13. Se R = {V4,...,Vi} &€ um conjunto de vetores L.l. em um subespaco W de R",
entdo o conjunto R pode ser completado até formar uma base de W, ou seja, existe um conjunto
S={Vi,.... Vi, Vix1 ..., Vin} (R C §), que & uma base de W.

Demonstracdo. Se {Vy,...,Vi}geraW, entdo {V,...,V,} & umabase de W. Caso contrario, seja
Vi+1 um vetor que pertence a W, mas néo pertence ao subespaco gerado por {V3, ..., Vi }. Entdo,
o conjunto {Vi, ..., Vi, Vis1} € L.L, pois caso contrario z1 Vi + ... + xx11Vir1 = 0, implicaria que
ZTrr1 7 0 (por que?) e assim, Vi1 seria combinacgao linear de V71, ..., Vi, ou seja, V.1 pertenceria
ao subespago W;. Se {Vi,...,Vii1} gera W, entdo {Vi,...,Vii1} € uma base de W. Caso
contrario, 0 mesmo argumento é repetido para o subespaco gerado por {V1, ..., Vi, Vii1}.
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Pelo Corolario 5.4 na pagina 321 este processo tem que parar, ou seja, existe um inteiro positivo
m < ntal que {Vi,...,Vi,Vie1,...,Vin} € LI, mas {V4,..., Vi, Visq,..., Vi, V} € L.D. para
qualquer vetor V de W. O que implica que V' € combinagao linear de {V1, ..., Vi, Vii1,- .., Vin} (por
que?). Portanto, {V1,..., Vi, Viy1,..., Vin} € uma base de W. |

Coroléario 5.14. Todo subespago de R" diferente do subespago trivial {0} tem uma base e a sua
dimensao é menor ou igual a n.

Teorema 5.15. Se R = (7ij)mxn © S = (Sij)mxn S840 mMatrizes escalonadas reduzidas equivalentes
por linhas a uma matriz A = (a;;)mxn, €ntdo R = S.

Demonstracdo. Sejam S e R matrizes escalonadas reduzidas equivalentes a A. Sejam R4, ..., R,
as colunas de R e S4,...,5, as colunas de S. Seja r o nimero de linhas nao nulas de R. Sejam
J1,---,Jr as colunas onde ocorrem os pivés das linhas 1, . . . , r, respectivamente, da matriz . Entdo
R e S sdo equivalentes por linha, ou seja, existe uma seqliéncia de operacbes elementares que po-
demos aplicar em R para chegar a S e uma outra seqiiéncia de operacdes elementares que podemos
aplicar a S e chegar a R.

Assim, como as colunas 1, . .., 7; — 1 de R s@o nulas o mesmo vale paraas colunas 1,...,j; — 1
de S. Logo o pivd da 1% linha de .S ocorre numa coluna maior ou igual a j;. Trocando-se R por S e
usando este argumento chegamos a concluséo que R;, = S; eassim R, = 5;,..., R;, = S;,.
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Vamos supor que Ry = S4,..., R;, = S5}, e vamos mostrar que

Rj, 41 =Sj41,.--., R sek <rou

Jk+1

=5,

k410
RjT+1:SjT+17~--7Rn:Sn7 sek=r.

Observequeparaj =jr+1,...,5ke1—1,5e k <r,ouparaj =j.+1,...,n,se k =r, temos
que
Rj = (rlj,...,rkj,O,...,O) :lele +"‘+rijjk’

0 que implica pela Proposicao 5.8 (b) na pagina 351 que
Sj = ?"1ij1 =4+ ... +Tk’ijk-

Mas por hipotese R;, = 5;,,..., R;, = 5j,, entéo,

k’
Sj = lele + ...+ Tijjk = Rj

paraj =7Jx+1,...,Jk1 —1,sek<rouparaj=j.+1,...,n,sek =r.
Logo, se k < 7, o pivd da (k + 1)-ésima linha de S ocorre numa coluna maior ou igual a jx1.

Trocando-se 12 por S e usando o argumento anterior chegamos a concluséo que R;, ., = S5, e
assim Ry = S51,...,R;, =95, .Esek=r,entdo Ry = 51,..., R, = S,.
Portanto R = S. |
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Figura 5.23: Os subespacos W,V e VN W do Exemplo 5.23
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5.3 Produto Escalar em R"

5.3.1 Produto Interno

Vimos que podemos estender a soma e a multiplicacao de vetores por escalar para o R". Pode-
mos estender também os conceitos de produto escalar e ortogonalidade.

Definicdo 5.7.  (a) Definimos o produto escalar ou interno de dois vetores X = (z,...,x,)e
Y =(y1,...,yn) € R"por

XY =my +2aya + -+ Tl = Y Tils
=1
(b) Definimos a norma de um vetor X = (z1,...,x,) € R" por

IX]|=VX-X =y/ad+.. +a2= | a2
=1

Escrevendo os vetores como matrizes colunas, o produto interno de dois vetores

T n
X = : e Y=

Tn Yn
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pode ser escrito em termos do produto de matrizes como

XY =X

Exemplo 5.26. Sejam V = (1,—2,4,3,5) e W = (5,3, —1,—2, 1) vetores do R®. O produto escalar
entre V e W é dado por

VW= (1)) + (=2)3) + () (1) + (3)(=2) + (5)(1) = —6.

As normas de V e W sao dadas por

V]| = V12 + (=2)2 + 42 + 32 + 52 = /55,

W] = /52 + 32 + (—1)2 + (—2)2 + 12 = V/40.

Sao validas as seguintes propriedades para o produto escalar e a norma de vetores do R".

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



5.3 Produto Escalar em R" 363

Proposicdo 5.16. Se X,Y e Z sao vetores de R™ e o € um escalar, entdo
(@) XY =Y - X (comutatividade);
b)) (X+Y)-Z=X-Z4Y - Z;
© (aX) Y =0aX Y)=X-(aY);
(d) X - X =||X]||>>0e||X]| =0 se, e somente se, X = 0;
@) [laX]| = laf||X]l;
f | X - Y] < || X||||Y]| (desigualdade de Cauchy-Schwarz);

(@) ||X +Y| <||X]|| + Y] (desigualdade Triangular).

Demonstracao. Sejam X,Y,Z € R" e a € R. Usando o fato de que se os vetores sdo escritos como
matrizes colunas, ent&o o produto escalar pode ser escrito como o produto de matrizes, X -Y = X'Y,
e as propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pagina 10), temos que

@ XY =wy+ -+ nYn = Y1201+ Ynln =Y X

)X - Y+2)=X'Y+2)=XY+X'Z=X-Y+X Z
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© (X Y) =aXY) = (aX)Y = (aX)'Y = (aX) - Y. A outra igualdade é inteiramente
analoga.

(d) X-X éumasoma de quadrados, por isso € sempre maior ou igual a zero e é zero se, e somente
se, todas as parcelas sao iguais a zero.

@) [[aX|]* = (ax1)* + - + (ax,)? = &®(z] + - - - + 22) = o?||X||*. Tomando a raiz quadrada,
segue-se o resultado.

() Anormade AX + Y & maior ou igual a zero, para qualquer A real. Assim,
O<|ANX+Y[P=AX+Y)- AX +Y) = (I X|P)N + 2X - Y)A+ ||[Y]]?

para qualquer X real. Logo, o discriminante deste trindmio tem que ser menor ou igual a zero.
Ouseja, A = 4(X - Y)? — 4| X|]||]Y]|* < 0. Logo, | X - Y| < || X]|||[Y]].

(g) Pelo item anterior temos que
IX+Y|? = (X+Y) (X+Y)=|X|?+2X-Y +]]Y]?
< IXIP 21X - Y]+ [V ]
< IXIP 20X YN+ VTP = (X + 1Y)

Tomando a raiz quadrada, segue-se o resultado. [

Dizemos que dois vetores X e Y sado ortogonais se X - Y = 0. As propriedades do produto
escalar permitem introduzir o conceito de bases ortogonais no R". Antes temos o seguinte resultado.
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Proposicéo 5.17. Se Vi, ..., V} séo vetores ndo nulos de R" ortogonais, isto &, V; - V; = 0, para
1 # j, entdo
(@) Oconjunto {V7,...,Vi} éL.l
k

(b) SeV = Z a;V;, entdo o; =

1=1

V-V
[IVill>”

Demonstracdo. (a) Considere a equacao vetorial
oVi+ .. 42V =0. (5.19)

Fazendo o produto escalar de ambos os membros de (5.19) com V;, ¢ = 1, ..., k e aplicando
as propriedades do produto escalar, obtemos

v (Vi-Vi)+...+z,(Vi- Vi) + .o+ a(V - Vi) =0. (5.20)
Mas, V; - V; = 0, se ¢ # j. Assim, de (5.20) obtemos que
zi| [Vil|* = 0.
Mas, como V; # 0, entdo ||V;|| #O0ex; = 0,parai =1... k.
(b) Seja

k
V=> aV; (5.21)
=1
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Fazendo o produto escalar de VV com V}, para j = 1, ..., k, obtemos que

k k
:(zam)-vj S (Vi V) — o [V
=1 =1

Assim,

Definimos a projecao ortogonal de um vetor 1V sobre um vetor nao nulo IV, por

V- W
HWH2

projy V = ( W.

Observe que a projecéo ortogonal de um vetor V' sobre um vetor ndo nulo ¥ & um mdltiplo escalar
do vetor WW. Além disso temos o seguinte resultado.
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Proposicéo 5.18. Seja W € R™ um vetor ndo nulo. Entdo, V — projy,,V é ortogonal a W, para
qualquer vetor V' € R"™,

Demonstracéo. Precisamos calcular o produto escalar de W com V' — projy, V'
V-w

Portanto, V' — projy;, V' € ortogonal a V. |

O proximo resultado é uma generalizacdo da Proposicdo 5.18.

Proposicao 5.19. Sejam Wy, W, ..., W} vetores ndo nulos do R", ortogonais entre si, entdo para
qualquer vetor V, V' — projy, V' — ... — projy, V € ortogonal a W;, parai = 1,... k.
Demonstragéo. Vamos calcular o produto interno de V' — projy, V' — ... — projy, V' com W;, para
1=1,... k.
i LINA VAR ¥ 74 VW,
V= projy, V| W=V =) (—2) W, - W, =V-W, - ( ;) W, W, =0,
p — \[IWill Wl
pois W, - W; =0,sei # je W; - W; = ||[W;]]%. u
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Vamos mostrar no proximo exemplo como encontrar no conjunto solugcao do sistema linear ho-
mogéneo AX = 0 um conjunto com o maior nimero possivel de vetores unitarios (com norma igual
a 1) ortogonais.

Exemplo 5.27. Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, em que

11 0 0 1
A= -2 -2 1 -1 -1
1 1 -1 1 0

Escalonando a matriz aumentada do sistema acima, obtemos a matriz escalonada reduzida

110 01:0
00 1 —1 1:0
000 00:0

E assim a solugdo geral do sistema pode ser escrita como
Ty =—a—"7, x3=", r3=—a+ 0, x4 =05 =«
para todos os valores de «, 3,7 € R, ou seja, o conjunto solug&o do sistema AX =0 &
W = {(z1, 22, 3,74, 75) = (. — 7,7, —a+ B, 8,a) | @, 3,7 € R}.

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma combinagao linear de vetores de W:

(—a—”y,’y,—a—i—ﬁ,ﬁ,a) = <—Oé,0,—Oé,O,OZ)+(0,0,675,0)+(—’Y,’}/,0,O,0)
= «a(-1,0,-1,0,1) + 3(0,0,1,1,0) +~v(-1,1,0,0,0)
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Assim, todo vetor de W pode ser escrito como combinacéo linear dos vetores V; = (—1,0,—1,0, 1),
Vo = (0,0,1,1,0) e V3 = (—1,1,0,0,0) pertencentes a W (1} & obtido fazendo-se « = 1 e f =
v =0, V, fazendo-se a« =v=0e 3 =1e V3 fazendo-se a« = 3 = 0 e v = 1). Além disso segue da
equacdo anterior que Vi, V5 e V3 sdo L.I. Logo {V;, V5, V3} &€ uma base de W.

Vamos, agora, encontrar uma base ortonormal para W. Para isso vamos aplicar a Proposi¢cao
5.18 na pagina 367.

Wl = ‘/1 = (_1707_1707 1)7
1 1
Wo = Vi projw, Vo = (0.0,1,1,0) + 5(~1,0,-1,0,1) = £(~1,0,2,3,1)
1 1
W3 = V3 —projy, Va — projy, Vs = (—-1,1,0,0,0) — g(—l,O7 -1,0,1) — E(—1,0,2,3, 1)
1
= —(=3,5,1,—1,-2
5( sy Yy Ly ) )

Agora, vamos “dividir’ cada vetor pela sua norma para obtermos vetores de norma igual a 1
(unitéarios).

1 1 1 1
b= <||W1!|)W1_(_ﬁ’0’_ﬁ’o’ﬁ>
1

-
-
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5.3.2 Bases Ortogonais e Ortonormais

Definicdo 5.8. Seja {V1, ..., Vi} uma base de um subespaco de R".

(a) Dizemos que {Vi,...,V)} € uma base ortogonal, se V; - V; = 0, para i # j, ou seja, se
guaisquer dois vetores da base sao ortogonais;

(b) Dizemos que {Vi,...,Vix} € uma base ortonormal, se além de ser uma base ortogonal,
||Vi|| = 1, ou seja, o vetor V; & unitario, parai = 1,...m.

Exemplo 5.28. A base canbnica do R”, que é formada pelos vetores
E, =(1,0,...,0), E;=(0,1,0,...,0), ... E,=(0,...,0,1)
€ uma base ortonormal do R".

Exemplo 5.29. No Exemplo 5.27, {W;, W5, W3} € uma base ortogonal de W e {U;, Uy, U3} € uma
base ortonormal de W.

O resultado a seguir mostra que o procedimento usado no Exemplo 5.27 conhecido como pro-
cesso de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt pode ser aplicado a qualquer subespaco de R". Nas
Figuras 5.26 e 5.27 vemos como isto é possivel no caso em que o subespaco é o R?, ja que o R? é
subespaco dele mesmo.
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Teorema 5.20. Seja {V4,...,Vi} uma base de um subespaco W do R". Entdo, existe uma base
{Ui,..., U} de W que é ortonormal e tal que o subespago gerado por Uy,...,U; € igual ao
subespaco gerado por V..., V,paraj =1,... k.

Demonstracdo. (a) Sejam

WI - ‘/17

Wy = Vo —projy, Vs,

Wi = V3 —projy, Vs — projy, Vs,

Wi = Vi —projy, Vi — projy, Vi ... — projWkAVk.

Pela Proposicéo 5.18, segue-se que W é ortogonal a W, e Wy, # 0, pois V; e V; s&o L.I. Assim,
Wi, e W5 formam uma base ortogonal do subespaco gerado por V) e V,. Agora, supondo
que Wy, ..., Wi_1 seja uma base ortogonal do subespaco gerado por Vi,..., Vi 1, segue-
se da Proposicéo 5.19, que W, € ortogonal a W7y, ..., W,_;. W, # 0, pois caso contrario,
V. pertenceria ao subespaco gerado por Wy, ..., Wj_1 que é igual ao subespaco gerado por
Vi,...,Vi_1eassimVi,...,V, seriamL.D. Como W, ..., W, sao ortogonais nao nulos, pela
Proposicao 5.17 na pagina 365, eles sao L.l. e portanto formam uma base do subespaco W.

(b) Sejam, agora

1 1 1
0= ()W = () W = () 7
) T ) Al
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Assim, {Uj, ..., U} € uma base ortonormal para o subespaco W.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 602)

5.3.1. Sejam X = (1,1,—-2) e Y = (a,—1,2). Para quais valores de a, X e Y sdo ortogonais?

5.3.2. Sejam X = (1/v/2,0,1/v/2) e Y = (a,1/+/2,—b). Para quais valores de a e b, 0 conjunto
{X,Y} é ortonormal?

5.3.3. Encontre uma base ortonormal para o plano x + y + z = 0.

5.3.4. Encontre um subconjunto com o maior nimero possivel de vetores ortonormais no subespaco
dos vetores (a, b, c,d) € R* taisque a — b — 2c +d = 0.

5.3.5. Encontre um subconjunto com o maior nimero possivel de vetores ortonormais no conjunto
solugcdo do sistema homogéneo

r + vy — 2z =0
2 + y + 2z = 0.

5.3.6. Considere as retas (z,y,2) = t(1,2,-3) e (z,y,2) = (0,1,2) + s(2,4, —6) em R®. Encontre
a equacao geral do plano que contém estas duas retas e ache um subconjunto com o maior
numero possivel de vetores ortonormais neste plano.

5.3.7. Use o processo de ortogonalizagcao de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal para
o subespaco de R* que tem como base {(1,1,—1,0),(0,2,0,1),(—1,0,0,1)}.

5.3.8. Aplique o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal do

R? a partir da base {(1,1,1),(0,1,1), (1,2, 3)}.
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5.3.9.

5.3.10.

5.3.11.

5.3.12.

5.3.13.

5.3.14.

5.3.15.

Ache as equagdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam v/3 do ponto
(1,1,1). Estes planos sdo subespagcos de R3? Caso afirmativo, encontre uma base para eles.

Exercicios Teoricos
Mostre que se V' é ortogonal a W/, entdo V' € ortogonal a IV, para todo escalar a.

Mostre que se V' é ortogonal a W1, ..., Wy, entdo VV é ortogonal a qualquer combinacao linear
der,...,Wk.

Sejam X, Y e Z vetores do R". Provequese X - Y = X - Z,entdo Y — Z € ortogonal a X.

Mostre que se W7, ..., W, séo vetores nao nulos ortogonais entresie X = a;Wi+...+a, Wy,
entdo X = projy, X + ...+ projy, X.

Sejam V7, ...,V vetores linearmente dependentes. Mostre que, aplicando-se o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores V7, ..., V,, se obtém um vetor IV, que é nulo,
para algum i = 1,... k. (Sugestdo: Seja V; o primeiro vetor tal que V; € [Vi,..., V4] =
(Wi, ...,W;_1] e use o exercicio anterior.)

Seja S = {W1, ..., Wi} uma base ortogonal de um subespaco W de R™. Mostre que um todo
vetor V' de W pode ser escrito como
Ve V.- Wy V- Wy

V= Wi + Wo+ ...+ r——o W
(WAl (w2 Wil

(Sugestao: escreva V= =Wy + ... + x, W), faca o produto escalar de V' com W, e conclua

VW, C_
que x; = [, Para i = 1,...,k)

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



5.3 Produto Escalar em R" 375

5.3.16. Mostre que o conjunto de todos os vetores do R™ ortogonais a um dado vetor V' = (ay, ..., a,),

W={X=(21,...,2,) e R"| X -V =0} &um subespaco do R".
5.3.17. Demonstre que, se V' e W séo vetores quaisquer do R", entéo:
(@ V- W =1[[|V+W|]> - ||V — W|]?] (identidade polar);
) |V + W+ [V —W|*=2(|V]||* + [|[W]|?) (lei do paralelogramo).
(Sugestao: desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
[V+WIP=V+W)- (V+W)e|[V-W[=(V-W)-(V-W)

5.3.18. Seja {Uj,...,U,} uma base ortonormal de R". Se A = [U; ... U, | €éuma matrizn x n
cujas colunas séo os vetores Uj, ..., U,, entdo A é invertivel e A~ = A’. (Sugestdo: mostre
que A'A =1,))

5.3.19. Mostre que o angulo entre dois vetores ndo nulos X = (xy,...,2,)eY = (y1,...,y,) de R",

que é definido como sendo o nimero real # entre 0 e 7 tal que

XY

cost) = ———,
XY

esta bem definido, ou seja, que existe um tal nimero real 6 e & Unico. (Sugestdo: mostre,

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que
<Y 1.
XY
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5.3.20. Seja W um subespaco de R"™. Mostre que o conjunto de todos os vetores ortogonais a todos 0s
vetores de W & um subespaco de R". Este subespaco € chamado de complemento ortogonal
de W e denotado por W+, ou seja,

W-={X€cR"|X Y =0,paratodo Y € W}.

5.3.21. Mostre que todo subespaco W de R" é o espaco solugdo de um sistema linear homogéneo.
(Sugestdo: seja {Wy,..., W;} umabase de W tome A = [ Wy ... W, %)
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V —projy V.., .

CTPIm Y., i
\%
: 14 V —projy V'
projy V' w - projy V w
L = -— | <

Figura 5.24: Projecao ortogonal do vetor V' sobre o vetor W
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Figura 5.25: V —projy, V —projy, V' € ortogonal a W, e a s
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Ws =
»V3 fprojleg
—projy,V3
V3 V3 '
& %
Wa =
Wi =W Vo —proju. V- Wa
- 2w , S~
— e . / ’proj V3
X ) prOJW1V3 o Wo
projyy, Va Vo
projyy,Va+projy, V3
Figura 5.26: W, = Vi e Wy, = V5 — Figura 5.27: W3 = V3 — projy, Vs —

proj Wwh Va

proj Wo V3
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5.4 Mudanca de Coordenadas

—

Se as coordenadas de um ponto P no espago séo (x,y, z), entdo as componentes do vetor O P
também séo (z,y, z) e entdo podemos escrever

—

or = (x,y,z) = ($7070)+(07y70)+(07072)
= 2(1,0,0) +(0,,0) + 2(0,0,1) = xi + yj + 2k,

emque i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1). Ou seja, as coordenadas de um ponto P sdo

iguais aos escalares que aparecem ao escrevermos OP ~como uma combinag&o linear dos vetores
candnicos. Assim, o ponto O = (0,0,0) e os vetores i, j e k determinam um sistema de coor-
denadas ortogonal, {O, Z, ]’, E}. Para resolver alguns problemas geométricos &€ necessario usarmos
um segundo sistema de coordenadas ortogonal determinado por uma origem O’ e por 3 veto-
res U;, U, e Us ortonormais de R®.* Por exemplo, se O’ = (2,3/2,3/2), Uy = (/3/2,1/2,0),
Uy = (—=1/2,v/3/2,0) e Us = (0,0,1) = k, entdo {0, Uy, Us, Us} determina um novo sistema de
coordenadas: aquele com origem no ponto O’, cujos eixos z’, 1’ e 2’ s@o retas que passam por O’
orientadas com os sentidos e dire¢des de Uy, U; e Us, respectivamente (Figura 5.29).

As coordenadas de um ponto P no sistema de coordenadas {O', Uy, U,, U3} é definido como

—

sendo os escalares que aparecem ao escrevermos O’ P como combinagéo linear dos vetores Uy, U,
e U3, ou seja, se

O,P: l’/Ul + y’Ug + Z,(]37

*Em geral, um sistema de coordenadas (ndo necessariamente ortogonal) & definido por um ponto O’ e trés vetores
V1, Va e Va L.I. de R? (ndo necessariamente ortonormais) (veja o Exercicio 5.4.6 na pagina 395).
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Figura 5.29: Dois sistemas de coordenadas

Figura 5.28: OP= i+ yj + 2k ortogonais {O, 7, J, E} e {0, Uy,Us, Us}
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entdo as coordenadas de P no sistema {O’', Uy, U, U3} sdo dadas por

SC/

/

[P]{O’,U1,U2,U3} = Yy
o

—

Vamos considerar inicialmente o caso em que O = O’. Assim, se OP= (z,y, z), entdo 2'U; +

—

y'Us 4+ 2'Us =OP pode ser escrito como

T T
[Ul U2U3] v =1y
Z z

Multiplicando-se a esquerda pela transposta da matriz () = [U; U, Us |, obtemos

Ul ' Ut x
Uy | [ Us] |y | = | Uy Y
Ul 4 Ul z

Mas, como U, U, e Us formam uma base ortonormal de R?, entéo

Ut UL, UlU, UtU, Uy Uy U -Us Uy-Us
QQ=|U | [0, U] = | UL, U, U | = | Up- Uy Up Uy Up-Us | =14
Ul UL, ULU, ULU, Uy Uy Us-Up Us-Us

Assim, a matriz Q = [U; U, Us | € invertivel e Q' = Q'. Desta forma as coordenadas de um ponto
P no espaco em relagdo ao sistema {O, Uy, Us, U} estdo bem definidas, ou seja, 2/, y' e 2’ estdo

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



5.4  Mudanca de Coordenadas 383

unicamente determinados e sao dados por

T xZ
[P]{07U17U27U3} - yi = Qt y = Qt[p:l{o7z7j7];}
z z

Também no plano temos o mesmo tipo de situacao que é tratada de forma inteiramente analoga.
As coordenadas de um ponto P no plano em relacdo a um sistema de coordenadas {O’, Uy, Us},
em que U, e U, séo vetores que formam uma base ortonormal do R?, & definido como sendo os

escalares que aparecem ao escrevermos O’ P como combinacao linear de U; e U,, ou seja, se

O,P: .%'/Ul + y/UQ,

entdo as coordenadas de P no sistema {O’, Uy, Uy} séo dadas por

.T,
[P]{O’,Ul,Ug} = |: y, :| .

—

Vamos considerar, também no plano, inicialmente o caso em que O = O'. Assim, se OP= (z,y),

entdo 2'U; + y'Us =0 P pode ser escrito como

wel[y ][]

Multiplicando-se a esquerda pela transposta da matriz () = [U; U, |, obtemos

Lot e[ |- [ ][5
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Novamente, como U; e U, formam uma base ortonormal de R?, entéo

Ui UjU, UfUQ]_{UyUl Ui-Uz ] _,
- — 12

t _ —
QQ_[U%}[UlUQ]_{UgUl ULU, Us-Up Uy Us

Assim, a matriz Q = [U; U, ] & invertivel e Q~! = Q'. Desta forma as coordenadas de um ponto P
no plano em relagdo a um sistema de coordenadas {O, Uy, U, } estdo bem definidas, ou seja, 2’ e 3/
estdo unicamente determinados e sao dados por

I,/
/

[P]{O,U17U2} = |: y

} =Q' { z } = Q'[Plo.51.1),

emque £, = (1,0) e E5 = (0, 1). Observe que, tanto no caso do plano quanto no caso do espaco, a
matriz () satisfaz, Q~! = Q. Uma matriz que satisfaz esta propriedade é chamada matriz ortogonal.

Exemplo 5.30. Considere o sistema de coordenadas no plano em que O’ = O e U, = (v/3/2,1/2)
elU, = (—1/2,4/3/2). Se P = (2,4), vamos determinar as coordenadas de P em relacéo ao novo
sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar x’ e ¢/ tais que

2U, + /Uy =0' P=OP,
ou
¥ (V3/2,1/2) +y/(=1/2,V3/2) = (2,4)

A equacéo acima é equivalente ao sistema linear

{(ﬁ/m' — (12 =2
(1/2) + (V3/2)y =4
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V32 =122 [2
12 V32 ]|y | |4

x 2
o[y 1-17]
em que ) = [ U; Uy | com U; e U, escritos como matrizes colunas. Como

oo [ AR 42

entdo as coordenadas de P em relagdo ao novo sistema de coordenadas sao dadas por

[P]{O,Ul,UQ}:Qt{Z}:{(U]é][Z}:{f??; \/%g} {Z]:{;\/Eigl}'

ou

ou ainda,

Exemplo 5.31. Considere o mesmo sistema de coordenadas do exemplo anterior, mas agora seja
P = (z,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de P em relagdo ao
novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar 2’ e 3/ tais que

2U, + /Uy =0' P=OP,

ou

'(vV3/2,1/2) +y'(=1/2,V/3/2) = (z,y)
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y

<
e

Eo
ge |0

<y

Figura 5.30: Coordenadas de um ponto PP em dois sistemas
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A equacdo acima é equivalente ao sistema linear nas variaveis =’ e ¢/
V3/2 =121+ ] [«
12 V32 [y | Ly’
x’ x
¢ { y } N [@/ }

em que Q = [ U; Uy | com U; e U, escritos como matrizes colunas. Como Q'@ = I, entdo as
coordenadas de P em relacdo ao novo sistema de coordenadas sao dadas por

[P]{O,Ul,Uz}:Qt[i]:{gH {i]:{fg \/%g} [i]:[((—\ff:%y%??}

ou

Exemplo 5.32. Vamos agora considerar um problema inverso aqueles apresentados nos exemplos
anteriores. Suponha que sejam validas as seguintes equacoes

1, 2
_ ll‘/ I SN A
Y=5 59
ou equivalentemente
1 2
HEEEIIH
Y N )
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/
entre as coordenadas [ ;j, ] de um ponto P em relagéo a um sistema de coordenadas {O, Uy, Uz} e
as coordenadas de P, [ 5 } , em relacdo ao sistema de coordenadas original {O, E; = (1,0), Ey =
(0,1)}. Queremos determinar quais séo os vetores U; e Us.
1 :
Os vetores U; e U, da nova base possuem coordenadas l 0 ] e [ (1) ] respectivamente, em

relagdo ao novo sistema de coordenadas, {O,U;,Us}. Pois, Uy = 1U; +0Uy e Uy = 0U; +
1 U,. Queremos saber quais as coordenadas destes vetores em relagdo ao sistema de coordenadas
original, {O, E; = (1,0), E; = (0,1)}. Logo,

L 2 174 [ L

no= % 26]=]%

[ 1L 2 ] 0 [ 2

A R

R N v
1 2
Ou seja, U; e U, sdo as colunas da matriz Q = | %5 V5
Vi Vs

5.4.1 Rotacao

Suponha que o novo sistema de coordenadas {O,U;,U,} seja obtido do sistema original
{O0,E, = (1,0),Ey = (0,1)} por uma rotagdo de um angulo . Observando a Figura 5.31, ob-
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y

Es> ) X
2
9 Gx
<
u S
)
© 0 5
wn
—sen 6 cos 0 E: X

Figura 5.31: Rotacdo de um angulo 6

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



390 Espacos R"

temos
U = (cosf,senb)
Uy = (—senf,cos0)
seja P = (x,y) um ponto qualquer do plano. Vamos determinar as coordenadas de P em relagéo

ao novo sistema de coordenadas. Para isto temos que encontrar z’ e ¢’ tais que
2'Uy +y'Uy =OP .

A equacdo acima é equivalente ao sistema linear

(cos@)z’ — (senf)y ==z
{ (senf)z’ + (cosO)y' =y (5.22)
ou
Ry X = P,
em que Ry = cos - —sen 0 eP=|" |. Asolucdo é dada por
d 7 | senf  cosf ly | ¢ P

Yy —sen@ cos6 Y

O sistema de coordenadas que aparece nos dois primeiros exemplos desta secdao podem ser
obtidos por uma rotagdo de um angulo § = 7/6 em relacédo ao sistema original.
A matriz Ry € chamada matriz de rotacao.

5.4.2 Translacao

|:x,:|:R9_1P:RéP:|: cos sen@} [1:]

Vamos considerar, agora, o caso em que O’ # O, ou seja, em que ocorre uma translacdo dos
eixos coordenados.
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y

o @

Figura 5.32: Coordenadas de um ponto PP em dois sistemas (translacao)

<y
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Observando a Figura 5.32, obtemos
0'P=0P — 00’ . (5.23)
Assim, se 00'= (h, k), entdo
O'P=(a'.y) = (w.9) — (h}) = (& — b,y — )

Logo, as coordenadas de PP em relagdo ao novo sistema sao dadas por

[P]{O’,El,Ez} = |: Z/ :| - |: 5:2 :| . (5.24)

O eixo x’ tem equacgdo ¢y = 0, ou seja, y = ke oeixoy’, 2’ = 0, ou seja, x = h.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 608)
5.4.1. Encontre as coordenadas do ponto P com relagdo ao sistema de coordenadas 8, nos seguintes
casos:
(@ 8 ={0,(1/v2,-1/v2),(1/v2,1/v2)} e P = (1,3);
(b) 8§ =1{0,(1/v2,-1/v/2,0),(0,0,1),(1/3/2,1//2,0)} e P = (2, —1,2);
5.4.2. Encontre o ponto P, se as coordenadas de P em relagdo ao sistema de coordenadas 8, [P]s,
s&o:
9 -1
@ [Pls = [ : } emque 8 = {0, (~1/V2,1/V2), (1/V3,1/V2)}. &) [Pls = | 1|, em
2
que $ = {0, (0,1/v/2,~1/v/2), (1,0,0),(0,1/v/2,1/v2)};
T
5.4.3. Sejam [P]z = | y | as coordenadas de um ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas
z
x/
R= {O,?,j’, E} e[P]s= | ¥ |,emrelagdo ao sistemade coordenadas § = {O, Uy, Us, Us}.
Z/

Suponha gque temos a seguinte relacao:

x 1 0 0 x’
y =10 12 =32 ||y
z 0 v3/2 1/2 2

Quais sao os vetores Uy, Us e Us?
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5.4.4. Determine qual a rotacao do plano em que as coordenadas do ponto P = (\/g, 1) séo { 1

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



5.4  Mudanca de Coordenadas 395

Exercicios Teoricos

5.4.5. Mostre que
R91 R92 - R01+927

em que

cosf@ —senf
sen 6 cos@ |’

|

5.4.6. Definimos coordenadas de pontos no espaco em relacdo a um sistema de coordenadas por
um ponto O’ e trés vetores V;, V5 e V5 L.I. ndo necessariamente ortonormais do R? da mesma
forma como fizemos quando os vetores formam uma base ortonormal. As coordenadas de um
ponto P no sistema de coordenadas {O’, V, V5, V3} € definido como sendo os escalares que

aparecem ao escrevermos O’ P como combinagéo linear dos vetores Vi, V5 e V3, ou seja, se
—
/ / / /
O P=zVi+yVa+ 2V,

entdo as coordenadas de P no sistema {O’, V;, V4, V3} séo dadas por

x/

/

[P]{O’7V1,V2,V3} - Yy
o

Assim, se O'P= (x,vy, ), entdo 2'V; + y'Va + 2'V3 =0’ P pode ser escrito como

/

x T
(Vi Vs Y | = |y
2 z
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(a) Mostre que a matriz @@ = [V} V5 V3] € invertivel.

(b) Mostre que as coordenadas de um ponto P no espaco em relacdo ao sistema
{0, V1, Va5, V3} estdo bem definidas, ou seja, 2/, ¢’ e 2’ estdo unicamente determinados
e sdo dados por

X X
I:P]{O/7V17V27V3} = y/ = Q_l y = Q_I[P]{O/,;,.;:E}
Z z
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Teste do Capitulo

1. Sejam S; e S5 subconjuntos finitos do R” tais que S seja um subconjunto de S; (S7 # S3). Se
S, € linearmente dependente, entéo:

(a) S; pode ser linearmente dependente? Em caso afirmativo dé um exemplo.
(b) S pode ser linearmente independente? Em caso afirmativo dé um exemplo.

2. Encontre os valores de \ tais que o sistema homogéneo (A — A\I3)X = 0 tem solugdo nédo
trivial e para estes valores de \, encontre um subconjunto de vetores ortonormais no conjunto
solucéo, para a matriz

A:

o O O
NN O
NN O

ok

3. Considere o vetor f; = (%’

).
(a) Escolha f, de forma que 8 = {fi, f>} seja base ortonormal do R?. Mostre que § € base.

(b) Considere P = (\/3, 3). Escreva P como combinagéo linear dos elementos de 8.

(c) Determine [P]{O,S}, as coordenadas de P em relacédo ao sistema de coordenadas deter-
minado pela origem O e pela base S.
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Capitulo 6

Diagonalizacao

6.1 Diagonalizacao de Matrizes

6.1.1 Motivacao

Certos processos sdo descritos em cada estagio por uma matriz A quadrada e em k estagios pela
poténcia k da matriz A, A*, em que k € um nimero inteiro positivo. Suponha que desejamos saber a

398
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399

matriz que corresponde a k estagios, para k um inteiro positivo qualquer. Se a matriz A é diagonal,

MO .0 ANeoo...0
0 X ... 0 0 X ... 0
A=| 77 _ C |, entdo AF=1| | 7 :
0 ... 0 X\ 0 ... 0 X

n

Se a matriz A ndo é diagonal, mas existe uma matriz P tal que

A0 0
B » 0 a0
A=PDP ", emque D= . ) ) ;

0 0 M,

entao

A2 = (PDP™Y(PDP™') = PD(P~'P)DP~' = PD2P~".

Agora, supondo que A*~! = PD¥~1P~1 temos que

AP = AM'A=(PDP " Y(PDPT)
= (PD*'P Y (PDP™') = PDY(P'P)DP!

A0 L0
k
_ ppipiop]| ) & "l
0 ... 0 M

n
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Assim, podemos facilmente encontrar a k-ésima poténcia de A.
Exemplo 6.1. Seja
1 -1
A= ] |

41

mostraremos no Exemplo 6.6 na pagina 415 que

1 1] 3 0
P:{—z 2| °© D:{o —1}

sdo tais que

Assim,

_ { 3k (—1)’f}1{2 —1}
=237 2(=1)F |42 1
1 { 2(3i+k(—_1):) (k—1)k_— :zk ]
4 [ A(=1)"=3%) 23"+ (=1)")

Vamos descobrir, a seguir, como podemos determinar matrizes P e D, quando elas existem, tais
que A = PDP~!, ou multiplicando & esquerda por P! e & direita por P, D = P~'AP, com D
sendo uma matriz diagonal. Chamamos diagonalizacdo ao processo de encontrar as matrizes P e
D.
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6.1.2 Autovalores e Autovetores

Definicdo 6.1. Dizemos que uma matriz A, n x n, & diagonalizavel, se existem matrizes P e D tais
que A = PDP~!, ou equivalentemente, D = P~' AP, em que D é uma matriz diagonal.

Exemplo 6.2. Toda matriz diagonal

A0 0
0 X 0
A= )
0 0 M\
é diagonalizavel, pois
A= (I,) AL,

Vamos supor inicialmente que a matriz A seja diagonalizavel. Entdo existe uma matriz P tal que
P AP =D, (6.1)

em que D é uma matriz diagonal. Vamos procurar tirar conclusdes sobre as matrizes P e D.
Multiplicando a esquerda por P ambos os membros da equacao anterior, obtemos

AP = PD. (6.2)
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Sejam
A0 ... 0
0 X ... 0
D= o eP=[Vi Voo VL,
0 ... 0 X\

em que V; € a coluna j de . Por um lado
AP=A[Vi Vo ... V| =[AVi AVy ... AV, ]

(Exercicio 1.1.17 na pagina 28) e por outro lado

A0 .00

0 X ... O
PD=[Vi Vo o Vul| 0 7 D = b

0 ... 0 X\,

(Exercicio 1.1.16 na pagina 28) Assim, (6.2) pode ser reescrita como,
[AV AVa ..o AV, =MV MV o0 AV, .

Logo,
AV = NV,

AV ]

para j = 1,...n. Ou seja, as colunas de P, V;, e os elementos da diagonal de D, /\j, satisfazem a

equacao
AX = )X,

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear
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em que A e X sdo incognitas. Isto motiva a seguinte defini¢ao.

Definicdo 6.2. Seja A uma matriz n X n. Um nimero real A\ & chamado autovalor (real) de A, se
U1
existe um vetor ndo nulo V' = : de R", tal que

Un,
AV = \V. (6.3)

Um vetor ndo nulo que satisfaca (6.3), € chamado de autovetor de A.

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



404 Diagonalizacéo

AV = A
v V=av AV =V v v
AV =2V

o (@]

A>1 0< A<l A<0

Observe que, usando o fato de que a matriz identidade

1 0 ... 0

0 1 0
I, =

0 ... 0 1

étal que I,V =V, a equacgdo (6.3) pode ser escrita como
AV = \LV

ou
(A—\IL,)V =0. (6.4)

Como os autovetores sao vetores nao nulos, os autovalores sdo os valores de A, para os quais o
sistema (A — \I,,)X = 0 tem solugéo no trivial. Mas, este sistema homogéneo tem solugdo ndo
trivial se, e somente se, det(A — AI,,) = 0 (Teorema 2.15 na pagina 121). Assim temos um método
para encontrar os autovalores e os autovetores de uma matriz A.
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Proposicao 6.1. Seja A uma matriz n X n.

(a) Os autovalores (reais) de A séo as raizes reais do polinémio

p(t) = det(A—t1,) (6.5)

(b) Para cada autovalor ), os autovetores associados a A sdo os vetores nao nulos da solucéo do
sistema
(A= XM,)X =0. (6.6)

Definicdo 6.3. Seja A uma matriz n x n. O polindmio
p(t) = det(A—t1,) (6.7)

€ chamado polinémio caracteristico de A.
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Assim, para determinarmos os autovalores de uma matriz A precisamos determinar as raizes
reais do seu polindmio caracteristico, que tem a forma p(t) = (—1)™" + a, 11" ' + ... + a1t + a.

Um resultado sobre polindmios que muitas vezes é (til, € o que diz que se ag, aq,...,a0,_1 SA0
inteiros, entdo as suas raizes racionais (se existirem) sdo nimeros inteiros e divisores do coeficiente
do termo de grau zero ay. Por exemplo, se p(t) = —t3 + 6t*> — 11t + 6, entdo as possiveis raizes
racionais séo +1, +2, +3 e £6. Substituindo estes valores em p(t), vemos que p(1) = 0, ou seja, 1
€ uma raiz de p(t). Finalmente, dividindo p(t) por t — 1, obtemos que p(t) = (¢t — 1)(—t? + 5t — 6).
Como as raizes de —t* + 5t — 6 sd0 2 e 3, ento as raizes de p(t), sdo 1,2 e 3.

Exemplo 6.3. Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz

=l

Para esta matriz o polindbmio caracteristico &

1—-t -1

p(t) = det(A — tly) = det [ 4 1%

}:(1—@2—4:1@—%—3.

Como os autovalores de A s&o as raizes de p(t), temos que os autovalores de A sdo \; = 3 e
Ao = —1.

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores Ay = 3 e \y = —1. Para
isto vamos resolver os sistemas (A — A\ 5) X = 0e (A — A\y15) X = 0. Como

-2 -1
A_)\1[2:|:_4 _2:|7
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entao
(A—)\llg)X:()
é
-2 -1 x| |0
M
ou

-2z — y =0
—4dr — 2y = 0
Wy = {(a, —2a) | @ € R}.
que € o conjunto de todos os autovetores associados a A\; = 3 acrescentado o vetor nulo. Agora,

(A - )\QIQ)X - 6

cuja solucao geral é

cuja solugao geral é
Wy = {(Oé, 20é> | a € R},

gue é o conjunto de todos os autovetores associados a Ay = —1 acrescentado o vetor nulo.

Exemplo 6.4. Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz

4 2 2
A=12 4 2
2 2 4
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Para esta matriz o polindmio caracteristico &
p(t) = det(A—t13) =det 2 44—t 2

= (4—t)det{4_t 2t}—2det{2 2 }+2det{2 4_t]

24— 2 4-—t 2 2
4—-t 2 2 2
= (4—t)det{ 5 4_t]—4det{2 4—t}

= (A—t)[4—1t)—4 -8(2—1t)=—t*+ 12t> — 36t + 32
Substituindo-se ¢ = 41 obtemos
p(1)=—1+412-36+32>0, p(—1)=1+12+36+32> 0.
Substituindo-se ¢ = 2 obtemos p(2) = 0. Dividindo-se p(t) por ¢t — 2 obtemos que
p(t) = (t —2)(—t* + 10t — 16) = (t — 2)*(8 — 1).

Portanto os autovalores de A sdo \; = 2 e Ay = 8. Agora, vamos determinar 0s autovetores
associados aos autovalores A\; e \y. Para isto vamos resolver os sistemas (A — \I3)X = 0 e
(A — XoI3)X = 0. Como

2 2 2 x 0
2 2 2 z 0
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A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

1 11:0
00 0:0
0 0 0

o O

Assim, a solug&o geral do sistema (A — A\ [3)X =0¢é

Wi ={(-a—§,0,a)|a,f €R},

gue é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 2 acrescentado o vetor nulo.

Com relag&o ao autovalor A\, = 8, o sistema (A — Ao [3) X =0 &

—4 2 2 T 0
2 —4 2 y|l =160
2 2 —4 z 0
A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é
10 —-1:0
01 —-1:0
0 0 0 ; 0

Assim, a solugéo geral do sistema (A — M\ [3) X =0 &

Wy = {(a, v, ) | @ € R}.

Nos exemplos anteriores, para cada autovalor encontramos todos 0s autovetores associados a
ele. Para cada autovalor A, o conjunto dos autovetores associados a ele acrescentado o vetor nulo
€ o conjunto solucdo do sistema linear homogéneo (A — AI,,) X = 0 e é chamado de autoespaco

associado ao autovalor .
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6.1.3 Diagonalizacao

Vamos enunciar e demonstrar o resultado principal deste capitulo. Ja vimos que se uma matriz A
€ diagonalizavel, entdo as colunas da matriz P, que faz a diagonalizacao, sao autovetores associados
a autovalores, que por sua vez sdo elementos da matriz diagonal . Como a matriz P € invertivel,
estes n autovetores sao L.l. Vamos mostrar, a seguir, que se a matriz A tem n autovetores L.I., entdo
ela é diagonalizavel.

Teorema 6.2. Seja A uma matriz nxn que temn autovetores L.I. V7, ..., V,, associadosa Ay, ..., \,,
respectivamente. Entao as matrizes

A 0 ... 0
0 X 0
P=[Vi V, ... V,] e D= _
0 0 A\
sao tais que
A=PDP™,

ou seja A é diagonalizavel. Reciprocamente, se A é diagonalizavel, entdo ela possui n autovetores
linearmente independentes.
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Demonstracao. Suponha que Vi, ..., V, sdo n autovetores linearmente independentes associados
al,...,\,, respectivamente. Vamos definir as matrizes
A 0 ... 0
0 X ... 0
P=[W V V.] e D= . .
0 0 A\

Como AV, = \;V;,paraj = 1,...,n, entdo

AP = A[Vi Vo ... V] =[AVi AV, ... AV, ]
A0 0
0 X ... 0
= [)\11/'1 Vo . )\nVn}:[Vl Vo ... Vn} , . , = PD.
0 0 A
Como V4, ..., V, séo L., a matriz P é invertivel. Assim, multiplicando a equac&o anterior por P~! &

direita obtemos
A=PDpP™.

Ou seja, a matriz A é diagonalizavel.
Vamos, agora, provar que se A é diagonalizavel, entédo ela possui n autovetores L.I. Se a matriz
A é diagonalizavel, entao existe uma matriz P tal que

A=PDP!, (6.8)
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em que D é uma matriz diagonal. Multiplicando a direita por P ambos os membros da equagao
anterior, obtemos

AP =PD. (6.9)
Sejam
A0 ... 0
0 X ... 0
D=1 L leP=[Vi V» ... V],
0 ... 0 X\,
em que V; é a coluna j de P°. Usando as definicdes de P e D temos que
AP:A[VI Vo .. Vn}:[Avl AV, L. AVH}
A0 ...00
0 X ... O
PD=[Vi Vo ... Vi ]| . o = e s VL
0 ... 0 X\,
Assim, de (6.9) segue-se que
AV; =0V,

paraj = 1,...n. Como a matriz P é invertivel, pela Proposicao 5.3 na pagina 320, os autovetores
Vi,...,V,sao L.l
[

Assim, se uma matriz A é diagonalizavel e A = PDP~!, entfo os autovalores de A formam a
diagonal de D e n autovetores linearmente independentes associados aos autovalores formam as
colunas de P.
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O resultado que vem a seguir, garante que se conseguirmos para cada autovalor, autovetores L.1.,
entao ao juntarmos todos os autovetores obtidos, eles continuaréo sendo L.I.

Proposicéo 6.3. Seja A uma matriz n X n. Se Vl(l), e Véll) sao autovetores L.I. associados a \q,
‘/1(2), ce vnf ) sd0 autovetores L.I. associados a A2y ey V(k V(,’f ) s80 autovetores L.I. associa-
dos a \;, com A ...\ distintos, entdo {Vl(l), o Vn(1 e V(k . ,Vn(f)} € um conjunto L.I.

Demonstracdo. Vamos demonstrar apenas para o caso em que temos dois autovalores diferen-

tes. O caso geral € inteiramente analogo. Sejam Vl(l), ey Vn(ll) autovetores L.l. associados a \; e
VI(Q), ey Vyff) autovetores L.I. associados a 5. Precisamos mostrar que a Unica solugédo da equagao
VI eV 4PV 1 ePVP =0 (6.10)

€ a solucdo trivial. Multiplicando a equacéo (6.10) por A e usando o fato de que os Vi(j) sdo autove-
tores, obtemos

2OV 42OV O PP @@ =0 (6.11)
Multiplicando a equacéo (6.10) por A, obtemos

AR VA AL CR) W VA O REF LD VA A BRI VR AR B (6.12)
Subtraindo a equacéo (6.11) da equacéo (6.12), obtemos

2P e = AV + 2@ — M)V =0,
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Como Vl(z), .. .,Vn(f) séo L., temos que x?) = ... = m%) = 0. Agora, multiplicando a equacéo

(6.10) por A, e subtraindo da equagéo (6.12) obtemos
azzgl)()\2 — )\1)‘/1(1) 44 %(111)()\2 _ )\1)‘/71(11) —0.

Como Vl(l), e Vn(ll) séo L.l., temos que x§” =...= x;? = 0. O que prova que todos os autovetores

juntos sao L.lI. |

Exemplo 6.5. Considere a matriz

A:

DN DN >~
NSRS N
=~ N BN

Ja vimos no Exemplo 6.4 na pagina 407 que seu polindmio caracteristico é p(t) = (t —2)(—t*+ 10t —
16) = (t — 2)*(8 — t), os seus autovalores sdo \; = 2 e A, = 8 e 0s autoespacos correspondentes
séo

Wl = {(—OK _ﬁaﬁaa) | avﬁ S R}7
Wy ={(, 0, ) | @« € R},
respectivamente. Vamos encontrar, para cada autoespaco, 0 maior nimero possivel de autovetores
L.l., ou seja, vamos encontrar uma base para cada autoespaco. E o teorema anterior garante que se

juntarmos todos estes autovetores eles vao continuar sendo L.I.
Para W, temos que

(—a—f,0,a) =a(-1,0,1) + 5(—1,1,0).
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Assim, os vetores V; = (—1,0,1) e Vo = (—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles s&o L.I. (um
nao é multiplo escalar do outro), entao eles formam uma base para W;. Assim, ndo podemos ter um
nimero maior de autovetores L.l. associados a A\; = 2 (Teorema 5.6 na pagina 337).

Para W, temos que o conjunto {V5 = (1,1,1)} é uma base para W5, pois como

(o, o, ) = (1,1, 1),

V3 gera W5 e um vetor ndo nulo € L.I. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de autovetores L.I.
associados a Ay = 8 (Teorema 5.6 na pagina 337).

Como V] e V; sdo autovetores L.I. associados a A e V3 € um autovetor L.I. associado a \;, entdo
pela Proposicdo 6.3 na pagina 413 os autovetores juntos Vi, V5 e V3 sédo L.I. Assim, a matriz A é
diagonalizavel e as matrizes

A 000 200 -1 -1 1
D=0 X 0 |=(020 e P=[Vi WL V3] = 0O 1 1
0 0 X 0 0 8 1 0 1
sao tais que
A= PDP
Exemplo 6.6. Considere a matriz
1 -1
=[]
Ja vimos no Exemplo 6.3 na pagina 406 que o seu polindmio caracteristico & p(t) = det(A —t I5) =
t2 — 2t — 3, que os seus autovalores sdo \; = 3 e Ay, = —1 e que 0s autoespacos correspondentes

sdo
Wy, ={(o, —20) |« e R} e Wy ={(a,20a) | « € R},
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respectivamente.

Para A, = 3, temos que {V} = (1,—2)} € uma base de W;. Assim, ndo podemos ter mais
autovetores L.I. associados a A;. De forma analoga para Ao = —1, {V2 = (1,2)} & um conjunto com
0 maior nimero possivel de autovetores L.I. associados a \y. Assim, a matriz A é diagonalizavel e as
matrizes

11 A0 3 0
SN TR R R
sdo tais que
D =P 'AP.
Exemplo 6.7. Considere a matriz
01
it

O seu polindmio caracteristico & p(t) = det(A — ¢ I,) = t?, assim A possui um (nico autovalor:
A1 = 0. Agora, vamos determinar os autovetores associados ao autovalor A\; = 0. Para isto vamos
resolver o sistema (A — A1) X = 0. Como

0 1
tnn-as[00])

o] [7]-10]
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-
0 =0
Wi ={(a,0) | « € R} = {a(1,0) | « € R}.

que € o autoespaco correspondente a A\; = 0. Assim, para \; = 0, temos que {V; = (1,0)} é
um subconjunto L.I. de V. Pelo Teorema 5.6 na pagina 337 nao podemos ter um niamero maior de
autovetores L.I. associados a A; e como s6 temos um autovalor ndo podemos ter mais autovetores
L.l. Portanto, pelo Teorema 6.2 na pagina 410, a matriz A ndo é diagonalizavel, ou seja, ndo existem
matrizes P e D tais que A = PDP~!.

ou

cuja solucao geral é

Exemplo 6.8. Vamos retomar a cadeia de Markov do Exemplo 1.9 na pagina 17. Vamos supor que
uma populagao é dividida em trés estados (por exemplo: ricos, classe média e pobres) e que em cada
unidade de tempo a probabilidade de mudanca de um estado para outro seja constante no tempo, s6
dependa dos estados.

Seja t;; a probabilidade de mudanga do estado j para o estado ¢ em uma unidade de tempo
(geracao). A matriz de transicao é dada por

ORONE)

t11 ti2 ti3
T = to1 To2 a3
t31 132 133

@O

Vamos considerar a matriz de transicdo

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



418 Diagonalizacédo

1

2

_ 1
T =13
0
Vamos calcular poténcias k de 71", para k um inteiro positivo qualquer. Para isto vamos diagonalizar

a matriz T'. Para isso precisamos determinar seus os autovalores e autovetores. Para esta matriz o
polinémio caracteristico &

-t 1 0
p(t) = det(T—tl;)=det | £+ 1-¢t 1
0 T it
1 Ly 1 1 1 1
_ (——t)det{Q z }——det[Q 2 }
2 T o3—t] 4 0 21—t
1 1 1 1,1
= (-t |(z-t)2-=|-=(=—t
G-0|G-0-5]-5G-0
3 1 3 1 1
= B4+t —ct=t(-t+t—2)=—tt—1)(t— =
FOR oSt D= ) =t = 1)t )
Portanto os autovalores de 7' sdo \; = 0,\, = 1/2 e A\3 = 1. Agora, vamos determinar

0s autovetores associados aos autovalores A, A\ e A3. Para isto vamos resolver os sistemas
(T — )\1[3)X = (_), (T — )\2[3)X = (_) e (T — )\3[3)X = (_) Como

L1 9
- 2 1 x 0
(T —M)X=TX=0 é % % % y|l =160
o iL=] Lo
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A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

1 —-1:0
0 2.0
0 0:0

S = O

Assim, a solug&o geral do sistema (T'— A\ [3) X =0 ¢é
W, = {(o, —2a,a) | @ € R},

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 0 acrescentado o vetor nulo. O conjunto
{Vi = (1,-2,1)} é uma base para W, pois como (a, —2c, @) = a(1,—2,1), V; gera W; e um
vetor ndo nulo é L.1.

Com relag&o ao autovalor A\, = 1/2, o sistema (7' — M\ I3)X =0 €

04110 T 0
3 03 ||y|=]|0
0 1o z 0

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

o O =
O = O
o O =
oo o

Assim, a solugéo geral do sistema (T — M\ [3) X =0 &

Wy = {(e,0,) | @ € R}.
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O conjunto {V5 = (1,0, 1)} & uma base para Wy, pois como («a, 0, @) = (1,0, 1), V3 gera Wy e um
vetor ndo nulo é L.I.
Com relagdo ao autovalor A3 = 1, o sistema (T — \3I3)X =0 ¢&

_% i 0 x 0
1 1 1

2 2 a2 ||V|=]0
1 1

U e 0

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é

10 —1:0
01 —2:0
00 0:0

Assim, a solugdo geral do sistema (T — \3[3) X =0 &
W3 = {(Oé,20é,Oé) | Q€ R}v

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A3 = 1 acrescentado o vetor nulo. O conjunto
{Vi =(1,2,1)} é uma base para Wy, pois como («, 2cv, v) = (1,2, 1), V; gera W, e um vetor ndo
nulo é L.I.

Como Vi,V; e V5 sdo autovetores associados a A, Ay e A3, respectivamente, entdo pela
Proposicao 6.3 na pagina 413 os autovetores juntos Vi, V5 e V3 sdo L.I. Assim, a matriz A é dia-
gonalizavel e as matrizes

M 000 000 1 -1 1
D=0 X 0 |=]030 e Q=[ViVaWs]=| -2 0 2
0 0 X 00 1 111
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sdo tais que
D=Q'TQ ou T=QDQ
Assim,
1 1 1
1 -1 1 0O 0 O T -1 1
k k-1 1 1 1
T" = QD"Q'=| -2 0 2 0 (3" 0 -5 0 3
1 1 1
1 1 1 0 0 1 T i3
RO I SO
= 1 1 1
2 2 2
RO R

Esta € a matriz que da a transicao entre k unidades de tempo (geracoes).
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 611)

6.1.1. Ache o polinbmio caracteristico, os autovalores e os autovetores de cada matriz:

11 1 -1
@ | ® |5
[0 1 2 1 0 0
(0O 0 3 -1 3 0
| 00 0 3 2 =2
[2 -2 3 (2 2 3
e (0 3 -2 11 21
| 0 -1 2 | 2 =2 1
6.1.2. Ache bases para os auto-espacos associados a cada autovalor
[2 00 (2 3 0
@ |3 -1 0 by 10O 1 0
| 0 43 | 0 0 2
(1 2 3 4 (2 2 3 4
0 -1 3 2 0 2 3 2
© 10 0 3 3 @ 10011
0 0 0 2 | 00 0 1
6.1.3. Verifique quais das matrizes sao diagonalizaveis:
1 4 10
@ |7 ® | 5 4
[ 1 1 -2 1 2 3
|4 0 4 @ |0 -1 2
|1 -1 4 | 0 0 2
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6.1.4. Ache para cada matriz A, se possivel, uma matriz ndo-singular P tal que P~ AP seja diagonal:

11 2 4 2 3
@ | 010 (b) 2 1 2
|0 1 3] —1 -2 0
[1 2 3] —21
0|0 10 (d) 0]
(21 2 0

Exercicios usando o MATLAB®

>> syms x y zdizao MATLAB® que as variaveis x, y e z séo simbélicas;

>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os
elementos all, al2, ..., amn e aarmazena numa variavel A;
>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,

., An colocadas uma ao lado da outra;

>> solve(expr) determina a solucdo da equagdo expr=0. Por exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solu¢des da equagio 22 — 4 = 0;

>> subs (expr,x,num) substitui na expresséo expr a variavel x por num.
>> [P,D]=eig(A) determina matrizes P e D (diagonal) tais que AP=PD.
inv (A) calcula a inversa da matriz A.

A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sao armazenados no formato
simbolico. A fungdo numeric faz o processo inverso.
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6.1.5.

6.1.6.

6.1.7.

6.1.8.

Comandos do pacote GAAL.:

>> A=randi(n) ou >> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente,
com elementos inteiros aleatorios.

>> escalona(A) calcula passo a passo a forma reduzida escalonada da matriz A.

Defina as matrizes B=sym(randi(2)) e A=[B-B’ ,,zeros(2,1) ;zeros(1,2) ,randi]. A ma-
triz A & diagonalizavel? Por que?

Defina as matrizes L=[eye(2) ,zeros(2,1) ;randi(1,2),0] e A=sym(L*L’). Determine o
polindbmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente inde-
pendentes com o maior nUmero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que
inv (P)*A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare
com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([2*a,a-b,a-b;0,a+b,b-a;0,b-a,a+b]). Determine o
polinbmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente inde-
pendentes com o0 maior nUmero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que
inv (P)*A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare
com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([a,0,b;2%b,a-b,2*b;b,0,a]). Determine o polindmio
caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independen-
tes com o maior numero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que
A=P*D*inv (P), se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare
com as matrizes que vocé encontrou.
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6.1.9. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos
Exercicios Tebricos
6.1.10. Dizemos que uma matriz B, n X n, € semelhante a uma matriz A, n X n, se existir uma matriz
P n#o singular tal que B = P~*AP. Demonstre:
(a) A é semelhante a A;
(b) Se A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A;
(c) Se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C'.

6.1.11. Seja A um autovalor (fixo) de A. Demonstre que o conjunto formado por todos os autovetores
de A associados a A, juntamente com o vetor nulo, € um subespaco de R". Este subespaco é
chamado de autoespacgo associado a \.

6.1.12. Demonstre que se A e B sdo semelhantes, entdo possuem os mesmos polindmios carac-
teristicos e portanto os mesmaos autovalores.

6.1.13. Demonstre que se A & uma matriz triangular superior, entdo os autovalores de A séo os ele-
mentos da diagonal principal de A.

6.1.14. Demonstre que A e A’ possuem os mesmos autovalores. O que podemos dizer sobre os
autovetores de A e A'?

6.1.15. Seja \ um autovalor de A com autovetor associado X. Demonstre que \* & um autovalor de

AF = A ... A associado a X, em que k & um inteiro positivo.
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6.1.16.

6.1.17.

6.1.18.

6.1.19.

6.1.20.

6.1.21.

6.1.22.

Uma matriz A é chamada nilpotente se A* = 0, para algum inteiro positivo k. Demonstre que
se A é nilpotente, entdo o Unico autovalor de A é 0. (Sugestdo: use o exercicio anterior)

Seja A uma matriz n X n.

(a) Mostre que o determinante de A € o produto de todas as raizes do polindmio caracteristico
de A; (Sugestdo: p(t) = det(A—t1,) = (—=1)"(t — A1) ... (t — A\n).)

(b) Mostre que A é singular se, e somente se, 0 for um autovalor de A.

Seja A\ um autovalor da matriz ndo-singular A com autovetor associado X. Mostre que 1/\ é
um autovalor de A~! com autovetor associado X .

. a b . , . . -
Seja A = [ ¢ d ] Ache as condigGes necessarias e suficientes para que A seja diagona-
lizavel.
Se V' e W sédo autovetores associados a um autovalor A, entdo W — proj,,W é também um

autovetor associado a A\? E se VV e W forem autovetores associados a autovalores diferentes?

Sejam A e B matrizes n x n. Mostre que AB e BA possuem os mesmos autovalores. (Su-
gestdo: Separe em dois casos: A = 0 e A # 0. No segundo caso, mostre que se V' é autovetor
de AB, entdo BV é autovetor de BA.)

Seja A uma matriz n x n diagonalizavel. Mostre que o traco de A é igual a soma das raizes
do seu polindmio caracteristico, incluindo as multiplicidades. (Sugestao: use o fato de que
tr(AB) = tr(BA).)
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6.1.23. Suponha que duas matrizes n x n A e B sdo tais que B = aA, para um escalar o # (. Mostre
que se \ é autovalor de uma matriz A, entdo o\ é autovalor de B.

6.1.24. Seja A uma matriz n x n com n autovalores diferentes. Mostre que A € diagonalizavel.
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6.2 Diagonalizacédo de Matrizes Simétricas

6.2.1 Motivacao

O problema da identificagcdo de uma conica (curva no plano descrita por uma equacgao de 2° grau
em x e y) através da sua equacao é facilmente resolvido se a equacdo nao possui um termo em que
aparece o produto xy. Mas, ao contrario, se aparece este termo misto, temos que fazer uma mudanca
de coordenadas de forma que nas novas coordenadas ele ndo apareca. Vejamos o exemplo seguinte.

Exemplo 6.9. Considere o problema de identificar uma conica representada pela equagao
322 4+ 2y + 3y = 4. (6.13)

Usando matrizes, esta equacao pode ser escrita como

3z +y x+3y]{”y”] =4

ou
3 1 €T
EIE M
ou ainda,
X'AX =4, (6.14)
em que

23] L)
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Como veremos adiante (Exemplo 6.11 na pagina 435), podemos escrever
A= PDP!
em que

pP=

1 1
7z oD — { 20 ]
-1 1 0 4 |°
V2 V2

Assim, a equacdao (6.14) pode ser escrita como

(X'P)D(P'X) = (P'X)'D(P'X) = 4.

Se fazemos a mudanca de variaveis (ou de coordenadas) X = PX’, entdo como P'P = I,, a
equacao (6.14) se transforma em

X"DX' =4
ou
, o~ 20 x|
[ Y] { 0 4|y |=1
gue pode ser reescrita como,
20" + 4y =4,
ou dividindo por 4, como
2 2
$_ + y_ =1
2 1

gue é a equacdo da elipse mostrada na Figura 6.2. Veremos na proxima se¢cdo como tracar esta
elipse.
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A matriz P, tem a propriedade de que a sua inversa é simplesmente a sua transposta, P! = P,
Uma matriz que satisfaz esta propriedade &€ chamada de matriz ortogonal. O que possibilitou a
identificac@o da conica, no exemplo anterior, foi o fato de que a matriz A é diagonalizavel através de
uma matriz ortogonal P. Ou seja, existe uma matriz P tal que A = PDP~'e P! = Pt

Ja vimos que nem toda matriz & diagonalizavel (Exemplo 6.7 na pagina 416). Vamos ver que se
uma matriz A é simétrica, entdo ela é diagonalizavel, isto &, existe uma matriz diagonal D e uma
matriz invertivel P tal que A = PDP~!. Alem disso, para matrizes simétricas, existe uma matriz P
tal que A = PDP!. Isto porque existe uma matriz ortogonal P que faz a diagonalizaco, ou seja,
que tem a propriedade P~! = P!, Em algumas aplicacdes a diagonalizacdo com uma tal matriz &
necessaria, como por exemplo na identificacédo de conicas.

Vamos em primeiro lugar, caracterizar as matrizes ortogonais.

6.2.2 Matrizes Ortogonais

Uma matriz P tal que P~! = P! & chamada de matriz ortogonal.

Proposicao 6.4. Uma matriz P € ortogonal se, e somente se, as suas colunas formam um conjunto
ortonormal de vetores.

Demonstracdo. Vamos escrever P = [U; ... U,]. Ou seja, Uy,...,U, séo as colunas de P. A
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inversa de P é P! se, e somente se, PP = I,,. Mas,

- Uty, UU, ... U,
1 Uty U, ... UL,
Ut . . .

n Utu, UU, ... ULU,

Logo, P*P = I, se, e somente se, U/U; = U; - U; = Oparai # je UlU; = U; - U; = 1 para
i=1,...n. Ouseja, P'P = I, se, e somente se, Uy, ..., U, sdo ortonormais. ]

Vamos supor que uma matriz A é diagonalizavel através de uma matriz ortogonal, ou seja, que
existe uma matriz P tal que D = P'AP é uma matriz diagonal. Como a matriz P &€ uma matriz cujas
colunas sao autovetores de A, deduzimos da proposicédo anterior que uma matriz A & diagonalizavel
através de uma matriz ortogonal se, e somente se, ela possui um conjunto ortonormal de autovetores.
Como veremos, as matrizes simétricas possuem esta caracteristica.

Proposicdo 6.5. Para uma matriz A simétrica, os autovetores associados a autovalores diferentes
sao ortogonais.

Demonstracdo. Sejam V; e V5 autovetores de A associados aos autovalores \; e \,, respectiva-
mente, com \; # \o. Entdo, AV; = \ Vi e AV, = A\ Vs,
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Agora, se escrevemos 0s vetores como matrizes colunas, o produto escalar & simplesmente o
produto matricial da transposta da primeira matriz pela segunda. Assim,

AVL - Vo = (A1) Vo = VIATV, = Vi - AV, (6.15)
Como A é simétrica A* = A e como V] e V, séo autovetores de A, temos de (6.15) que
AV Vo= A Vp - Vo

ou
(M —=X)Vi -V =0.

Como \; # Ag, concluimos que V; - V5, = 0, ou seja, V7, V5 sdo ortogonais. [ |

Como autovetores associados a autovalores diferentes ja sdo ortogonais, para diagonalizarmos
uma matriz simétrica A através de uma matriz P ortogonal, precisamos encontrar, para cada au-
tovalor, autovetores ortonormais associados a eles. Para isso, podemos aplicar a Proposicao 5.18
ou a Proposicao 5.19 na pagina 367 a cada conjunto de autovetores L.l. associados a cada um dos
autovalores.

Exemplo 6.10. Considere a matriz

4 2 2
2 4 2
2 2 4

A:

Esta &€ a matriz do Exemplo 6.5 na pagina 414. Para esta matriz o polindmio caracteristico é

p(t) = det(A —t13) = (t —2)*(8 —t)

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



6.2 Diagonalizacao de Matrizes Simétricas 433

Portanto os autovalores de A (raizes reais do polindmio caracteristico) sédo A\ = 2 e \y = 8.

Os autovetores associados aos autovalores A\; = 2 e A\, = 8 sdo as solugdes de (A—\;13) X = 0
e (A — \yI3) X = 0 respectivamente.

A forma escalonada reduzida de

2 2 2 1 11
A=2I3=|2 2 2 é 000
2 2 2 000

Portanto o autoespaco associadoa A\ = 2 é

Wl :{<_@_Baﬁva) ‘ @766R}7

Agora, (—a — f3,3,a) = a(—1,0,1) + B(—1,1,0). Assim, os vetores V; = (—1,0,1) e V;, =
(—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles s&o L.I. (um ndo é mdltiplo escalar do outro), entéo eles
formam uma base para W;.

Vamos encontrar dois autovetores ortonormais associados a A\; = 2. Para isso vamos usar a
Proposicado 5.18 na pagina 367.

Wl :‘/1 :(_17071)’ W2:‘/2_pro‘]W1‘/2:(_1/2717_1/2)

1
U, = (W) Wy = (=1/v2,0,1/v2)

1
U, = (W) Wy = (=1/v6,2/v6,—1/V6)
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Com relacao ao autovalor A\, = 8, temos que a forma escalonada reduzida da matriz

-4 2 2 1 0 -1
A—-8I; = 2 -4 2 é 0 1 -1
2 2 -4 0 0 O

Assim, 0 autoespaco associadoa Ay, = 8 &

Wy ={(o, 0, ) | @« € R}.

O conjunto {V3 = (1,1, 1)} € uma base para Wy, pois como (o, a, ) = (1,1, 1), V3 gera Wy e
um vetor ndo nulo é L.I. Assim, o vetor

1

Us = (m) Vs = (1/\/57 1/\/571/\/5)
3

forma uma base ortonormal para W.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.
Portanto, U7, U, e Uz sao ortonormais e assim a matriz

1 11
P: [U1U2U3] - 0 76 73
1 T M
V2 V6 V3B
satisfaz A = PDP!, em que
2 00
D=0 20
0 0 8
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s

p(t) =det(A—tl) =t"—6t+8=(t—2)(t —4).

Exemplo 6.11. Considere a matriz

N
I

O seu polindbmio caracteristico é

Portanto os autovalores de A sdo A\; = 2 e Ay = 4. Os autovetores associados aos autovalores
A =2e )\ = 4 s8o as solugdes de (A — A\ 1) X = 0e (A — N\15)X = 0 respectivamente.
A solugdo geral do sistema (A — 21,) X = 0 é o autoespago
Wy ={(a, —a) | @ € R}.

Como (o, —a) = «(1,—1), entdo V; = (1,—1) gera W; e como um vetor ndo nulo é L.I., {V;} é
uma base de W;. Assim,
o ota)- o)
ARl Ve Ve
€ uma base ortonormal de W;.
A solugao geral do sistema (A — 41,) X = 0 é o autoespago

Wy = {(o, ) | @« € R},

Como (o, ) = «(1,1), entdo V2 = (1, 1) gera W5 e como um vetor ndo nulo é L.1., {V,} € uma base

de M/Q ASSiIII,
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€ uma base ortonormal de W,.
Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.

Portanto
20
eD = { 0 4 ] .

x

I
Sl=sl-
S5l

sdo tais que A = PD Pt

O proximo resultado, que nao sera demonstrado no momento (Apéndice V na pagina 440), garante
gue o procedimento seguido nos dois exemplos anteriores sempre funciona, ou seja, que toda matriz
simétrica é diagonalizavel através de uma matriz ortogonal.

Teorema 6.6. Se A € uma matriz simétrica, entdo existe uma matriz P ortogonal e uma matriz dia-
gonal D tal que
A=PDP".

Assim, se A € simétrica, entdo ela é diagonalizavel.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 630)

6.2.1. Diagonalize cada matriz dada A por meio de uma matriz ortogonal, ou seja, ache uma matriz
ortogonal P tal que P'AP seja diagonal:

2 2 2 1
(a)_22 (b)_12
[0 0 1] [0 0 0]
© |00 0 @ [0 2 2
|10 0 | 0 2 2|
[1 1 0] [2 1 1]
@ |1 10 M |1 21
|0 0 1 11 2
[1 2 00 [0 0 00
2100 0000
@ 101 2 ™ 10001
0021 0010

Exercicios Tedricos
6.2.2. Mostre que se A é uma matriz ortogonal, entdo det(A) = +1.
6.2.3. Mostre que se A e B sdo matrizes ortogonais, entdo AB é ortogonal.

cosf) —send

6.2.4. (a) Verifigue se a matriz [ sen 0 cos f)

1 € ortogonal;
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(b) Mostre que X = (z,y) é ortogonala V' = (a,b) # 0 com || X|| = ||V|| se, e somente se,
X = (=b,a)ou X = (b, —a).

(c) Mostre que se A € uma matriz ortogonal 2 x 2, entdo existe um namero real ¢ tal que

A [ cosf@ —senf }

ou . cosf sen 6
| senf  cosé o '

senf) —cost
A primeira matriz tem determinante igual a 1 e € chamada matriz de rotagao.

(Sugestao: Comece com uma matriz (aij)gxg e use o fato de que as colunas sao ortonor-
mais. Uma das equacdes serd a?, + a3, = 1. Faga a;; = cos 6 e ag; = sen 6. Use o item
anterior.)

6.2.5. Mostre que se uma matriz A é diagonalizavel por uma matriz ortogonal (isto €, existem P e D,
com P! = Pt e D diagonal, tais que A = PDP?), entdo A &€ uma matriz simétrica.

6.2.6. Dizemos que uma matriz simétrica A, n x n, & (definida) positiva se X*AX > 0, para todo
X € R*, X # 0, X escrito como matriz coluna. Mostre que sdo equivalentes as seguintes
afirmacoes:

(a) A matriz A é definida positiva.

(b) A é simétrica e todos os autovalores de A sdo positivos.

(c) Existe uma matriz definida positiva B tal que A = B2. A matriz B é chamada a raiz
quadrada de A.

(Sugestao: Mostre que (a)=-(b)=-(c)=-(a). Na parte (b)=-(c) faca primeiro o caso em que A é
uma matriz diagonal)
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6.2.7. Seja A uma matriz invertivel n x n. Mostre que existe uma matriz simétrica definida positiva
P e uma matriz ortogonal U, tal que A = PU. Esta decomposi¢do & Unica chamada de
decomposicdo polar de A. (Sugestdo: Sejam P = (AA")Y/2 e U = P~'A. Mostre que
Uut =1,)

6.2.8. Seja Aumamatrizn xn. Parak = 1,...,n, seja A, a submatriz obtida de A eliminando-se as
Gltimas n — k linhas e colunas. A, é chamada submatriz principal de A de ordem k. Mostre
gue se A & uma matriz simétrica definida positiva n x n, entdo

(a) A é nao singular;
(b) det(A) > 0;

(c) as submatrizes principais A1, ..., A, sdo todas definidas positivas. (Sugestdo: considere
vetores X, tais que os Ultimos n — k elementos sdo nulos.)
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Apéndice V: Autovalores Complexos

Vamos provar que toda matriz simétrica € diagonalizavel através de uma matriz ortogonal. Para
isto, precisamos trabalhar com matrizes cujas entradas sdo nimeros complexos. Vamos chamar o
conjunto das matrizes m x n cujas entradas sdo nimeros complexos de M,,,,(C).

Para uma matriz A = (a;;) € M,,,(C), definimos o conjugado da matriz A, denotado por A
como sendo a matriz B = (b;;) € M,,,(C) dada por b;; = a,;, em que, se a;; = «;; + if3;;, entdo
C_Lij = Q4G5 — Zﬁlﬂ

Para as matrizes de M,,,,(C) além das propriedades que ja foram demonstradas no Teorema 1.1
na pagina 10 sao validas as seguintes propriedades, cuja demonstracéo deixamos a cargo do leitor:

(p) Se A € M,,,,,(C) e B € M,,,(C), entéo

=
S
I

|
|

(@) Se A € M,,,(C) e x € C, entéo

d
i
g
|

Proposicdo 6.7. Seja A uma matriz n x n com entradas reais. Se Z € M,,;(C), € um autovetor de A
associado a um autovalor complexo A = « + i3 com [ # 0, ou seja, se AZ = AZ, entdo Z também
€ um autovetor de A associadoa A = a — if3.
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Demonstracéo.

Teorema 6.8. Toda matriz simétrica, cujas entradas sao nimeros reais, possui autovalor real.

Demonstracdo. Seja A uma matriz simétrica, cujas entradas sdo nameros reais. Vamos mostrar que
as raizes do seu polindmio caracteristico séo reais. Seja A uma raiz do polinémio caracteristico de A.
Entdo o sistema linear (A — AI,,)Z = 0 tem solugdo nao trivial Z € M,,;(C). O que implica que

AZ = \Z.

Como A é uma matriz cujas entradas s&o nimeros reais, pela Proposicdo 6.7 temos que AZ = \ Z.
Por um lado,
ZAZ=7€N2=X27Z=\)_ |
i=1
Por outro lado "
Z'AZ=7'AZ =(A2)'Z =272 =X\ |a|*
=1

Logo, A = A, ou seja, A € um nimero real. [ |
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Demonstracao do Teorema 6.6 na pagina 436. O resultado é obvio se n = 1. Vamos supor que
o resultado seja verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1) e vamos provar que ele é verdadeiro
para matrizes n X n. Pelo Teorema 6.8 a matriz A tem um autovalor \;. Isto significa que existe
autovetores associados a \;. Seja V; um autovetor de norma igual a 1 associado a \;. Sejam
Vo, ..., V, vetores tais que {V7,...,V,} € uma base ortonormal de R™ (isto pode ser conseguido
aplicando-se o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt a uma base de R™ que contenha /)
Seja P, =[Vi ... V,]. Como AV} = \ Vi e AV,, ..., AV, sdo combinagdes lineares de Vi, ..., V,,
temos que

AP, =[AV) ... AV, | =[V} ... V,]M = P/ M, (6.16)

)\1 X ... X

em que M = 0 . Multiplicando-se a esquerda (6.16) por P} obtemos M =
: B

0
PIAP;. Mas, M' = (P{AP,)t = P'A'P, = PLAP, = M, ou seja, a matriz M é simétrica. Portanto,

com B uma matriz simétrica (n — 1) x (n — 1). Como estamos supondo o resultado verdadeiro para
matrizes (n—1) x (n—1), entdo existe uma matriz ortogonal P, (n—1) x (n—1), talque Dy = PiBP;
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1 0 ... 0
é diagonal. Seja P, = | 0 N . Seja P = P, P,. P é ortogonal (verifique!) e pela
: Py
0
equacao (6.16)
A1 0O ... 0
AP = (AP)P, = PLMP, =P, | 0 .
. BP2
0
Mas, B]52 = ]52D2 e assim,
A1 0 . 0
AP=pPp| 0 = PD,
. DQ
0
A1 0 . 0
emque D= | 0 . Multiplicando-se a esquerda por P! obtemos o resultado. W
: Dy
0
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Diagonalizacao

4 W2 4
. 2 W =(1,2)
. - vV =(1,-2) X
AW
. / | Wl‘ . B Y
Figura 6.1: Autovetores associadosa \; = 3 ea A, = —1 da matriz do Exemplo 6.3
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yA

Eo Wa

>N

%

Figura 6.2: Elipse do Exemplo 6.9
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6.3 Aplicacao na Identificacdo de Conicas

Uma cénica no plano é definida como o conjunto dos pontos P = (x, y) que satisfazem a equagéo
az® +bxy +cy’ +dr+ey+ f =0,

em que a, b, c,d, e e f sdo nimeros reais, com a, b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Vamos estudar
a elipse, a hipérbole e a parabola, que sdo chamadas cénicas nado degeneradas. As outras que
incluem um Gnico ponto e um par de retas sao chamadas cbnicas degeneradas. Como veremos
adiante as conicas nao degeneradas podem ser obtidas da interse¢cdo de um cone circular com um
plano.

Dizemos que a equacgdo de uma conica ndao degenerada esta na forma padrdo se ela tem uma
das formas dadas na Figura 6.17 na pagina 466.

Nesta secdo veremos como a diagonalizacdo de matrizes simétricas pode ser usada na
identificacdo das conicas cujas equagcdes ndo estao na forma padrdo. Antes, porem, vamos definir as
cbnicas como conjunto de pontos que satisfazem certas propriedades e determinar as equagdes na
forma padréo.

6.3.1 Elipse

Definicdo 6.4. A elipse é o conjunto dos pontos P no plano tais que a soma das distancias de P
a dois pontos fixos F; e F; (focos) é constante, ou seja, se dist(F}, Fy) = 2¢, entdo a elipse € o
conjunto dos pontos P tais que

dist(P, Fy) + dist(P, Fy) = 2a,

em que a > c.
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Figura 6.3: Elipse que é o conjunto dos pontos P = (x, y) tais que dist(P, F}) + dist(P, Fy) = 2a
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Uma elipse pode ser desenhada se fixarmos as extremidades de um barbante de comprimento
2a nos focos e esticarmos o barbante com uma caneta. Movimentando-se a caneta, mantendo o
barbante esticado, a elipse sera tracada (Figura 6.3).
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Proposicdo 6.9. (a) A equagéo da elipse cujos focos séo I} = (—c,0) e Fy = (¢,0) é

Y (6.17)

1 (6.18)

Em ambos os casos b = v a? — 2.

Demonstracdo. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a
demonstracédo da segunda parte. A elipse & o conjunto dos pontos P = (x, y) tais que

dist(P, Fy) + dist(P, F») = 2a,

ou seja,
| By P (| + ]| P || = 2a,

gue neste caso é

V(@ +e?+y?+/(x—c) + 42 =2a

ou
(x+e)?+y?2=2a—+/(x—c)?+y%
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Diagonalizacao

Ay

Fy

B,

Figura 6.4: Elipse com focos nos pontos F}

(—c,0) e Fy = (c,0)

Az = (a,0)
By = (b,0)
Fy = (c,0)

Bi -

x
Ay = (0,-a) Fy Az = (0,a)
By = (~b,0) Bz = (b,0)
=(0,—0) A Fy = (0,¢)

F1

Figura 6.5: Elipse com focos nos pontos F}

(0,—c) e F, = (0,c¢)

Julho 2006
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Elevando ao quadrado e simplificando, temos
ay/(r —c)2+1y2 =a® — cz.
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos
(a® — )a? + a*y? = a*(a® — &)

Como a > ¢, entdo a? — ¢® > 0. Assim, podemos definir b = /a2 — ¢2 e dividir e equago acima por
a’b? = a?(a® — ¢?), obtendo (6.17). |

Nas Figuras 6.4 e 6.5, os pontos A, Ay, B; e By sdo chamados vértices da elipse. Os segmen-
tos A1 A; e B; B, sdo chamados eixos da elipse.
c

A excentricidade da elipse € o nmero e = —. Como, ¢ < a, a excentricidade de uma elipse € um

namero real ndo negativo menor que 1. Observeaque se I} = F5, entdo a elipse reduz-se ao circulo
de raio a. Além disso, como ¢ = 0, entdo e = 0. Assim, um circulo &€ uma elipse de excentricidade
nula.

A elipse & a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao passa pelo
vértice, ndo € paralelo a uma reta geratriz (reta que gira em torno do eixo do cone de forma a gera-
lo) e que corta apenas uma das folhas da superficie (ver Exercicio 6.3.16 na pagina 479).
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6.3.2 Hipérbole

Definicao 6.5. A hipérbole € o conjunto dos pontos P no plano tais que o modulo da diferenca entre
as distancias de P a dois pontos fixos F; e F, (focos) é constante, ou seja, se dist(F}, Fy) = 2¢,
entao a hipérbole é o conjunto dos pontos P tais que

| dist(P, Fy) — dist(P, Fy)| = 2a,

em que a < c.

Podemos desenhar uma parte de um ramo de uma hipérbole da seguinte forma. Fixamos uma
extremidade de uma régua em um dos focos, fixamos uma extremidade de um barbante (de compri-
mento igual ao comprimento da régua menos 2a) na outra ponta da régua e a outra extremidade do
barbante no outro foco. Esticamos o barbante com uma caneta de forma que ela fique encostada na
régua. Girando-se a régua em torno do foco no qual ela foi fixada, mantendo o barbante esticado com
a caneta encostada na régua, uma parte de um ramo da hipérbole sera tracada (Figura 6.7).

Proposicdo 6.10.  (a) A equagdo da hipérbole cujos focos sdo F; = (—c¢,0) e Fy = (¢,0) é

r_¥Y (6.19)
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Figura 6.7: Hipérbole que é o conjunto dos pontos P = (z, y) tais que |dist( P, F})—dist( PNFL)| = 2a
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<y

Figura 6.8: Hipérbole com focos nos pontos Figura 6.9: Hipérbole com focos nos pontos
Flz(—c,O)ngz(c,O) F1:(O,—c)eF2:(O,c)
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e das assintotas (retas para onde a curva se aproxima, quando x — +00) sao
b
Y= :E—l',
a

(b) A equacdo da hipérbole cujos focos séo F; = (0, —c) e F» = (0,¢) é

2 2
Y xr-
2 E 1 (6.20)
e das assintotas sao a

Em ambos os casos b = v/c2 — a?.

Demonstracdao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a
demonstracdo da segunda parte. A hipérbole é o conjunto dos pontos P = (z, y) tais que

dist(P, Fy) — dist(P, Fy) = +2a,

ou seja,
|| FyP || — || FyP || = £2a,

gue neste caso é

Vet +y? = V(e =) +y = £2a

V(4?2 +y?=22a++/(x — )2+ 92
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Elevando ao quadrado e simplificando, temos

tay/ (v — )2 +y2 = a® — cx.
Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos
(CL2 o 02)372 +a2y2 — aQ(aQ o 02)

Como a < ¢, entdo ¢ — a? > 0. Assim, podemos definir b = v/c? — a? e dividir e equagéo acima por
—a?b? = a*(a® — ¢?), obtendo (6.19).
Se a equacdo (6.19) é resolvida em y obtemos y = :I:gx/:zc2 — a? que, para x > 0, pode ser

escrita como
b a?
y==x-z\/1-—.
a T

Para x > ( muito grande, o radical no segundo membro é proximo de 1 e a equagéo se aproxima de
b
y==+—z.
a

O mesmo ocorre para z < 0 muito grande em modulo (verifique!).
|

Nas Figuras 6.8 e 6.9, os pontos A; e A, sdo chamados vértices da hipérbole. A excentricidade
da hipérbole € o nimero e = E. Como, ¢ > a, a excentricidade de uma hipérbole & um nimero real
maior que 1. “

A hipérbole é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nado passa pelo
vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz e que corta as duas folhas da superficie (ver Exercicio
6.3.16 na pagina 479).
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Figura 6.10: Hipérbole obtida seccionando-se um cone com um plano
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6.3.3 Parabola

Definicao 6.6. Uma parabola é o conjunto dos pontos P no plano equidistantes de uma reta r
(diretriz) e de um ponto F' (foco), nao pertencente a r, ou seja, a parabola & o conjunto dos pontos
P tais que

dist(P, F') = dist(P,r).

Podemos desenhar uma parte da parabola da seguinte forma. Colocamos um esquadro com um
lado cateto encostado na reta diretriz, fixamos uma extremidade de um barbante (de comprimento
igual ao lado cateto do esquadro perpendicular a reta diretriz) no foco, a outra extremidade na ponta
do esquadro oposta ao lado que esta encostado na reta diretriz. Esticamos o barbante com a caneta
de forma que ela figue encostada no lado do esquadro perpendicular a reta diretriz. Deslizando-se o
esquadro na direcao da reta diretriz mantendo o lado encostado nela uma parte da parabola é tracada
(Figura 6.11).

Proposicdo 6.11.  (a) A equacdo da parabola com foco ' = (p,0) e reta diretrizr : =z = —p é

y? = 4px, (6.21)

(b) A equacdo da parabola com foco F' = (0, p) e reta diretrizr : y = —p é

z? = 4dpy. (6.22)
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Figura 6.11: Parabola que é o conjunto dos pontos P = (x, y) tais que dist(P, ') = dist(P, )
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vy

Pg : K

=y

Figura 6.12: Parabola com foco no ponto F' =
(p,0)ep>0

Figura 6.13: Parabola com foco no ponto F' =
(0,p)ep>0
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y A T&: y A
I TLYy=-p
A | no -
X
F
F Py _
X
F = (p,0) F = (0,p)
Py = (0,0) Py = (0,0)
Figura 6.14: Parabola com foco no ponto F' = Figura 6.15: Parabola com foco no ponto F' =
(p,0)ep <0 (0,p)ep <0
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Demonstracdo. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a
demonstracédo da segunda parte. A parabola é o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que

dist(P, F') = dist(P, ),

gue neste caso é
Vi(z—p)+y* =z +pl,

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos (6.21). |

Nas Figuras 6.12, 6.13, 6.14 e 6.15, o ponto F, € o ponto da parabola mais proximo da reta
diretriz e € chamado de vértice da parabola. A parabola é a curva que se obtém seccionando-se um
cone por um plano paralelo a uma reta geratriz do cone conforme a Figura 6.16 na pagina 464 (ver
Exercicio 6.3.16 na pagina 479).

Vamos resumir numa tabela as cbnicas nao degeneradas e suas equacdes na forma padrao.
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2?2y
—t5=1La>b Elipse =4+ —==1,a>b
a h? ,

(b,0)

(—a,0) C)(a,o) (=b,0) (b,0)

(=b,0)
0, —a)
2 2
€T .
v 1 Hipérbole
a2 h?
<z y £Z
N
\9\6@ Y
—a,0)|(a,0)

(0, —a)
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y> =dpz, p>0 Parabola 2? =dpy, p>0
m y
Il
T Yy=-—-p
y? = 4px, p <0 22 =4dpy, p <0
’ v Tiy=-—p '

Figura 6.17: Conicas nao degeneradas com equacdes na forma padrao
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Vamos ver, agora, como a diagonalizacao de matrizes simétricas pode ser usada na identificacao
das conicas cujas equacdes nao estdo na forma padrao. Vamos estudar alguns exemplos.

Exemplo 6.12. Considere a conica C' cuja equacgao é
52% — 4xy + 8y* — 36 = 0.

Esta equacdo pode ser escrita como
X'AX —36=0, (6.23)

=5 5]

em que

O polindmio caracteristico de A é

D—A =2

p(A) = det(A — \Iy) = det [ 9 g

] =)\ — 13\ +36.

Logo, os autovalores de A sdo A = 4 e Ay = 9. Os autovetores associados a \; = 4 sdo as solucbes
nao nulas do sistema
(A—4,)X =0

ERIMEN]

Vi ={Q2a,a) | a € R}.

ou

cuja solugao é
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Assim, Vi = (2,1) & uma base para V,, poisgeraVy e é LI. EW, = i = (\/lg, \/ig) é uma base
ortonormal para V.
Os autovetores associados a \s = 9 sao as solugdes nédo nulas do sistema

ou

cuja solugao é
Vo ={(—q,2a) | « € R}.

Assim, V5 = (—1,2) & uma base para Vs, pois gera Vo e € LI E Wy = 727 = (7, %) € uma base
ortonormal para V5. Portanto,

A= PDP!

em que,

D:[g 8] eP:[W1W2]=[

S
St

Substituindo-se A = P D P! na equac&o (6.23) obtemos

X'PDP'X — 36 = 0.

/

Substituindo-se X = PX’, ou equivalentemente, X’ = P'X, em que X' = { z, ] na equacao

(6.23), obtemos
X"DX' —36 =0,
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ou
42" + 9y — 36 = 0,
ou ainda . .
z Yy
— + = =1 6.24
9 + 1 (6.24)

que € a equacao de uma elipse cujo esboco € mostrado na Figura 6.18. Para fazer o esbogco do
grafico, em primeiro lugar temos que tracar os eixos x’ e y’. O eixo x’ & obtido fazendo ¢y’ = 0 na

equacao
Q:/
[ y }

e o eixo y’ € obtido fazendo =’ = 0. Assim eixo x’ passa pela origem, é paralelo e possui 0 mesmo
1

_O_

Mo 2
X=PX ou |°” :[@
y

sl

sentido do vetor I/, que tem coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas x'y’. Ou

seja, W, = P [ 1

0 ] , que € a primeira coluna de P. O eixo y’ passa pela origem, & paralelo e possui o

: 0 ~ .
mesmo sentido de 1/, que tem coordenadas [ } em relagdo ao sistema de coordenadas x’y’. Ou

1

seja, Wy = P [ 0 , que é a segunda coluna de P. Depois, a partir da equacao (6.24), verificamos

1
na Figura 6.17 na pagina 466 a forma da curva em relagéo aos eixos x’ e y’.

Exemplo 6.13. Considere a cOnica cuja equacgao € dada por
20 80
52% —day +8y* + =2 — —(=y +4=0.

V5 Vb
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Wa W1

Figura 6.18: Elipse do Exemplo 6.12
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Esta equacdo pode ser escrita como
X'AX + KX +4=0,
em que
S ERELNE
A matriz A &€ a mesma do exemplo anterior. Assim, temos que
A= PDP"
em que,

D:[é 8] eP:[WIWQ]:[

Substituindo-se A = P D P! na equac&o (6.25) obtemos

X'PDP'X + KX +4=0.

/

/
Substituindo-se X = PX’ ou X' = P'X,emque X' = { 5 ] :

X"DX'+ KPX' +4=0,

SN
S

(6.25)

ou

4o’ + 9y — 82’ — 36y +4=0.
ou ainda,

4(2" = 22) +9(y? — 4y ) +4 =0
Julho 2006
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Completando-se os quadrados, obtemos
4[(z? =22 +1) = 1]+ 9[(y* — 4y +4) — 4] +4=0

ou
4(2" —1)* +9(y — 2)* — 36 = 0.

Fazendo-se mais uma mudanca de variaveis

2 = a2 —-1e (6.26)
y' o=y =2 (6.27)
obtemos
41_/12 _I_ 9y//2 o 36 _ 0
ou 112 12
x Yy
— 4+ =1 6.28
9 + 1 (6.28)

gue é a equacao de uma elipse cujo esboco é mostrado na Figura 6.19. Para fazer o esboco do
grafico, em primeiro lugar temos que tragar os eixos x” e y”, que por sua vez sdo translacdes dos

. : . . 1 o
eixos x’ e y'. O eixo x’ tem a diregéo e o sentido do vetor W; = P } (a primeira coluna de P).

0
O eixo y’ tem a direcéo e o sentido do vetor W, = P [ (1]
equacdo iy’ = 0. Usando a equacgéo (6.26) obtemos ¢’ = 2. O eixo y” tem equacéo z” = 0. Usando
a equacéo (6.27) obtemos 2/ = 1. Depois, a partir da equacéo (6.28), verificamos na Figura 6.17 na
pagina 466 a forma da curva em relagdo aos eixos x” e y”.

] (a segunda coluna de P). O eixo x” tem
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Figura 6.19: Elipse do Exemplo 6.13
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Os exemplos anteriores sdo casos particulares do proximo teorema, cuja demonstracao € feita da
mesma forma que fizemos com os exemplos e por isso deixamos para o leitor a tarefa de escrevé-la.

Teorema 6.12. Considere a equacao
azx® +bxy +cy® +dr +ey+ f =0, (6.29)

com a,b,c,d, e, f € R, sendo a,b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Entdo existe um sistema de
coordenadas ortogonal x’y’, em que a equacéo (6.29) tem a forma

)xlx'2+)\2y'2—|—d'x’—|—e'y'—|—f:O,

em gue A\, Ay sdo os autovalores de

7]

Mais ainda,
X =PX',

PY.

/
em que X' = [ a;/ } , X = { 5 } e P & uma matriz ortogonal (P!
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 641)

Identificar a cOnica, achar a equacao no Gltimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um esbogo
do gréfico.

6.3.1. 922 — 4zy + 62 = 30;
6.3.2. 322 — 8xy — 12y% + 81 = 0;
6.3.3. 222 — 4oy — y? = —24;
6.3.4. 2122 + 62y + 13y? — 132 = 0;
6.3.5. 42% — 20xy + 25y* — 152 — 6y = 0;
6.3.6. 922 + 4% + 62y — 10v/10z + 10v/10y + 90 = 0;
6.3.7. 522 + 5y? — 6xy — 302z + 18v/2y + 82 = 0;
6.3.8. 5z + 12zy — 12¢/13z = 36;
6.3.9. 622 4 9y? — 4oy — 45z — 185y = 5;
6.3.10. 2% — 3% + 2\/§xy + 62 = 0;

6.3.11. 822 + 8y* — 16xy + 33v/2x — 312y + 70 = 0;
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6.3.12. 2% — 6zy — Ty*> + 10x + 2y + 9 = 0;

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do pacote GAAL.:

>> [P,D]=diagonal(A) diagonaliza a matriz A, de forma que AP=PD, em que D & uma matriz
diagonal e P € uma matriz ortogonal.

>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressdo expr as variaveis x,y por a,b, res-
pectivamente.

>> elipse(a,b) desenha a elipse ﬁ—z + Z—j =1.

>> elipse(a,b, [U1 U2]) desenha a elipse %2 + %22 = 1, em que 2’ e ¥’ sdo as coordenadas
em relacdo a base ortonormal Ul e U2.

12

>> elipse(a,b, [U1 U2],X0) desenha a elipse “;'—2 + y;—f = 1, em que 2" e 3" sdo as coor-
denadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e
pelo ponto XO.

>> hiperbx(a,b) desenha a hipérbole 2—2 — ?;—z =1.

>> hiperbx(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole ”Z—’; — yb; =1, em que 2’ e 3/ sdo as coor-
denadas em relagao a base ortonormal U1l e U2.

>> hiperbx(a,b, [Ul U2],X0) desenha a hipérbole “;:—;2 — yl:—f =1, em que z” e y” s@o as
coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

>> hiperby(a,b) desenha a hipérbole z—z — 95_22 =

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



6.3 Aplicacdo na Identificacdo de Conicas 477
>> hiperby(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole %22 — %2 = 1, em que 2’ e ¥ sdo as coor-
denadas em relacdo a base ortonormal U1l e U2.

. , 112 "2 ~

>> hiperby(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole ;- — %5~ = 1, em que 2" e y” s&o as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.
>> parabx(p) desenha a parabola y? = 4px.
>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a parabola 4" = 4pz’, em que 2’ e iy’ sdo as coordenadas
em relacdo a base ortonormal U1 e U2.
>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a parabola y"?> = 4pz”, em que z” e 3" sdo as coorde-
nadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por
XO.
>> paraby (p) desenha a parabola z* = 4py.
>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a parabola z'? = 4py’, em que 2’ e ¥’ s&o as coordenadas
em relacdo a base ortonormal U1 e U2.
>> paraby(p, [U1 U2],X0) desenha a parabola 2" = 4py”, em que z” e 3" sdo as coorde-
nadas em relacéo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por
XO.

6.3.13. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios TeoOricos
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6.3.14.

(&)

(b)

Verifiqgue que com o procedimento abaixo realmente desenhamos uma parte de um ramo
de uma hipérbole. Fixamos uma extremidade de uma régua em um dos focos, fixamos
uma extremidade de um barbante (de comprimento igual ao comprimento da régua menos
2a) na outra ponta da régua e a outra extremidade do barbante no outro foco. Esticamos
o barbante com uma caneta de forma que ela fiqgue encostada na régua. Girando-se a
régua em torno do foco no qual ela foi fixada, mantendo o barbante esticado com a caneta
encostada na régua, uma parte de um ramo da hipérbole sera tracada (Figura 6.7 na
pagina 454).

Verifique que com o procedimento abaixo realmente desenhamos uma parte de um ramo
de uma parabola. Colocamos um esquadro com um lado cateto encostado na reta di-
retriz, fixamos uma extremidade de um barbante (de comprimento igual ao lado cateto
do esquadro perpendicular a reta diretriz) no foco, a outra extremidade na ponta do es-
guadro oposta ao lado que esta encostado na reta diretriz. Esticamos o barbante com a
caneta de forma que ela fiqgue encostada no lado do esquadro perpendicular a reta dire-
triz. Deslizando-se o esquadro na direcéo da reta diretriz mantendo o lado encostado nela
uma parte da parabola é tracada (Figura 6.11 na pagina 460).

6.3.15. Mostre que um espelho parabolico reflete na direcao do foco os raios que incidem paralelos ao

(a)

seu eixo de simetria seguindo 0s seguintes passos:

Considere a parabola 3> = 4px. Usando o fato de que a inclinagéo da reta tangente a

2
parabola no ponto P = (?4’—;, Yo) € tan(a) = j—g = 5—’5. Mostre que se o raio incidente tem

equagao y = 1o, entdo a equacao do raio refletido que passa por P = (g, Yo) €

4pyo y(z)
Y=Y =5 —5@— "
y§—4p2< )
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2tan o
1—tanZa”

Use o fato de que tan(2«a) =

(b) Mostre que o raio refletido intercepta o eixo x em x = p.

6.3.16. Mostre que a intersecao de um cone circular com plano que ndo passa pelo seu vértice € uma
cOnica seguindo 0s seguintes passos:

(a) Considere dois sistemas de coordenadas R = {O,Z;’, lg} eS =10, i, Uy, Us}, em que
Uy = (0,cos6,senf)) e U3 = (0, —sen 6, cos @), ou seja, o sistema S é obtido do sistema
R por uma rotacéo do angulo # em torno do eixo x. Mostre que é valida a seguinte relacdo
entre as coordenadas, (2,4, z'), em relagdo ao sistema S e (x,y, z), em relacdo ao

sistema R
x 1 0 0 x x
vy | =10 cosf senf y | = (cos@)y+ (senb)z
2 0 —senf cosf z —(sen®)y + (cosf)z

(b) Mostre que o cone circular de equacao
{L‘/2 + y/2 _ Z/Q
no sistema S tem equacao
2% + (cos 20)y* + (2sen 20)yz — (cos 20)2* = 0
no sistema R.

(c) Mostre que a interse¢ao do cone com o plano z = 1 é a cOnica no plano de equacgao

2% + (cos 20)y* + (2sen 20)y = cos 20
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Af/ M/
VAN A
AN \

Figura 6.20: Parabola refletindo na direcao do Figura 6.21: Parabola refletindo na direcao do
foco os raios paralelos ao seu eixo de simetria. seu eixo de simetria os raios originarios do foco.
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y A

20

<y

Figura 6.22: Parabola refletindo na direcéo do foco os raios paralelos ao seu eixo de simetria.
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(d) Mostre que se § = +7, entdo a cnica é a parabola no plano de equagéo
2 _
x££ 2y =0.
(e) Mostre que se 6 # +7, entdo a conica no plano tem equagéo

7 (y +tan20)® )
sec? 20 sec 6 N

Y

que & uma elipse se |f| < § e uma hipérbole se 7 < [0| < 7.
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Figura 6.23: Elipse intersecao do cone circular Figura 6.24: Parabola intersecao do cone circu-
com um plano lar com um plano
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Figura 6.25: Hipérbole interse¢éo do cone circular com um plano
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6.3.17. Demonstre o Teorema 6.12 na pagina 474.

6.3.18. Seja C o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equacéo
az® 4+ bry 4+ cy® +dr +ey+ f =0,

com a,b,c,d,e, f € R, sendo a,b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Consideremos a matriz

| a b)2 :
A= l b2 ] . Sejam \ e i os autovalores de A.

(a) Mostre que \iu = ac — b?/4.
(b) Mostre que se A\ > 0, entdo € & uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.
(c) Mostre que se i < 0, entdo C € uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.

(d) Mostre que se A\ = 0, entdo € € uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta ou o
conjunto vazio.
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Teste do Capitulo

1. (a) Encontre matrizes P e D tais que
D = P'AP,

8 —8
A= [ 8 ] |
(b) Identificar a cOnica, achar a equacgao no Ultimo sistema de coordenadas utilizado e fazer
um esbocgo do grafico.

em que

822 + 8y* — 16zy + 33v2x — 312y + 70 = 0

2. Verifique quais das matrizes seguintes sao diagonalizaveis:

b
@ |5 ] o5 ]

0 —1
(b) Sabendo-se que A = P~'DP, calcule A'°,

3. (a) SejaD = [ Lo } . Calcule D0,
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4. Diga se € verdadeiro ou falso cada item abaixo, justificando.

(a) Se A & uma matriz 2 x 2 com somente 1 autovalor, entdo A néo é diagonalizavel;

(b) Se V e IV s&o autovetores associados a um autovalor A, entdo W — proj, W é também
um autovetor associado a .

(c) Se A nao é singular, entdo 0 ndo é autovalor de A;

(d) As matrizes A e A? possuem 0s mesmos autovetores;
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Respostas dos Exercicios

1.1. Matrizes (pagina 19)

1.1.1. >> A=[2,0;6,7]; B=[0,4;2,-8]; C=[-6,9,-7;7,-3,-2];
>> D=[-6,4,0;1,1,4;-6,0,6]; E=[6,9,-9;-1,0,-4;-6,0,-1];
>> AxB-Bx*A

-24 -20
58 24
>> 2xC-D
??? Error using ==> - Matrix dimensions must agree.
>> 2%D-3*E
-30 -19 27
5 2 20
6 0 15
>> Dx(D-E)

488
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80 34 -22
-10 -4 45
72 30 -12

No item (c) foram usadas as propriedades (I) e (n) do Teorema 1.1 na pagina 10 e no item (d)
foi usada a propriedade (i).

1.1.2. A(B+C) = AB + AC, BtA* = (AB)t, CtAt = (AC)t, (ABA)C = (AB)(AC).

1.1.3. (a) > A=[-3,2,1;1,2,-1];B=[2,-1;2,0;0,3];
>> Cc=[-2,1,-1;0,1,1;-1,0,1];
>> syms dl1 d2 d3
>> D=diag([d1,d2,d3]);
>> E1=[1;0;0];E2=[0;1;0];E3=[0;0;1];

>> BxA
-7 2 3
-6 4 2
3 6 -3
>> AxB
-2 6
6 -4
(b) >> [A*E1-A(:,1),A*E2-A(:,2),A*E3-A(:,3)]
0 0 0
0 0 0
>> E1.°%B-B(1,:)
0 0
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>> E2.°%B-B(2,:)

0 0
>> E3.’%*B-B(3,:)
0 0

(c) > C1=C(:,1);C2=C(:,2);C3=C(:,3);
>> CxD-[d1*C1,d2*C2,d3*C3]
[ 0, 0, O]
[ 0, 0, O]
[ 0, 0, O]

(d) >> C1=C(1,:);C2=C(2,:);C3=C(3,:);
>> D*C-[d1%*C1;d2*C2;d3%*C3]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 0, O]

(e) >> B1=B(:,1);B2=B(:,2);
>> AxB-Ax*[B1,B2]
0 0
0 0
() >> A1=A(1,:);A2=A(2,:);
>> A%B-[A1;A2]%B
0 0
0 0

1.14. > syms x y z
>> A=[1,-3,0;0,4,-21; X=[x;y;z];
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1.1.5.

1.1.6.

1.1.7.

>> AxX

[ x-3xy]

[ 4xy-2xz]

>> xkA(:,1)+y*xA(:,2)+z*A(:,3)
[ x-3xy]

[ 4xy-2xz]

>> syms x

>> A=[x,4,-2]; B=[2,-3,5];
>> solve(A*B.’)

11

>> syms y

>> A=[1,1/y;y,1];
>> AT2-2%A

[ 0, 0]

[ 0, 0]

>> syms Xy Z W

>> X=[x,y;z,w]; M=[0,1;-1,0];
>> X*xM-M*xX

[ -y-z, =x-w]

[ x-w, z+y]

>> syms a b cd

>> A=[x,y;-y,x]; B=[a,b;-b,a];
>> AxB-BxA
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1.1.8. m)&mmA:[g S}eB:[

>> syms Xy Zz W
>> syms a b cd
>> A=[x,0;0,y];B=[a,b;c,d];

>> Ax*B
[ x*a, x*b]
[ yxc, yxd]
>> BxA
[ x*a, bx*y]
[ c*xx, y*d]

a b
c d

|

Como yb = xb, para todo b, em particular para b = 1, obtemos que y = x. Assim, a
matriz A que além de ser diagonal tem os elementos da diagonal iguais.

(b) Sejam A = { ”Z“"

>> A=[x,y;z,w];B=[a,b;c,d];

>> AxB
[ x*at+y*c,
[ zxa+w*c,
>> BxA
[ xxa+z*b,
[ cxx+dx*z,

x*b+y*d]
zxb+w*d]

axy+b*w]
y*c+wkd]

a b

er-

d

|
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Comparando os elementos de posi¢éo 1,1 obtemos que cy = bz, para todos os valores
de b e c. Em particular parab = 0 e c = 1, obtemosque y = 0 e parab = 1ec = 0,
obtemos que z = 0. Ou seja, a matriz A tem que ser diagonal. Assim, pelo item anterior
temos que a matriz A tem que ser diagonal com os elementos da diagonal iguais.

1.1.9. (a) > A=[1,1/2;0,1/3]
A =
1.0000 0.5000
0 0.3333
>> A"2,A"3,A74,A°5
ans =
1.0000 0.6667
0 0.1111
ans =
1.0000 0.7222
0 0.0370
ans =
1.0000 0.7407
0 0.0123
ans =
1.0000 0.7469
0 0.0041
>> A"6,A°7,A"8,A79
ans =
1.0000 0.7490
0 0.0014
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(b)

ans =
1.0000 0.7497
0 0.0005

ans =
1.0000 0.7499
0 0.0002

ans =

[

.0000 0.7500
0 0.0001

A sequiéncia parece estar convergindo para a matriz [

>> A=[1/2,1/3;0,-1/5]
A =
0.5000  0.3333
0 -0.2000
>> A"2,A"3,A74,A75

0.2500 0.1000

0 0.0400

ans =
0.1250 0.0633
0 -0.0080

ans =

o

.0625 0.0290
0 0.0016

0.75
0

|
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1.1.10. (a)

.0150
.0003

0074

0001

.0037
.0000

.0019
.0000

0009

ans =
0.0312 0
0 -0
>> A”6,A7,A"8,A79
ans =
0.0156 0.
0 0.
ans =
0.0078 0
0 0
ans =
0.0039 0
0 0
ans =
0.0020 0.
0 0

A sequéncia parece estar convergindo para a matriz nula [

>> A=[0,0,1;1,0,0;0,1,0];

>> A=sym(A)
[ 0, O, 1]
[ 1, 0, 0]
[0, 1, 0]
>> A”2

[0, 1, 0]

.0000

0

0 0

|
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3 1]
, 0]

, 0]
, 0]
, 1]
Para k = 3, AF = I.

(b) >> A=[0,1,0,0;-1,0,0,0;0,0,0,1;...

0,0,1,0];

>> A=sym(A)

[ o, 1, 0, 0]
[ -1, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 1]
[ 0, 0, 1, 0]
>> A™2

[ -1, 0, 0, 0]
[ 0, -1, 0, 0]
[ 0, O, 1, o]
[ 0, 0, 0, 1]
>> A"3

[ o, -1, 0, 0]
[ 1, 0, 0, 0]
[ 0, O, 0, 1]
[ 0, 0, 1, 0]
>> A4
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[ 1, O’ O’ O]

Para k = 4, AF = I,.
(c) >»> A=[0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1;0,0,0,0];

sym(A)
0, 1, 0, 0]
1
» 0,
» 0,

>> A

[ 0, 0, 0, 1]

—

o O O

———_ A

—

o O O
o O O
o O O

- ES ES

o O O

—_

Reginaldo J. Santos
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[ O, O’ O’ O]
Para k = 4, AF = 0.

1.1.11. Concluimos que € muito raro encontrar matrizes cujo produto comute.

1.1.12. Concluimos que matrizes diagonais em geral comutam. Pode-se mostrar que elas sempre
comutam (Exercicio 27 na pagina 31).

1.1.13. Se a matriz A for diagonal, entdo o produto comuta, se os elementos da diagonal de A sdo
iguais. (ver Exercicio 16 na pagina 27). A probabilidade de um tal par de matrizes comute é
aproximadamente igual a probabilidade de que a primeira matriz tenha os elementos da sua
diagonal iguais, ou seja, 11/11% = 1/11% ~ 1%.

1.2. Sistemas Lineares (pagina 62)

1.2.1. As matrizes que estdo na forma reduzida escalonada séo A e C.

[« 8+ Ta

Y 2 -3«

122, (@) X = = , Ya e R.

z -5 —«
| w «
[ 2, —2—-3a+60

T2 B

by X=1| 23 | = 7 — 4« ,Va, 8 € R.

Ty 8 — b
_1'5 (0%
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(©

(d)

X =

g e 8

I
T2
X = T3 =
Ty
Iy

2—«

,Va € R.

o

—34+8a —1T0

s

5 — b« ,Va, 8 € R.

9 — 3«
o

1.2.3. (a) > A=[1,1,2,8;-1,-2,3,1;3,-7,4,10];

>> escalona(A)

eliminagdo 1:

1*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3%]linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 1,
[ o0, -1,
[ 0, -10,

eliminagdo 2:

8]
9]

-2, -14]

-1%1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 1,
[ o, 1,
[ 0, -10,

8]
-9]

-2, -14]

—-1%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
10*x1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0,

7, 17]
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(b)

[ O, 1’ -5, _9]
[ 0, 0, -52, -104]
eliminagdo 3:

-1/52*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, o, 7, 17]

[ 0, 1, -5, -9]

[ 0o, 0, 1, 2]

-7*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
bxlinha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 3]

[0, 1, 0, 1]
[0, 0,1, 2]
T 3
X = T = 1
I3 2

>> A=[2,2,2,0;-2,5,2,1;8,1,4,-1];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

1/2%1linha 1 ==> linha 1

[ 1, 1, 1, 0]

[ -2, 5, 2, 1]

[ 8, 1, 4, -1]

2*%]linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-8*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 1, 1, 0]
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()

[ o, 7, 4, 1]

[ o0, -7, -4, -1]

eliminagdo 2:

1/7*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 1, 1, 0]

L o, 1, 4/7, 1/7]

[ o, -7, -4, -1]

—-1*%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
7*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 3/7, -1/7]

[ 0, 1, 4/7, 1/7]

[ 0, 0, 0, 0]
T —%—%OZ

X=|x | = %—%a ,Va € R.
XT3 «

>> A=[0,-2,3,1;3,6,-3,-2;6,6,3,5]
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[ 3, 6, -3, -2]

[ 0, -2, 3, 1]

[ 6, 6, 3, 5]

1/3%1linha 1 ==> linha 1

[ 1, 2, -1, -2/3]

[ 0, -2, 3, 1]
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[ 6, 6, 3, 5]
—-6*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, -1, -2/3]
[ 0, -2, 3, 1]
[ 0, -6, 9, 9]

eliminagdo 2:
-1/2*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -1, -2/3]
[ 0, 1, -3/2, -1/2]
[ 0, -6, 9, 9]

-2%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
6*%1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 2, 1/3]
[ 0, 1, -3/2, -1/2]
[ 0, 0, 0, 6]

O sistema néo tem solucéo!

1.2.4. >> A=[1,-2,1;2,-5,1;3,-7,2];
>> Bi1=[1;-2;-1]1;B2=[2;-1;2];
>> escalona([A,B1,B2])
eliminagdo 1:
-2*%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
-3%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2, 1, 1, 2]
[ o, -1, -1, -4, -5]
[ o, -1, -1, -4, -4]
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eliminagdo 2:

-1*%linha 2 ==> linha 2

[ 1, -2, 1, 1, 2]

[ o, 1, 1, 4, 5]

[ 0, -1, -1, -4, -4]

2%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
1*%1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 3, 9, 12]

[ o, 1, 1, 4, 5]

[ o, 0, O, o0, 1]

s} 9 — 3«
@ X=|x | =| 4—a |,VaeR
XT3 (6%

(b) O sistema nao tem solucéo!

1.25. (a) > A=[1,0,5;1,1,1;0,1,-4];
>> B=A+4x*eye(3);
>> escalona([B,zeros(3,1)])
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1
(1, 5, 1, 0]
[ 5, 0, 5, 0]
(o0, 1, 0, 0]
(-5)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 5, 1, 0]
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(b)

[ 0, -25, 0, 0]
[ o, 1, 0, 0]
eliminagdo 2:

linha 3 <==> linha 2
[ 1, 5, 1, 0]
[ 0, 1, 0, 0]
[ o0, -25, 0, 0]

(-5)*1inha 2 + linha 1

(25)*1inha 2 + linha 3

(1, 0, 1, 0]

[ 0, 1, 0, 0]

[ 0, 0, 0, 0]
x —«

X=1ly | = 0 |,VaeR.
z «

>> B=A-2xeye(3);

>> escalona([B,zeros(3,1)])

eliminagdo 1:

(-1)*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 0, -5, 0]
1, -1, 1, 0]
b 1, _62 O]

0
)
1, 0, -5, 0]
0

[
[
(-1
[
[ 0, -1, 6, 0]

==> linha 1
==> linha 3

*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
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[ O’ 1, -62 O]
eliminagdo 2:
(-1)*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0, -5, 0]
[ 0o, 1, -6, 0l
[ 0o, 1, -6, 0]
(-1)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -5, 0]
[ o, 1, -6, O]
[ 0o, 0, 0, O]
T 5%
X=|ly|=|6a|,VeeR
Z «
1.2.6. (a) > syms a
>> A=[1,2,-3,4;3,-1,5,2;4,1,a"2-14,a+2];
>> escalona(A)
eliminagdo 1:
-3*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
—-4*x]linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, -3, 4]
[ 0, -7, 14, -10]
[ 0, -7, a"2-2, a-14]
eliminagdo 2:
-1/7*1linha 2 ==> linha 2
[ 1, 2, -3, 4]
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(b)

[ 0, 1, -2, 10/7]
[ 0, -7, a"2-2, a-14]
-2%1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
7*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
10 1 8/7
0 1 —2 10/7
0 0 a>—16 a—4
i. Sea’? —16 = 0ea — 4 = 0, entdo o sistema tem infinitas solucdes. Neste caso,
a = 4;
i. Sea’? —16=0ea—4 = (, entdo o sistema ndo tem solugcdo. Neste caso, a = —4;
ii. Sea?— 16 # 0, entdo o sistema tem solugéo Gnica. Neste caso, a # +4;

>> A=[1,1,1,2;2,3,2,5;2,3,a"2-1,a+1];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

-2*%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
—-2%linha 1 + linha 3 ==> linha 3

L 1, 1, 1, 2]
[ 0, 1, 0, 1]
[ 0, 1, a~2-3, a-3]

eliminagdo 2:
—1*%linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-1*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
10 1 1
0 1 0 1
0 0 a>-3 a—4
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i. Sea’? -3 =0ea—4 =0, entdo o sistema tem infinitas solu¢des. Este caso ndo
pode ocorrer;

i. Sea’?—3=0ea—4# 0, entdo o sistema nao tem solugdo. Neste caso, a = +/3;
ii. Se a®— 3 # 0, entdo o sistema tem solugdo Gnica. Neste caso, a # +/3;

1.2.7.
XY Z
gramas de A/kg 2 1 3
gramas de B/kg 1 3 5
preco/kg 3 2 4
x kg de X 1900 gramas de A
Y kgde Y 2400 gramas de B
z kg de Z 2900 arrecadacao
2 1 3 1000
1 35 y | = | 2000
3 2 4 z 2500

>> A=[2,1,3,1900;1,3,5,2400;3,2,4,2900] ;
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 2, 1, 3, 1900]
[ 3, 2, 4, 2900]

(-2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
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(-3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 0, -5, -7, -2900]
[ 0, -7, -11, -4300]

eliminacdo 2:
(-1/5)*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 3, 5, 2400]
[ 0, 1, 7/5, 580]
[ 0, -7, -11, -4300]

(-3)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(7)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 4/5, 660]
[ 0, 1, 7/5, 580]
[ 0, 0, -6/5, -240]

eliminagdo 3:

(-5/6)*1inha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 4/5, 660]

[ o, 1, 7/5, 580]

[ o, 0, 1, 200]

(-4/5)*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-7/5)*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0, 0, 500]
[ o, 1, 0, 300]
[ o, 0, 1, 200]

Foram vendidos 500 kg do produto X, 300 kg do produto Y e 200 kg do produto Z.
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1.2.8. Substituindo os pontos na fungao obtemos:

a + b
27a + 9b

+
_|_
64a + 16b +

d = 10
c + d = 7
3c + d = —11°
4¢ + d = -—14

Substituindo d = 10 nas outras equagdes e escalonando a matriz aumentada do sistema cor-

respondente:

>> escalona([1,1,1,-3;27,9,3,-21;64,16,4,-24])

eliminagdo 1:

-27*1inha 1 + linha 2
-64x1inha 1 + linha 3

[ 1, 1,

1,
[ 0, -18, -24,

-3]
60]

[ 0, -48, -60, 168]

eliminagdo 2:

==> linha 2
==> linha 3

-1/18%1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 1,
[ 0, 1,
[ 0, -48,

1,
4/3,
-60,

-3]
-10/3]
168]

-1%1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
48*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1,
A 0,
L 0,

eliminagdo 3:

0,
1,
0,

-1/3,
4/3,
4,

1/3]
-10/3]
8]
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1.2.9.

1/4x1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/3, 1/3]
[ 0, 1, 4/3, -10/3]
[ 0, 0, 1, 2]

1/3%1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
-4/3%1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 1]
[ o, 1, 0, -6]
[ o, 0, 1, 2]

Assim, os coeficientes sdo a = 1,0 = —6,c = 2 e d = 10 e o polindmio p(z) = x* — 622 +
2z + 10.
Substituindo os pontos na equacao do circulo obtemos:
—2a + T + ¢ = —[(-2)*+7 = -53
—4a + 5b + ¢ = —[(—4)2+5% = —41.
4da — 3b + ¢ = —[42+3% = -25

>> A=[-2,7,1,-53;-4,5,1,-41;4,-3,1,-25];
>> escalona(A)

eliminagdo 1:

-1/2%1inha 1 ==> linha 1

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

[ -4, 5, 1, -41]

[ 4, -3, 1, -25]

4*x]linha 1 + linha 2 ==> linha 2
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-4xlinha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]

A o, -9, -1, 65]

[ 0, 11, 3, -131]
eliminacgdo 2:

-1/9%linha 2 ==> linha 2

[ 1, -7/2, -1/2, 53/2]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 0, 11, 3, -131]

7/2*xlinha 2 + linha 1 ==> linha 1
-11*%1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/9, 11/9]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 0, 0, 16/9, -464/9]

eliminagdo 3:
9/16%1linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -1/9, 11/9]
[ 0, 1, 1/9, -65/9]
[ 0, 0, 1, -29]

1/9*%1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
-1/9*%1inha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, -2]

[ o, 1, o0, -4]

[ o, o0, 1, -29]

Os coeficientes séoa = —2,b = —4 e c = —29 e a equagao do circulo & 22 +1% -2z —4y—29 =
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1.2.10. (a) >> syms bl b2 b3
>> A=[1,-2,5,b1;4,-5,8,b2;-3,3,-3,b3];
>> escalona(A)
eliminagdo 1:
—-4x]linha 1 + linha 2 ==> linha 2
3*%linha 1 + linha 3 ==> linha 3
(1, -2, 5, b1]
[ 0, 3, -12, b2-4xDbi1]
[ 0, -3, 12, b3+3xbil]
eliminagdo 2:
1/3*1inha 2 ==> linha 2

(1, -2, 5, b1l
[ 0, 1, -4, 1/3%b2-4/3%b1]
[ 0, -3, 12, b3+3%b1]

2*x]linha 2 + linha 1 ==> linha 1
3*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -3, -5/3%b1+2/3%b2]
[ 0, 1, -4, 1/3*b2-4/3*bl]
[0, 0, O, b3-b1+b2]

O sistema € consistente se, e somente se, b3 — b; + by = 0.
(b) >> syms bl b2 b3

>> A=[1,-2,-1,b1;-4,5,2,b2;-4,7,4,b3];
>> escalona(A)
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eliminagdo 1:

4x1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
4%]1inha 1 + linha 3 ==> linha 3
[1, -2, -1, b1]

[ 0, -3, -2, b2+4xb1]

[ 0, -1, 0, b3+4x%b1]
eliminagdo 2:

linha 3 <==> linha 2

(1, -2, -1, bi]

[ 0, -1, 0, b3+4xb1]

[ 0, -3, -2, b2+4xb1]

-1%linha 2 ==> linha 2

(1, -2, -1, bi]

[ 0, 1, 0, -b3-4x*bi]

[ 0, -3, -2, Db2+4x%bl]

2x]linha 2 + linha 1 ==> linha 1
3*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -1, -T*b1-2%b3]
(0,1, O, -b3-4*b1]

[ 0, 0, -2, b2-8%b1-3%b3]

O sistema é consistente para todos os valores reais de b1, b, € bs.

1.2.11. >> A=[0,1,7,8;1,3,3,8;-2,-5,1,-8];
>> escalona(A)
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1
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[ 1, 3, 3, 8]

[ o, 1, 7, 8]

[ -2, -5, 1, -8]

2%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 3, 3, 8]

[0, 1, 7, 8]

[0, 1, 7, 8]

eliminagdo 2:
-3*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
-1*%linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -18, -16]
[ 0, 1, 7, 8]
[ o, o0, o0, 0]
>> I=eye(3);E=0e(-1,2,3,1I),...
F=0e(-3,2,1,I),G=0e(2,1,3,I),H=0e(I,1,2)
E=[ 1, 0, OJF =[ 1, -3, 0]
[ 0, 1, 0] [ 0, 1, 0]
( o,-1, 11 [ o0, o0, 1]
G=[1, 0, OJH =[O0, 1, O]
[ 0, 1, 0] [ 1, 0, 0]
[ 2, 0, 1] [ 0, 0, 1]
>> ExF*xGxHxA
[ 1, o0, -18, -16]
[ o, 1, 7, 8]
[ 0, 0, 0, 0]

b
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1.2.12. (a) > A=[1,2,0,-3,1,0,
1,2,0,-3,2,1,4;3,6
>> escalona(A)

2;1,2,1,-3,1,2,3; ...
1,-9,4,3,9]

3

([ 1, 2, 0, -3, 0, -1, 0]
([ o, 0, 1, O, O, 2, 1]
([ o, 0, O, O, 1, 1, 2]
( o, 0, 0, 0O, O, O, O]
1+ 279 — 314 — 26=0
T3 + 2376:1
Trs + T =

X=a+3—-2y v 1-2a [ 2—a af,
Vo, 3,7 € R

(b) >> A=[1,3,-2,0,2,0,0;2,6,-5,-2,4,-3,-1; ...
0,0,5,10,0,15,5;2,6,0,8,4,18,6]
>> escalona(A)

[ 1, 3, 0, 4, 2, 0, 0]

([ o, o0, 1, 2, 0, o0, 0]

[ o, o0, 0, O, O, 1, 1/3]

[ O, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

r1 + 329 +4x, + 25 =
T3 + 214 =0

376:%
X=[-2a—-48-3y v -2 B a 1/3]

Va, 5,7 €R
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1.2.13. >> syms a, B=[4,3,1,6]";
>> A=[1,1,1,1;1,3,-2,a;
2,2%xa-2,-a-2,3*%a-1;3,a+2,-3,2*%a+1]
>> escalona([A,B])

[1, 0, 0, 0, (4xa-11)/(a-5)]
[o, 1, 0, O, -4/(a-5)]
[o, o, 1, O, -4/(a-5)]
[o, 0, 0, 1, -1/(a-5)]

>> solve(-3/2*a+5/4+1/4*a"~2,a)
ans = [ 1][ 5]

11 —4 —4 —17¢
Sea#lea#5 entdo X = [ =L = — ]

>> C=subs(4,a,l1)
>> escalona([C,B])

e B e B e B |

Sea=1,entdo X =[2—a,1,1,a]' Va € R.

>> D=subs(A,a,b)

>> escalona([D,B])

[ 1, 0, 5/2, -1, 0]
[ 0, 1, -3/2, 2, 0]
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[ o, 0, 0, 0, 1]
[ o, 0, 0, 0, 0]

Se a = ), entdo o sistema nado tem solucéo.

1.2.14. (a) >> A=[1,2,3,1,8;1,3,0,1,7;1,0,2,1,3];
>> escalona(A)
[1, 0, O, 1, 1]
[0, 1, 0, 0, 2]
[0, 0,1, 0, 1]

{(1—06,2,1,04) | «Q ER}
(b) >> A=[1,1,3,-3,0;0,2,1,-3,3;1,0,2,-1,-

>> escalona(A)

[ 1, 0, 0, 1, 1]
[ 0o, 1, 0, -1, 2]
[ 0, O, 1, -1, -1]

{l-a,240a,-14+a,a) | a e R}
(c) > A=[1,2,3,0;1,1,1,0;1,1,2,0;1,3,3,0];

>> escalona(A)
[ 1, 0, 0, O]
[0, 1, 0, 0]
[0, 0, 1, 0]
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[ 0, 0, 0, 0]
{(0,0,0)}
1.2.15. >> P=randi(4,2)
P= 5 4
-3 3
1 0
0 -5
>> A=matvand(P(:,1),3),B=P(:,2)
A =125 25 5 1
=27 9 -3 1
1 1 1 1
0 0 1
B= 4
3
0
-5

>> R=escalona([A,B])

R =[1, 0, 0, 0, -163/480]
[o, 1, 0, O, 99/80]
[0, O, 1, 0, 1969/480]
(o, 0, 0, 1, -5]

b b

3 b b

>> p=poly2sym(R(:,5),x)
p = -163/480%x"~3+99/80%x"2+1969/480*x-5
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>> clf,po(P),syms x,plotfl(p,[-5,5])
>> eixos

Pode nao ser possivel encontrar o polindmio, se mais de um ponto tiver a mesma abscissa x;.

x

Observacao. A sua resposta pode ser diferente da que esta aqui.
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1.2.16. >> P=randi(5,2)

P= 3 2
-1 -3
1 -1
3 4
4 4

>> A=matvand(P,2)

A= 9 6 4 3 2 1
1 3 9 -1 -3 1
1 -1 1 1 -1 1
9 12 16 3 4 1
16 16 16 4 4 1

>> R=escalona([A,zeros(5,1)])

R = [1, 0, 0, 0, 0, -35/8, 0]
[0, 1, 0, 0, 0, 45/8, 0]
(0, 0, 1, 0, 0, -2, 0]
[0, 0, 0, 1, 0, 65/8, 0]
(o, 0, 0, 0, 1, -39/8, 0]

>> p=poly2sym2([-R(:,6);1],x,y)

p =35/8%x"2-45/8%x*y-65/8%x+1+2%y~2+39/8*y
>> clf,po(P),syms x y,

>> plotci(p, [-5,5],[-5,5])

>> eixos
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Observacao. A sua resposta pode ser diferente da que esta aqui.

1.2.17. (a) Ainversa da operacado elementar de trocar duas linhas é ela mesma.

(b) A inversa da operacédo elementar de multiplicar uma linha por um escalar, « # 0, é a
operacdo de multiplicar a mesma linha pelo escalar 1 /.
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(c) Ainversa de somar a linha k, « vezes a linha [, € somar a linha k&, —a vezes a linha .

1.2.18. (a) Basta multiplicar qualquer linha da matriz pelo escalar 1.

(b) Pelo exercicio anterior cada operagdo elementar, e, tem uma operacao elementar inversa,
e~!, do mesmo tipo que desfaz o que a operacdo e fez. Se aplicando as operacdes ele-
mentares ey, . . ., e, ha matriz A chegamos na matriz B, entdo aplicando-se as operacoes
elementares e; !, ..., e; ! na matriz B chegamos na matriz A.

(c) Se aplicando as operacdes elementares ey, ..., e, na matriz A chegamos na matriz B
e aplicando as operacgdes elementares €. 1, ..., e; na matriz B chegamos na matriz C,
entdo aplicando-se as operacdes elementares ey, . . ., ¢; na matriz A chegamos na matriz
C.
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2.1. Matriz Inversa (pagina 98)

2.1.1. A matriz é singular, pois o sistema homogéneo tem solug¢do nao trivial (Teorema 2.8 na pagina
91).

2.1.2. (a) > A=[1,2,3;1,1,2;0,1,2];
>> B=[A,eye(3)];
>> escalona(B)
[1, 0, 0, O, 1,-1]
(0, 1, 0, 2,-2,-1]

[0, o, 1,-1, 1, 1]
(b) [1, 0, 0, 3, 2,-4]
(o, 1, 0,-1, 0, 1]
(o, o0, 1, 0,-1, 1]

(¢) [1, o0, O, 0, 7/3,-1/3,-1/3,-2/3]
(o, 1, O, 0, 4/9,-1/9,-4/9, 1/9]
(o, o, 1, 0,-1/9,-2/9, 1/9, 2/9]
[0, 0, O, 1,-5/3, 2/3, 2/3, 1/3]

(d) [1: O’ s 1: —1: O]

[0, 1, ,3/2,1/2,-3/2]
(o, 0, , -1, 0, 1]

e f[1 o0 1 0 -21
[0 1 0 0 1]

[0 O O -1 1 11
Continua ? (s/n) n
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(f [1, 0, 0,1/4, 5/4,-3/4, 1/2, 0]
o, 1, 0,1/2,-1/2, 1/2, 0, 0]
(0, o, 1,1/4, 1/4, 1/4,-1/2, 0]
(0, o, o, o, -2, -1, -2, 1]
Continua 7 (s/n) n
2.1.3. >> syms a
>> A=[1,1,0;1,0,0;1,2,a];
>> escalona(A)
1 00
0 1 0 | Continua ? (s/n) n
0 0 a
Para valores de a diferentes de zero a matriz A tem inversa.
2.1.4. >> invA=[3,2;1,3]; invB=[2,5;3,-2];
>> invAB=invB*invA
invAB = 11 19
7 0
2.1.5. >> invA=[2,3;4,1]; B=[5;3];
>> X=invAx*B
X = 19
23
2.1.6. >> A=[1,2,3;2,1,2;0,1,2];

>> escalona([A,eye(3)])
eliminagdo 1:
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(-2)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 2, 3, 1, 0, O]

[ o0, -3, -4, -2, 1, 0]

[ o, 1, 2, 0, O, 1]
eliminacgdo 2:

linha 3 <==> linha 2

[ 1, 2, 3, 1, 0, 0]

[ o, 1, 2, 0, 0, 1]

[ 0, -3, -4, -2, 1, 0]
(-2)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(3)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -1, 1, o0, -2]

[ o, 1, 2, 0, 0, 1]

[ o, 0, 2, -2, 1, 3]
eliminagdo 3:

(1/2)*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, o, -1, 1, 0, -2]

( o, 1, 2, o0, o0, 1]
[ o, o, 1, -1, 1/2, 3/2]
(1)*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*1inha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0, 0, 0, 1/2, -1/2]
[ O’ 1: O, 2: _1’ _2]
L 0, 0, 1, -1, 1/2, 3/2]

>> I=eye(3);El=0e(2,1,2,I);E2=0e(1,2,3);...
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E3=0e(2,2,1,I);E4=0e(-3,2,3,1); ...
Eb5=0e(2,3,I);E6=0e(-1,3,1,I);E7=0e(2,3,2,1);
>> E1xE2*xE3*E4A*ES*E6*ET

1 2 3
2 1 2
0 1 2
2.1.7. >> menc=lerarq(’mencl.txt’); key=lerarq(’key.txt’);

>> y=char2num(menc) ; M=char2num(key) ;

>> N=escalona([M,eye(3)])

>> N=N(:,6:10)

>> x=N*y;

>> num2char (x)

ans =

Desejo boa sorte a todos que estudam Algebra Linear !
>> menc=lerarq(’menc2.txt’);

>> y=char2num(menc) ;

>> x=Nx*y;

>> num2char (x)

ans = Buda tinha este nome por que vivia setado!

Deve ser uma matriz com entradas entre 0 e 118 invertivel de forma que a sua inversa seja uma
matriz com entradas inteiras.

2.2. Determinantes (pagina 129)

2.2.1.

det(A?) = 9; det(A3) = —27; det(A™) = —1/3; det(A?) = —3.
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2.2.2. det(A*B™') = det(A)/ det(B) = —2/3.

a1 a1z a13 + ae

2.2.3. (a) det A91 Q22 (23 + Qo2 =
as1 agz a3z + as

a1 G12 13
det | a9y age ass | +
az1 a3z ass
a1 Q12 012
det o1 Q22 22 = det(A) +0=
az1 az2 G32

a1 + a2 app — a2 a3
(b) det | ag; + age a1 — aze Qo3
ag1 + azz Qs — asy ass
a1 G111 413
det o1 Q921 Q93 +
31 a3l ass

a1 —a12 a3

det 91 —Qo2 Q93 +
31 —ag2 ass

12 @11 A13

det Qo2 Q21 Q923 +

32 asz1 G33
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a2 —ai2 413
det 99 —0a22 A3 = -2 det(A) = —6
32 —a32 as3

i ert tert
2.2.4. (a) det et (14 rtyer
1 t
2rt _ S2rt
e det[r (1_{_%)}6
cos (3t sen [t B cos Bt sen (3t
(b) det { acos Bt — Bsen Bt «asen St + (G cos St } = adet { cos Bt sen (5t

cosfft senft |
B det [ —sen 3t cos 3t } =5

2.25. (a) > A=[1,-2,3,1;5,-9,6,3;-1,2,-6,-2;2,8,6,1];
>> detopelp(A)
eliminagdo 1:
-b%]linha 1 + linha 2 ==> linha 2
1*%1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
-2%linha 1 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, -2, 3, 1]
[ o0, 1, -9, -2]
[ 0, 0, -3, -1]
[ o0, 12, 0, -1]
eliminagdo 2:
—-12%1inha 2 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, -2, 3, 1]
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[ 0, 1, -9, -2]

[ o, o0, -3, -1]

[ o, o0, 108, 23]
eliminagdo 3:

-1/3*1linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2, 3, 1]

[ 0, 1, -9, -2]

[ o, o0, 1, 1/3]

[ o0, 0, 108, 23]
det(A) = -3xdet(A)
-108*linha 3 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, -2, 3, 1]

[ o, 1, -9, -2]
[ O, 0, 1, 1/3]
[ O, 0, 0, -13]
ans = 39

(b) >> A=[2,1,3,1;1,0,1,1;0,2,1,0;0,1,2,3];

>> detopelp(A)

eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

(1, 0, 1, 1]

[ 2,1, 3, 1]

[0, 2, 1, 0]

[0, 1, 2, 3]

det(A) = (-1)xdet(A)
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-2%linha 1 + linha 2 ==> linha 2
([ 1, o0, 1, 1]

L o, 1, 1, -1]

[ o, 2, 1, 0]

[ o, 1, 2, 3]

eliminagdo 2:

-2%1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
—-1*%linha 2 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o, 1, 1]

L o, 1, 1, -1]

[ 0, 0, -1, 2]

[ 0o, O, 1, 4]

eliminagdo 3:

-1*%linha 3 ==> linha 3

[ 1, o0, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ 0o, 0, 1, -2]

[ o, 0, 1, 4]

det(A) = (-1)*(-1)*det(A)
-1*%linha 3 + linha 4 ==> linha 4
[ 1, o, 1, 1]

[ o, 1, 1, -1]

[ o, 0, 1, -2]

[ 0o, 0, 0, 6]

ans = 6
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2.2.6.

2.2.7.

(a) >> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];
>> p=det (A-x*eye(3))
p =—x"3
>> solve(p)
(o] [0] [0]

(b) p =(1-x)*(3-x)*(-2-x)
[ 11[ 3]1[-2]

(c) p =(2-x)*(4-5*x+x"2)
(2] [4] [1]

(d) p =-8-2%x+5*x"2-x"3
[ 2]1[ 4]1[-1]

(a) >> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];
>> B=A-x*eye(3);
>> p=det (B)
p =(2-x)*(-1-x)*(3-x)
>> solve(p)
[ 21[-11[ 3]

(b) p =(2-x) "2x(1-x)
[2]1 [2] [1]

(c) p =(1-x)*(2-x)*(-1-x) *(3-%x)
[ 110 2] [-1][ 3]

(d) p =(2-x)"2*(1-x) "2
(2] (2] [1] [1]
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2.2.8.

(a) >> Bml=subs(B,x,-1);

>> escalona(Bml)

[1, 0, 0]

(o, 1, 1]

[0, 0, 0]
0

W_o,={| —a | |a € R}
«

>> B2=subs(B,x,2);
>> escalona(B2)

[1, 0, 1/4]

[0, 1, 1/4]

(0, 0, 0]
—a

Wy ={| —a | |a € R}
4o

>> B3=subs(B,x,3);
>> escalona(B3)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, O]

0
Wgz{ 0 ’CYGR}.

«
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() [1, 3, 0]
[0, 0, 1]
[0, 0, 0]
—3a
W, ={| « | @ € R}.

[0, 1, 0]
[0, 0, 0]
[0, 0, 0]

o
Wg{[() | a, B € R}.
B
(c) [1, 0
1

1
[0, 0

(0, 0, 0, 1]
0

W.,={[-a a 0 0] |aeR}).

W, ={[a 00 0] |acR}
[1, 0, 0, 29/3]
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(0, 1, 0, 7/3]

(0, 0, 1, 3]

(0, 0, O, 0]

W, ={[ 290 —7a —9a 30z]t | « € R}.

[1, 0, -9/4, 0]

(0, 1, -3/4, 0]

(0, O, 0, 1]

(0, 0, 0, 0]

Ws = {[ 9o 3o 4« O]t\aeR}.
(d) 1, 0, -3, 0]

(0, 1, 3, 0]

(0, 0, 0, 1]

(0, 0, 0, 0]

W, ={[ 3¢ —3a a O}tlaeR}.

(0, 1, 0, 0]

(0, 0, 1, 0]

(0, o0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0]

Wy={[a 00 0] |aecR}

2.2.9. Concluimos que é muito raro encontrar matrizes invertiveis.
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3.1. Soma de Vetores e Multiplicacao por Escalar (pagina 169)

3.1.1.

3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.15.

3.1.6.

>> 0A=[0,-2];0B=[1,0];

>> AB=0B-0A
AB =1 2
>> AC=2%AB
AC = 2 4
>> 0C=0A+AC
0c = 2 2
C=(22).

Os pontos P, = (0,1) e P, = (1,3) s&o pontos da reta. Assim o vetor V' =P, P,= (1,2) é
paralelo a reta.

A inclinagdo da reta € a = Z—f = % Assim uma equacdo da reta tem a forma y = %x + b.

Substituindo-se z = 1 e y = 2 obtemos b = 1. Uma equagéo paraareta é y = 3z + 1.

A equacdo 3X — 2V = 15(X — U) é equivalente a 3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se
—15X + 2V obtemos —15X + 3X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U multiplicando-se por
—- obtemos X = 2U — ¢V,

Multiplicando-se a segunda equacao por 2 e somando-se a primeira, obtemos 12X = 3U + 2V
ou X = 1U + ¢V. Substituindo-se X na primeira equagéo obtemos, 3U +V —2Y = U ou
2Y =3U+VouY = iU +iV.

>> 0p=[ 2, 3, -5]; v=[ 3, 0, -3];
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>> 0Q=0P+V
0Q = 5 3 -8
Q= (5,3,-8).
3.1.7. >> 0pP=[1,0,3]; OM=[1,2,-1];
>> MP=0P-0M; O0OPlinha=0M-MP
OPlinha = 1 4 -5
P =(1,4,-5).
3.1.8. (a) > 0A=[5,1,-3];0B=[0,3,4];0C=[0,3,-5];
>> AB=0B-0A, AC=0C-04,
AB = -5 2 7
AC= -5 2 -2 . .
Os pontos nao sao colineares, pois AC# \ AB.
(b) >> 0A=[-1,1,3];0B=[4,2,-3];0C=[14,4,-15];
>> AB=0B-0A, AC=0C-04,
AB = 5 1 -6
AC = 15 3 -18 .
Os pontos sao colineares, pois AC= 3 AB.
3.1.9. >»> 0A=[1,-2,-3];0B=[-5,2,-1];0C=[4,0,-1];

>> DC=0B-0A, 0D=0C-DC

DC = -6 4 2
0D = 10 -4 -3
O ponto € D = (10, —4, —3).
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92 — y = —4
3.1.10. (a) A equacao xV + yW = U é equivalente ao sistema ¢ —12z + 7y = —6 , cuja
—6x + y = 2

matriz aumentada é a matriz que tem colunas V, W e U.

>> V=[9,-12,-6];W=[-1,7,1];U=[-4,-6,2];
>> escalona([V;W;U]’)

[ 1, 0, -2/3]
[ o, 1, -2]
[ o, 0, 0]

Assim, U = —2/3V — 2W,

(b) >> V=[5,4,-3];W=[2,1,1];U=[-3,-4,1];
>> escalona([V;W;U]”)

[ 1, 0, -5/3]
[ 0, 1, 8/3]
[ 0, 0, -20/3]

Assim, U nao é combinacao linearde V e W.

3.1.11. Para ser um paralelogramo um dos vetores AB, AC' e AD tem que ser igual a soma dos outros
dois.

(a) >> 0A=[4,-1,1];0B=[9,-4,2];
>> 0C=[4,3,4] ;0D=[4,-21,-14];
>> AC=0C-0A
AC =0 4 3
>> AB=0B-0A
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AB =5 -3 1
>> AD=0D-0A
AD = 0 -20 -15
Nao é um paralelogramo.
(b) Somente o vértice D € diferente.
>> 0D=[9,0,5];
>> AD=0D-0A
AD =5 1 4

E um paralelogramo de vértices consecutivos A, B, D e C.

3.1.12. Resolvendo a equagao vetorial U = £V obtemos que
2

2
U=(6-4-2) =-3(-9.6.3) = V.

Fazendo o mesmo para U = zWW obtemos que ndo existe solucdo, logo somente os vetores U
e V sao paralelos.

3.2. Produtos de Vetores (pagina 218)

3.2.1. Um ponto P = (z,y) pertence a reta se, e somente se,

PyP -N = 0.
ou seja, se, e somente se,
ou
20 +3y—1=0
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3.2.2. Uma esfera de raio igual a 2. Se for no espago & um cilindro de raio igual a 2, se for no plano é

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

3.2.6.

uma circunferéncia de raio igual a 2.

>> V=[1,2,-3]; w=[2,1,-2];

>> Va=(V+W) /no (V+W) , Vb=(V-W)/no(V-W), ...

>> Ve=(2xV-3*W) /no (2xV-3*W)
va=| 3 9 s )
- - |
ve=| -

Bl
w

9 S 8
s §

£ 5

[a=)
R

>> syms x

>> V=[x,3,4];W=[3,1,2];

>> solve(pe(V,W))

-11/3

Parax = —11/3, V e IV sdo perpendiculares.

>> V=[x,2,4] ;W=[x,-2,3];

>> pe(V,W)

X"2+8

A equacdo z2 + 8 ndo tem solugao real.

>> Va=[2,1,0];Wa=[0,1,-1];Vb=[1,1,1];
>> Wb=[0,-2,-2];Vc=1[3,3,0];We=[2,1,-2];

>> cosVaWa=pe(Va,Wa)/(no(Va)*no(Wa)), ...
>> cosVbWb=pe (Vb,Wb)/ (no (Vb)*no (Wb)), . ..
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>> cosVcWe=pe (Vc,Wc)/ (no(Ve)*no(We))
cosVaWa=1 1/51/2, cosVbWb=—11/31/2, cosVclic=1+/2. O angulo entre Va e Wa é
arccos(v/10/10) entre Vb e W & arccos(—+/6/3) e entre Vc e We é arccos(v/2/2) = /4.

3.2.7. >> W=[-1,-3,2]; V=[0,1,3];
>> Wi=(pe(W,V)/pe(V,V))*V, W2=W-W1
Wil = 0 3/10 9/10
W2 = -1 -33/10 11/10

3.2.8. > V=[2,2,1]; w=[6,2,-3];
>> X=V/no(V)+W/no(W), U=X/no(X)
X=[32/21, 20/21, -2/21]

U=[ 28 VITVaL 22 VITVal —3k VITV2L |

3.2.9. >> A=[2,2,1];B=[3,1,2];C=[2,3,0];D=[2,3,2];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det (M)

M = 1 -1 1
0 1 -1
0 1 1 detM=2

>> A=[2,0,2];B=[3,2,0];C=[0,2,1];D=[10,-2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det (M)

M= 1 2 -2
-2 2 -1
8 -2 -1 detM=0

No item (a) os pontos ndo sao coplanares e no item (b) eles sdo coplanares.
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3.2.10.

3.2.11.

3.2.12.

3.2.13.

>> A=[2,1,6];B=[4,1,3];C=[1,3,2];D=[1,2,1];
>> M=[B-A;C-A;D-A], detM=det (M)

M= 2 0 -3
-1 2 -4
-1 1 -5 detM=-15

O volume do paralelepipedo é 15 unidades de vol.

>> A=[1,0,1];B=[2,1,3];C=[3,2,4];

>> V=pv(A-B,C-B), norma=no (V)

AD = 1 -1 0
norma=\ﬁ§

A area do paralelogramo é V/2 unidades de area.

>> A=[1,2,1];B=[3,0,4];C=[5,1,3];
>> V=pv(B-A,C-A), norma=no (V)

AD = -1 8 6
norma=+/101

A area do triangulo € 1/101/2 unidades de area.

>> syms X y Z

>> X=[x,y,z]; V=[1,0,1]; w=[2,2,-2];

>> exprl=pv(X,V)-W, expr2=pe(X,X)-6

exprl = [ y-2, z-x-2, -y+2]

expr2 = x"2+y 2+z"2-6

>> S=solve(exprl(1),expri(2),exprl1(3),expr2)
S =x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] =z: [2x1 sym]
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>> 8.x, 8.y, S.z
ans =[ -1][ -1] ans =[ 2][ 2] ans =[ 1][ 1]
Logo, X = (—1,2,1).

3.2.14. >»> X=[x,y,z]; v=[1,1,0]; w=[-1,0,1]; U=[0,1,0];
>> exprl=pe(X,V), expr2=pe(X,W),...
>> expr3=pe(X,X)-3, exprd=pe(X,U)
exprl=x+y,expr2=z-x,expr3=x"2+y~2+z"2-3, expr4=y
>> solve(exprl,expr2,expr3)
S = x: [2x1 sym] y: [2x1 sym] =z: [2x1 sym]
>> S.x, 8.y, S.z
ans =[ -1]J[ 1] ans =[ 1][ -1] ans =[ -1][ 1]
Como y tem que ser maior que zero, X = (—1,1,—1).

3.2.15. >> A=[3,0,2];B=[4,3,0];C=[8,1,-1];
>> pe(B-A,C-A), pe(A-B,C-B), pe(A-C,B-C)
14,0,21
Portanto o angulo reto esta no vértice B.

3.2.16.

3.2.17.

3.2.18.

3.2.19.
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—

3.2.20. Seja AB a base do triangulo isosceles e M o seu ponto médio. Vamos mostrar que C'M
- AB=0.

— — 1 — — —
CM-AB = §(CA + CB)- AB
1 —_ R — e —_
= §(CA +CB)-(CB - CA)
1 — — —
5(CA-CB [ CA 1>+
Y ||CB P~ CB-CA) =0
3.2.21. Seja AB o lado situado no diametro da circunferéncia e O seu centro. Vamos mostrar que
CA-CB=0.
CA-CB = (CO+ 0OA)-(CO + OB)
— ||CO|*+CO-0B +
+ 0A-CO—||OB|?=0
3.2.22. Se as diagonais sao perpendiculares, entdo (U + V) - (U — V) = 0. Mas,
U+V)-(U=V)=[U]* = [[VI]*.

Entao, os lados adjacentes tém o mesmo comprimento e como ele & um paralelogramos todos
os lados tém 0 mesmo comprimento.
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3.2.23. Vamos mostrar que U - V = 0.
U+ VI[P =lU|F+20 -V +]| [V}

U =VI*=lU|I* —2U -V +[[V]]*
Assim ||U + V|| = ||U — V|| implicaque U - V = 0.
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4.1. EquacOes de Retas e Planos (pagina 267)

4.1.1.

1/5

1/2 1/3

@ « y

(b) y
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(e)
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(a) | :

V:(173/2a )

(b) * :

V =(1,0,2)

() x | ’
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V=1(0,2,1)

(d) x | :
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9) * | y

(h) x | ’

4.1.3. Como o novo plano é paralelo ao plano 2x — y + 5z — 3 = 0, entdo o vetor N = (2, —1,5) é
também vetor normal do plano procurado. Assim, a equacédo dele € 2z — y + 5z + d = 0. Para
determinar d substituimos o ponto P = (1, —2, 1) na equac&o do plano:

>> syms x y z d

>> expr=2*x-y+b*xz+d

expr = 2*x-y+b*z+d

>> subst (expr, [x,y,z],[1,-2,1])
ans = 9+d
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4.1.4.

4.1.5.

Assim a equacao do plano é 2x —y + 52 — 9 = 0.

Os vetores normais dos outros planos, N; = (1,2, —3) e Ny = (2,—1,4), séo paralelos a ao
plano procurado 7. Assim o produto vetorial N; X Ny € um vetor normal a 7.

>> N1=[1,2,-3];N2=[2,-1,4];
>> N=pv(N1,N2)
N=25 -10 -5

Assim, a equacdo de 7 € bx — 10y — 5z + d = 0. Para determinar d substituimos o ponto
P =(2,1,0) na equacéo do plano:

>> expr=5*x-10*y-5*z+d

expr = 5*x-10*y-5*z+d

>> subst (expr, [x,y,z],[2,1,0])
ans = d

Assim, a equagao do plano 7 € bx — 10y — 5z = 0.

Como o plano procurado passa pelos pontos P = (1,0,0) e @ = (1,0, 1) e é perpendicular
ao plano y — z = 0, entdo os vetores PQ= (0,0,1) e o vetor normal do plano y — z = 0,

N; = (0,1, —1) sao paralelos ao plano procurado 7. Assim o produto vetorial P() x Ny € um
vetor normal a 7.

>> PQ=[0,0,1];N1=[0,1,-1];
>> N=pv(PQ,N1)
N= - o 0
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4.1.6.

4.1.7.

Assim, a equacdo de m € —x + d = 0. Para determinar d substituimos o ponto P = (1,0,0) na
equacao do plano, obtendo que a equacdode mé —x + 1 = 0.

A equacdo dareta é (z,y, z) = (t, 2t,t). Substituindo-se o ponto da reta na equacéo do plano
obtemos o valor de ¢

>> V=[1,2,1];

>> syms t

>> t=solve(2*xt+2*xt+t-5)
t =1

Substituindo-se este valor de ¢ nas equacbes paramétricas da reta obtemos o ponto P =
(1,2,1).

Um ponto da reta r é da forma P, = (9¢,1 + 6¢,—2 + 3t) e um ponto da reta s é da forma
P, = (1 +2s,3+ s,1). As retas se cortam se existem ¢ e s tais que P. = P, ou seja, se 0
sistema seguinte tem solucao

9t = 1+ 2s
1+6t = 3+s
243t = 1

>> escalona([9,-2,1;6,-1,2;3,0,3])

[ 9, -2, 1]
[ 6, -1, 2]
[ 3, 0, 3]

eliminagdo 1:
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(1/9)*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, -2/9, 1/9]

[ 6, -1, 2]

[ 3, 0, 3]

(-6)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -2/9, 1/9]

[ 0, 1/3, 4/3]

[ 0, 2/3, 8/3]

eliminagdo 2:

(3)*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, -2/9, 1/9]

[ 0, 1, 4]

[ 0, 2/3, 8/3]

(2/9)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-2/3)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 1]

[0, 1, 4]

[ 0, 0, 0]

A solucado do sistema ét = 1 e s = 4. Substituindo-se out = 1 na equacdo daretar ou s =4
na equacdo da reta s obtemos o ponto da intersegdo P = (9,7, 1).

4.1.8. Os vetores diretores das retas, V; = (2,2,1) e V5 = (1,1, 1), séo paralelos ao plano procurado
7. Assim, o produto vetorial V; X V5 &€ um vetor normal a 7.

>> V1=[2,2,1]; Vv2=[1,1,1]; P1=[2,0,0];
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4.1.9.

>> N=pv(V1,V2)
N= 1 -1 0

Assim, a equacdo de  é x — y + d = 0. Para determinar d substituimos o ponto P, = (2,2, 1)
da reta r na equacao do plano:

>> expr=x-y+d

expr =x-y+d

>> subst (expr, [x,y,z],P1)
ans =2+d

Assim, aequacao doplanoréxz —y — 2 = 0.

(a) Substituindo-se o ponto P = (4,1, —1) nas equacdes da reta - obtemos valores diferentes
de t:

>> solve(’4=2+t’), solve(’1=4-t’),...
>> solve(’-1=1+2%t’)
ans = 2 ans = 3 ans = -1
Logo ndo existe um valor de ¢ tal que P = (2 +¢,4 — t,1 + 2t).

(b) O ponto @ = (2,4,1) é um ponto do plano 7 procurado. Assim, 7 € paralelo aos vetores
PQ= (—2,3,2) e o vetor diretor da reta r, V" = (1,—1,2). Logo, o produto vetorial
P(@Q xV & um vetor normal ao plano 7:

>> P=[4,1,-1]; Q=[2,4,1]; v=[1,-1,2];

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



Capitulo 4. Retas e Planos 555

>> PQ=Q-P

PQ = [-2, 3, 2]

>> N=pv(PQ,V)

N= 8 6 -1
expr = 8*x-39+6*y-z

Substituindo-se o ponto P ou o ponto () na equacao de 7w obtemos que a equacdo do
plano 7 & 8x + 6y — z — 39 = 0.

4.1.10. Ovetor N = (—1,1, —1) é normal ao plano. A equacéo do plano é entdo —x +y — 2z +d = 0.
Fazendo z = 0 nas equaces dos planos m; e 75 e resolvendo o sistema resultante, obtemos
x = 0ey = 1. Portanto, o ponto P = (0, 1,0) pertence a 7; e a m,. Substituindo-se o ponto
P = (0,1,0) na equagdo do plano —x + y — z + d = 0 obtemos que a equacéo procurada é
r—y+z2z+1=0.

4.1.11. (a) >> N1=[1,2,-3]; N2=[1,-4,2]; V=pv(N1,6N2)
v= -8 -5 -6
Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor € V' = (—8, —5, —6).
(b) >> N1=[2,-1,4]; N2=[4,-2,8]; V=pv(N1,N2)
V= 0 0 0
Os planos sao paralelos.
(c) > Ni=[1,-1,0]; N2=[1,0,1]; V=pv(N1,N2)
V = -1 -1 1
Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor € V' = (—1, —1, 1).
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4.1.12.

4.1.13.

4.1.14.

O vetor normal ao plano & um vetor diretor da reta procurada. Assim as equagdes paramétricas
derséo (z,y,2) = (1+t,2—t, 1+ 2t).

O vetor diretor da reta procurada é ortogonal ao mesmo tempo aos vetores normais dos dois
planos, portanto o produto vetorial deles € um vetor diretor da reta procurada.

>> pv([2,3,1],[1,-1,11)
4 -1 -5

(x,y,2) = (14 4t, —t,1 — 5t).

>> escalona([1,1,-1,0;2,-1,3,1])
1 0 2/3 1/3
0 1 -5/3 -1/3

A reta intersecdo dos planos é (z,y,2) = (1/3 —2/3t,—1/3 + 5/3t,t). O vetor diretor V =
(—2/3,5/3,1) desta reta é paralelo ao plano procurado. O ponto P = (1/3,—1/3,0) € um

ponto da reta e € também portanto um ponto do plano procurado 7. O vetor AP é também um

vetor paralelo a 7. Assim o produto vetorial AP xV & um vetor normal a 7.

>> A=[1,0,-1]; P=[1/3,-1/3,0];
>> V=[-2/3,5/3,1];

>> AP=P-A

AP = [-2/3, -1/3, 1]

>> N=pv (AP,V)

N=[ -2, 0, -4/3]
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4.1.15.

Substituindo-se o ponto A ou o ponto P na equagdo —2x — 4/3z + d = 0 obtemos a equacdo
do plano 6x + 4z — 2 = 0.

>> syms t s

>> A=[0,1,0];B=[1,1,0];C=[-3,1,-4];D=[-1,2,-7];
>> BA=B-A, CD=D-C,

BA = 1 0 0

Ch = 2 1 -3

P, = (t,1,0) & um ponto qualquer daretar e P; = (—3+2s,1+s, —4 — 3s) € um ponto qual-

quer da reta s. Precisamos encontrar pontos P, e P; tais que P, P,= al/, ou seja, precisamos
encontrar t e s tais que (t — 2s + 3, —s,3s +4) = (a, —ba, —a).

>> escalona([1,-2,-1,-3;0,-1,5,0;0,3,1,-4])
[ 1, -2, -1, -3]

[ 0, -1, 5, 0]

[ 0, 3, 1, -4]

eliminagdo 2:

(-1)*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, -2, -1, -3]

[ 0, 1, -5, 0]

[ 0, 3, 1, -4]

(2)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-3)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, o0, -11, -3]

[ o, 1, -5, 0]
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4.1.16.

[

e

0, 0, 16, -4]
liminagdo 3:

(1/16)*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, -11, -3]

[ 0, 1, -5, 0]

L 0, 0, 1, -1/4]
(11)*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(5)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, -23/4]

[ 0, 1, 0, -5/4]

[ 0, 0, 1, -1/4]

Pr0 = [-23/4, 1, 0]

PsO = [-11/2, -1/4, -1/4]

= [1/4’ _5/4’ _1/4]

Encontramos que t = —23/4, s = —5/4 e « = —1/4. Substituindo-se ou t = —23/4 em
P, = (t,1,0) obtemos que a equacdo dareta é (x,y,z) = (—23/4+t,1 — 5t,—t).

(a) > N1=[2,-1,1]; N2=[1,2,-1]; V=pv(N1,N2)

V=-1 3 5

Os planos se interceptam segundo uma reta que tem vetor diretor V' = (—1, 3,5).

(b) >> escalona([2,-1,1,0;1,2,-1,1])
[ 2, -1, 1, 0]
[ 1, 2, -1, 1]
eliminagdo 1:
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linha 2 <==> linha 1

[ 1, 2, -1, 1]

[ 2, -1, 1, 0]

(-2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 2, -1, 1]

[ 0, -5, 3, -2]

eliminagdo 2:

(-1/5)*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 2, -1, 1]
[ 0, 1, -3/5, 2/5]
(-2)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, 0, 1/5, 1/5]
[ 0, 1, -3/5, 2/5]

Um ponto qualquer daretar & P. = (1/5 —t,2/5 + 3t, 5t). Vamos determinar o valor de

t tal que AP, seja perpendicular ao vetor diretor da reta r.

>> syms t
>> Pr=[1/5-t,2/5+3*t,5%t];A=[1,0,1];
>> APr=Pr-A

APr = [ -4/5-t, 2/5+3%t, 5%t-1]
>> expr=pe(APr, [-1,3,5])

expr = -3+35%t

>> t=solve(expr)

t = 3/35

Substituindo-se t = 3/35 em A—]Br: (—4/5—1t,2/5+ 3t,5t — 1), obtemos o vetor diretor
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da reta procurada e assim a equacdo da reta € (z,y,z) = (1 — (31/35)t,(23/35)t,1 —
(4/7)0).
4.1.17. >> Vi=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det(M)
M=[ x, y, =zl
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7*x-2%y+z
Como o produto vetorial de V; e V5 (os dois vetores diretores das retas) € igual ao vetor nulo,
entao as retas sao paralelas. Neste caso, os vetores V; e P, P, sdo nao colineares e paralelos
ao plano procurado. Assim, 7z — 2y + 2z = 0 é a equacé&o do plano.
4.1.18. (a) >> N1=[1,2,-3]; N2=[1,-4,2]; V=pv(N1,6N2)

v= -8 -5 -6

Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor € V' = (-8, —5, —6). Fa-
zendo y = 0 nas equacgdes obtemos um sistema de duas equagdes e duas incognitas
cuja solucdo é x = —3,z = 1. Assim, P, = (—3,0,1) € um ponto da reta e as equacgdes

paramétricas da reta sao

<
I

-3 -8t
—5t, parat € R
1—6t
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(b) >> N1=[1,-1,0]; N2=[1,0,1]; V=pv(N1,N2)
V = -1 -1 1

Os planos se interceptam segundo uma reta cujo vetor diretor € V' = (-1, —1,1). Clara-
mente Py = (0,0,0) é um ponto da reta e as equacdes paramétricas da reta sdo

r = —t
y = —t, parat € R
z =1

4.1.19. (a)

r: (x,y,2) =1(0,1,2)

s: (z,y,2) =t(1,0,2)

t: (z,y,2) =(0,1,2) + s(1,—1,0)
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X y

(b) A=(0,0,2), B=(0,1,2)e C = (1,0,2).

—

00 2
vol = 3| OA- (OB x OC)|=|det | 0 1 2 ||=2=1.
10 2

(c) area = 5| OB x OC I=35112,2,-1)]| =3
(d)
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4.1.20. (a) Um ponto qualquer da reta r; € descrito por P., = (—14t,2+3t, 4t) e um ponto qualquer

(b)

dareta ry € daforma P, = (—1+ s,1 + 2s,—2 + 3s). Aqui € necessario o uso de um
parametro diferente para a reta r5. O vetor

PoPo=(—24s—t,—1+2s—3t,—2+3s — 4f)

“liga” um ponto qualquer de r; a um ponto qualquer de 5. Vamos determinar ¢ e s tais que

o vetor P, P,, seja perpendicular ao vetor diretor V; = (1,3,4) de r; e ao vetor diretor
Vo = (1,2,3) de 7y, ou seja, temos que resolver o sistema

PP, Vi = —13+19s— 260 —
PP, Ve = —10+14s — 19t =

A solugdo deste sistema é ¢ = 8/3, s = 13/3. Logo P., = (11/3,10,32/3), P,, =

(10/3,29/3,11) e V3 =P, P.,= (—1,—1,1). Assim as equagcOes paramétricas da reta
procurada sao

r = 11/3—1t
ry y = 10—t, parateR.
z = 32/3+t

Um ponto qualquer da reta r; € descrito por P,, = (—1+t,2+3t, 4t) e um ponto qualquer
daretary € daforma P,, = (s,4+ 2s,3 + 3s). Aqui € necessario o uso de um parametro
diferente para a reta ry. O vetor

—

P Pry=(145—1t2+2s—3t,3+3s — 4t)
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“liga” um ponto qualquer de r; a um ponto qualquer de 5. Vamos determinar ¢ e s tais que

o vetor P, P,, seja perpendicular ao vetor diretor V; = (1,3,4) de r; e ao vetor diretor
Vo = (1,2,3) de r, ou seja, temos que resolver o sistema

PP, Vi = 19419526t = 0
PP, Vs = 14+14s—19t =

A solucdo deste sistema ét = 0, s = —1. Logo P, = (—1,2,0), P, = (—1,2,0) e

—

P, P.,= (0,0,0). Neste caso o vetor P,, P., ndo pode ser o vetor diretor da reta procu-
rada. Vamos tomar como vetor diretor da reta procurada o vetor V3 = Vy x V5 = (1,1, —1).

Assim as equacgdes paramétricas da reta procurada sao

r = —1+t
r3 : y = 2+t, paratelR.
z = —t

4.2. Angulos e Distancias (pagina 295)

4.2.1.

4.2.2.

>> v=[1,3,2];w=[2,-1,1];U=[1,-2,0];
>> N=pv(W,U), projecao=(pe(V,N)/pe(N,N))*N
N =2 1 -3 projecao = -1/7 -1/14 3/14

>> N1=[2,-1,1]; N2=[1,-2,1];
>> costh=pe(N1,N2)/(no(N1)*no(N2))
costh = 5/6
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4.2.3.

4.2.4.

>> acos(5/6)*180/pi
ans = 33.5573

O angulo é arccos(5/6) = 33, 5°.

>> A=[1,1,1]1;B=[1,0,1];C=[1,1,0];

>> P=[0,0,1]1;Q=[0,0,0]1;V=[1,1,0];

>> Ni=pv(B-A,C-A), N2=pv(Q-P,V),...

>> costh=pe(N1,N2)/(no(N1)*no(N2))

N1 =1 0 0, N2 =1 -1 0,
costh = 1/2%2°(1/2)

O angulo é arccos(v/2/2) = 45°.

O vetor diretor da reta procurada V' = (a, b, ¢) faz angulo de 45° com o vetor i e 60° com o vetor
7. Podemos fixar arbitrariamente a norma do vetor V. Por exemplo, podemos tomar o vetor V'
com norma igual a 1.

>> syms a b c

>> p=[1,-2,3]; I=[1,0,0]; J=[0,1,0]; V=[a,b,c];
>> expl=abs(pe(V,I))-cos(pi/4)

expl = abs(a)-1/2%27(1/2)

>> exp2=abs(pe(V,J))-cos(pi/3)

exp2 = abs(b)-1/2

>> exp3=no(V)-1

exp3 = (a"2+b~2+c"2)"(1/2)-1

>> S=solve(expl,exp2,exp3)

>> [S.a, S.b, S.c]
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[ 1/2%x2°(1/2), 1/2, 1/2]
[ 1/2x27(1/2), 1/2, -1/2]
[ -1/2%27(1/2), 1/2, 1/2]
[ -1/2%27(1/2), 1/2, -1/2]
[ 1/2x27(1/2), -1/2, 1/2]
[ 1/2%x27(1/2), -1/2, -1/2]
[ -1/2x27(1/2), -1/2, 1/2]
[ -1/2%27(1/2), -1/2, -1/2]
Existem, aparentemente, oito retas que passam pelo ponto P = (1, —2, 3) e fazem angulo de
45° com o eixo x e 60° com o eixo y. Elas s&o (r,y,2) = (1, —2,3) +t(+v/2/2, £1/2,+1/2).
Na verdade existem quatro retas (distintas), pois um vetor diretor e 0 seu simétrico determinam
amesma reta. Elas sdo (z,y,2) = (1,-2,3) + t(v/2/2,£1/2,+1/2).
4.25. > syms t, A=[1,1,0]; Vv=[0,1,-1]; Pr=[0,t,-t];
>> PrA=A-Pr, exprl=pe(PrA,V)
PrA = [1, 1-t, t] exprl = 1-2%t
expr2 = 2*(1-t+t~2)~(1/2)
>> expr2=no (PrA)*no (V)
>> solve((exprl/expr2)~2-1/4)
(0] [1]
>> B=subs(Pr,t,0), C=subs(Pr,t,1)
B=1[0, 0, 0] C=[0, 1, -1]
4.2.6. >> A=[1,0,0]; B=[0,1,0]; C=[1,0,1]; 0=[0,0,0];
>> N=B-A
-1 2 0
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4.2.7.

>> dist=abs (pe(N,C-0))/no(N)
dist =1/27(1/2)

A distancia é igual a 1//2.

(@) > syms t s

>> A=[1,0,0]; B=[0,2,0]; V2=[1,2,3]; P2=[2,3,4];

>> Pri=A+t*(B-A), Pr2=P2+s*V2

Pr1 = [1-t, 2%t, 0] Pr2 = [2+s, 3+2%s, 4+3%s]

P,, = (1 —t,2t,0) € um ponto qualquer daretar; e P, = (2+ s,3 + 25,4 + 3s) €

um ponto qualquer da reta r,. Devemos determinar ¢ e s tais que o vetor P, P, seja
perpendicular aos vetores diretores de r; e de rs.

>> Pr1Pr2=Pr2-Pril

PriPr2 = [1+s+t, 3+2%s-2%t, 4+3%*s]

>> exprl=pe(PriPr2,B-A), expr2=pe(PriPr2,V2)
exprl = b5+3*s-bxt expr2 = 19+14xs-3*t

>> S=solve(’5+3*s-5%t’,  19+14*s-3*t’)

>> S.t, S.s

t = 13/61, s = -80/61

>> Pr10=subs(Pri,t,13/61),

Pr10 = [48/61, 26/61, 0]

>> Pr20=subs(Pr2,s,-80/61)

Pr20 = [42/61, 23/61, 4/61]

>> V=Pr20-Pr10, expr=PrlO0+t*V

vV = [-6/61, -3/61, 4/61]

expr = [48/61-6/61*t, 26/61-3/61xt, 4/61%t]
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A equagdo dareta é (z,y, z) = (48/61 — (6/61)t,26/61 — (3/61)t, (4/61)t).
(b) A distancia entre r; e ry € igual a norma do vetor P, P,,= (—6/61,—3/61,4/61) que é
igual a 1/+/61.
4.2.8. >> A=[0,2,1]; Pr=[t,2-t,-2+2%t];
>> APr=Pr-A, dist=no(APr)
APr = [t, -t, —-3+2%t]
dist = 37 (1/2)*(2%t"2+3-4*t) ~(1/2)
>> solve(dist~2-3)
[11[1]
>> P=subs(Pr,t,1)
P =11, 1, 0]
A distancia de A até areta r é igual a V3.
4.2.9. >> syms t

>> A=[1,1,1]; B=[0,0,1]; Pr=[1+t,t,t];

>> APr=Pr-A, BPr=Pr-B

APr = [t, -1+t, -1+t] BPr = [1+t, t, —-1+t]
>> distlq=pe(APr,APr), dist2q=pe(BPr,BPr)
distlqg = 3%t"2+2-4xt dist2q = 2+3*t"2

>> solve(distlq-dist2q)

t=0
>> subs(Pr,t,0)
[1, 0, O]

O ponto P = (1,0,0) é equidistante de A e B.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear

Julho 2006



Capitulo 4. Retas e Planos 569

4.2.10.

4.2.11.

4.2.12.

>> A=[1,-1,2]; B=[4,3,1]; X=[x,y,z];

>> AX=X-A, BX=X-B,

AX = [x-1, y+1, z-2] BX = [x-4, y-3, z-1]

>> distlg=pe(AX,AX), dist2g=pe(BX,BX)

distlq = X"2-2%x+6+y " 2+2xy+z"2-4%z

dist2q = x"2-8%x+26+y " 2-6xy+z"2-2%z

>> expr=distlq-dist2q

expr = 6*x-20+8*y-2xz

A equacao do lugar geomeétrico € 6 + 8y — 2z — 20 = 0. Este plano passa pelo ponto médio de
AB, pois o ponto médio de AB é M =OM=1/2(OA + OB) (Exercicio 1.18 na pagina 175)
satisfaz a equacéo do plano. O plano é perpendicular ao segmento AB, pois N = (6,8, —2) é

paralelo a E: (3,4,-1).

>> syms xy zd

>> exprl=2*x+2*y+2*xz+d;

>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 = 1/6 |6 +d| V3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2z + 2y + 2z = 0 e 22 + 2y 4+ 2z — 12 = 0 satisfazem as condi¢cdes do exercicio.

>> N2=[1,-2,2];N3=[3,-5,7];
>> V=pv(N2,N3)
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V = -4 -1 1
>> syms a b ¢, N=[a,b,c];
>> exprl=pe(N,V)
exprl = -4*xa-b+c
>> expr2=no(N)-1
expr2 = (a"2+b"2+c”2)"(1/2)-1
>> expr3=abs (pe(N,N1)/no(N1))-cos(pi/3)
expr3 = 1/2%27(1/2)*abs(atc)-1/2
>> S=solve(exprl,expr2,expr3,’a,b,c’)
>> S.a,S.b,S.c
a = b = c =
[ 0] L 1/2%x27(1/2)J [ 1/2%27(1/2)]
[ 2/9x27(1/2)1[ -11/18%2~(1/2)1[ 5/18%2°(1/2)]
[ 0l -1/2%x27(1/2)]J[ -1/2%27(1/2)]
[ -2/9%2°(1/2)]1[ 11/18x2~(1/2)][ -5/18x2"(1/2)]
Osplanos y + z = 0 e 4o — 11y 4+ 5z = (0 satisfazem as condi¢des do exercicio
4213. (@ N-V,=(1,1,1)-(1,-1,0) =0

(b) Tomando P, = (0,0,0) e P, = (1,0, 1):

| PP, N|](1,0,1)- (1,1,1)] 2
d(r,m) = = = —
™) = 1] Ve Ne

(c) Nao. Pois se s € uma reta reversa a r contida em 7, entdo

d(r,s) =d(r,m) = <2

Sl
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42.14. (a) AB=(-7/3,7/2,0)
AC= (=7/3,-2,11/6)
AB x AC= (77/12,77/18,77/6)
N, = (36/77) AB x AC= (3,2,6)

A equacdo doplano é 3z + 2y + 62 —6 =0

(b) DE= (5/2,-5,11)

DE x k = (=5,-5/2,0)

Ny = —(2/5) DE x k = (2,1,0)

Aequacaodoplanoé2z +y—2=0

(C)[3266 N 12/3221 N {1 2/3 2 2 N
2 1 0 2 2 10 2 0 —1/3 —4 -2

1 2/3 2 2 10 —6 —2

[o 1 12 6}Nl01 12 6]

As equagdes paramétricas da reta sdo (z,y, z) = (—2 4 6t,6 — 12¢,t).

(d)
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N

|N1-Nao| 8

y

(€) cos(m1, M) = i = 7v3

(f) OP= Projy, OA= ]Ivl'—OANl = 3(3,2,6)

BAE

(0) area = || AB x AC ||/2 = ||(77/12,77/18,77/6)||/2 = ZZ||(3,2,6)|| = 22

72
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5.1. Independéncia Linear (pagina 330)

5.1.1. Podemos resolver os quatro sistemas de uma Unica vez.

>>
>>
>>
>>
>>
[
L
L

vi=[5,-3,1];v2=[0,4,3];v3=[-10,18,7];
va=[10,-2,5];vb=[10,2,8] ;ve=[-2,-1,1];

vd=[-1,2,3];
A=[v1;v2;v3;va;vb;vc;vd] ’;
escalona(A)

5, 0, -10, 10, 10, -2, -1]

-3, 4, 18, -2, 2, -1, 2]
i, 3, 7, 5, 8, 1, 3]

eliminagdo 1:
linha 3 <==> linha 1

[
[
[

1, 3 7, 5, 8, 1, 3]
-3, 4, 18, -2, 2, -1, 2]
5, 0, -10, 10, 10, -2, -1]

Continua ? (s/n) s
(3)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-5)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[
[
[

t, 3, 7, 5, 8, 1, 3]
0, 13, 39, 13, 26, 2, 11]
0, -15, -45, -15, -30, -7, -16]

Continua ? (s/n) s
eliminagdo 2:
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(1/13)*1linha 2 ==> linha 2
A 1, 3, 7, 5, 8, 1, 3]
[ 0, 1, 3, 1, 2, 2/13, 11/13]
[ 0, -15, -45, -15, -30, =7, -16]
Continua ? (s/n) s
(-3)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(15)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -2, 2, 2, 7/13, 6/13]
[ 0, 1, 3, 1, 2, 2/13, 11/13]
[ 0, 0, 0, 0, 0, -61/13, -43/13]
Continua ? (s/n) n
Assim, os vetores dos itens (a) e (b) sdo combinacao linear de Vi, V5 e V3, pois os sistemas
[ V1 Vo V3 ] X =V, paraos vetores V' dos itens (a) e (b) tém solucdo, enquanto para os vetores
dos itens (c) e (d) ndo tém solucao.

5.1.2. Do escalonamento realizado no item anterior deduzimos que o sistema [ V3 V5 V3 | X = 0
tem solucdo nao trivial. Logo, os vetores V/, V5 e V3 sdo L.D. Asolugdo é x = 2a, y = —3a e
2 = «. Escolhendo o = 1 e substituindo os valores de z, y e z na equagéo zV; +yVo+2Vs = 0
obtemos que V3 = —2V; + 3V%.

5.1.3. (a) > vi=[1,1,2];v2=[1,0,0];

>> v3=[4,6,12]

>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].’
1 1 4 0
1 0 6 0
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(b)

(€)

2 0 12 0
>> R=escalona(A)

1 0 6 0

0 1 -2 0

0 0 0 0

Logo, a equacgdo z(1,1,2) + y(1,0,0) + 2(4,6,12) = 0 admite solug&o néo trivial. Isto

implica que os vetores do item (a) sao L.D.
>> vi=[1,-2,3];v2=[-2,4,-6];

>> A=[v1;v2;zeros(1,3)].’

1 -2 0
-2 4 0
3 -6 0
>> R=escalona(A)
1 -2 0
0 0 0
0 0 0

Logo, a equagdo z(1,—2,3) + y(—2,4, —6) = 0 admite solug&o n&o trivial. Isto implica
gue os vetores da item (b) sdo L.D. Observe que o segundo vetor € —2 vezes o primeiro.

>> vi=[1,1,1];v2=[2,3,1];

>> v3=[3,1,2];

>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].”’
1 2 3 0
1 3 1 0
1 1 2 0

>> R=escalona(A)
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1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

Logo, a equagdo x(1,1,1) + y(2,3,1) + 2(3,1,2) = 0 so6 admite a solug&o trivial. Isto
implica que os vetores do item (c) sao L.I.

(d) >> vi1=[4,2,-1];v2=[6,5,-5];v3=[2,-1,3];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)]."

4 6 0
2 5 0
-1 -5 0
>> R=escalona(A)
1 0 2
0 1 -1
0 0 0

Logo, o sistema x(4,2, —1) + y(2,3,1) + 2(2, —1, 3) = 0 admite solugdo nao trivial. Isto
implica que os vetores do item (d) séo L.D.

5.1.4. >> syms a
>> A=[3,1,0;a72+2,2,0;0,0,0]

A =

[3, a~2+2, 0]
(1, 2, 0]
[0, 0, 0]

>> escalona(A)
eliminagdo 1:
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linha 2 <==> linha 1

[1 2 0
[

[ 2

[3 a +2 0
[

[ O 0 0

Continua ? (s/n)

-(3)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2

[ 1 2 0

[

[ 2

[0 a -4 0

[

[ O 0 0
Continua ? (s/n)
>> solve(a”2-4)
ans = [ 2][-2]

Para A = £2 o conjunto de vetores é L.D.

]

| NS oy N [y Ny N D S )

S

]
]

]
]
]
]
n

5.15. (a) ;Wi + 2o.Wa + 23W3 = 21 (Vi + Vo) + 22(Vi + Va) + 23(Va + V3) = (21 + 22)V1 +
(v + 23)Vo + (22 + x3)V3 = 0. Como Vi,V e V3 s@o por hipotese L.I., os esca-
lares que os estdo multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao sistema

r1 + Z2 =0
T + Tr3 = 0
Tro + r3 = 0
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5.1.6.

(b)

(@)

>> A=[1,1,0;1,0,1;0,1,1]
>> escalona(A)

[ 1, 1, 0]
[ 1, 0, 1]
[0, 1, 1]
[ 1, 0, 0]
[ 0, 1, 0]
[ 0, 0, 1]

Assim, 0 sistema e a equacdao vetorial inicial tém somente a solugao trivial z; = x9 =
x3 = 0. Portanto os vetores W7, W5 e W3 séo L.1.

.T1W1 + .TQWQ + ZL’3W3 = ZL’1‘/1 + 1’2(‘/1 + ‘/3) + 133(‘/1 + ‘/2 + ‘/3) = (l’l + o +
x3)Vi + x3Va + (29 + x3)V3 = 0 Como V;,V, e V3 sdo por hipotese L.I., os esca-
lares que os estdao multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao sistema
Ty + T2 + x3 = 0
r3 = (0 Assim, o sistema e a equagéo vetorial inicial ttm somente
To + T3 = 0
a solucdo trivial x1 = o = x3 = 0. Portanto os vetores W, W, e W3 sao L.1.

>> syms m,P1=[1,0,2];V1=[2,1,3];
>> P2=[0,1,-1]1;V2=[1,m,2*m] ;
>> expr=det ([V1;V2;P2-P1])

expr = -9*m+6
>> solve(expr)
ans = 2/3
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Para m = 2/3 as retas sdo coplanares.

(b) Param = 2/3, os vetores diretores V; = (2,1,3) e Vo, = (1,2/3,4/3) séo L.I., pois um
nao é multiplo escalar do outro. Portanto, as retas sao concorrentes.

(c) > syms x y z; P=[x,y,z];
>> V2=subs(V2,m,2/3)
v2 = [ 1, 2/3, 4/3]
>> N=pv(V1,V2)
N= [ -2/3, 1/3, 1/3]
Tomando como vetor normal —3N = (2, —1, —1) aequagdo do plano é 2z —y—z+d = 0.
Para determinar d substituimos o ponto P; = (1,0, 2) na equacé&o do plano:

>> subst (2*x-y-z+d, [x,y,z],[1,0,2])
>> ans= d

Assim, a equacao do plano € 2z — y — z = 0.

5.1.7. Precisamos determinar m para que os vetores W = (2,m, 1), V; = (1,2,0) e V5, = (1,0,1)
sejam L.D.

>> syms m

>> W=[2,m,1];V1=[1,2,0];V2=[1,0,1];
>> solve(det([W;V1;V2]))

ans = 2

Para m = 2 areta é paralela ao plano. A reta esta contida no plano se, e somente se, 0s

vetores OP;, Vi, V5 forem L.D., em que P; = (1,1,1) & um ponto da reta.
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5.1.8.

>> P1=[1,1,1];
>> det ([P1;V1;V2])

ans

= -1

A reta ndo esta contida no plano.

(@) >> V1=[1;2;3]; V2=[3;4;5]; V3=[5;6;71;

(b)

>> V=randi(3,1)

V = 0
4
3
>> escalona([V1,V2,V3,V])
ans = 1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 1

Assim, V ndo é combinacéo linear de V1, V2e V3.

>> M=randi(3,5)

M= -2 -4 1 -5 5
3 -3 -3 3 0
-5 -3 -3 -1 -1

>> escalona([V1,V2,V3,M])

1 0-1 0 37/13 -101/26 173/26
0 1 2 0 -29/13 37/26 -85/26
0O 0 0 1 1/13 -4/13 12/13

-96/13
51/13
-4/13

Assim, nenhuma das colunas de M &€ combinacao linear de V1, V2 e V3. Como as colunas
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de M foram geradas aleatoriamente, 0 mais provavel € que elas nao pertencam ao plano
gerado por V1, V2e V3.

(c) V3=-V1+2V2, que é a mesma relacdo que é valida entre as colunas de forma escalonada
reduzida da matriz [V1,V2,V3,M].

5.2. Subespacos Base e Dimensao (pagina 346)

5.2.1. (a) » A=[1,0,1,0,0;1,2,3,1,0;2,1,3,1,0]

1 0 1 0 0
1 2 3 1 0
2 1 3 1 0
>> R=escalona(A)
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0
Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema
Ty + x5 =0
T2 + I3 = 0
Ty = 0

Este sistema tem como solugao geral
W= {(—-a,—a,a,0)|a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—a, —a,,0) = a(—1,-1,1,0).
Logo, {V = (—1,—1,1,0)} gera W.
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(b) >> A=[1,1,2,-1,0;2,3,6,-2,0;-2,1,2,2,0]
1 1 2 -1 0
2 3 6 -2 0
-2 1 2 2 0
>> R=escalona(A)
1 0 0 -1 0
0 1 2 0 0
0 0 0 0 0

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema
{ T + — x4 = 0
Ty + 2x3 =0
Este sistema tem como solucéo geral
W= {(e, =28, 8,0) |, 3 € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(o, =28,8,a) =

= (,0,0,a) +(0,-28,5,0)
= a(1,0,0,1) + 5(0,—2,1,0) .

Logo, B = {V; = (1,0,0,1), V2 = (0,—2,1,0)} gera W.

52.2. (a) > syms x
>> A=[0,0,1;1,0,-3;0,1,3];
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>> B=A-x*eye(3)

[-x, 0, 1]
[ 1, -x, -3]
[ 0, 1, 3-x]

>> solve(det(B))
ans = [1][1][1]
>> Bl=subs(B,x,1)

-1 0 1
1 -1 -3
0 1 2
>> escalona([B1l,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 0

Ty — T3 =0
Este sistema tem como solucéo geral
W= {(a, —2a,a) |a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(v, =20, c0) = (1, =2, 1).

Logo, B = {V = (1,—2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um (nico vetor ndo
nulo é sempre L.l., entdo B é base para W.
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(b) >> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1]

>> B=A-x*eye(4)

[2-x, 2, 3, 4]

[ 0, 2-x, 3, 2]

[ o, 0, 1-x, 1]

[ 0, 0, 0, 1-x]

>> solve(det(B))

ans = [2][2][1][1]

>> Bil=subs(B,x,1)

1 2 3 4
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0 0
>> escalona([B1l,zeros(4,1)])
1 0 -3 0 0
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
I — 3273 = 0
i) + 3.173 = 0
Ty = 0

Este sistema tem como solucao geral

W = {(3a, =3, ,0) | @ € R}.
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Agora, para qualquer elemento de W temos:
(3ar, =3, v, 0) = (3, —3,1,0).

Logo, B = {V = (3,-3,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um nico vetor
nao nulo é sempre L.1., entdo B é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

0 2 3 4
0 0 3 2
0 0 -1 1
0 0 0 -1
>> escalona([B2,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
To =0
ZI3 = 0
Ty = 0

Este sistema tem como solucéo geral
W = {(,0,0,0) | € R} .
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(a,0,0,0) = a(1,0,0,0).
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Logo, B = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um Unico vetor
nao nulo é sempre L.l., entdo B é base para W.

(c) > A=[1,1,-2;-1,2,1;0,1,-1]
>> B=A-xxeye(3)
[1-x, 1, -2]
[ -1, 2-x, 1]
[ 0, 1, -1-x]
>> solve(det(B))
ans = [ 11[ 2]1[-1]
>> Bml=subs(B,x,-1)

2 1 -2
-1 3 1
0 1 0
>> escalona([Bml,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 0O O
0 0 0 0

I
o o

T — 333'3 =
L2

Este sistema tem como solucéo geral
W= {(,0,) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(o,0,c0) = (1,0, 1).
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Logo, B = {V = (1,0,1)} gera W. Como um conjunto formado por um nico vetor n&o

nulo é sempre L., entdo B é base para W.

>> Bil=subs(B,x,1)

0 1 -2
-1 1 1
0 1 -2
>> escalona([B1,zeros(3,1)])
1 0 -3 0
0 1 -2 0
0 0 0 0

T — 333'3
Ty — 233‘3

Este sistema tem como solucéo geral

W = {(Be,2a,a)|a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(3o, 20, ) = (3,2, 1).

Logo, B = {V = (3,2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um nico vetor ndo

nulo é sempre L., entdo B é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
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-1 1 -2
-1 0 1
0 1 -3
>> escalona([B2,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 -3 0
0 0 0 0

I - T3 =0
o — 31’3 =0
Este sistema tem como solucao geral
W= {(a,3a,0) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a,3a,a) = a(1,3,1).

Logo, B = {V = (1,3,1)} gera W. Como um conjunto formado por um nico vetor n&o
nulo é sempre L., entdo B é base para W.

(d) >> A=[-1,2,2,0;-1,2,1,0;-1,1,2,0;0,0,0,1];
>> B=A-x*eye(4)

B =
[ -1-x, 2, 2, 0]
[ -1, 2-x, 1, 0]
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[ -1, 1, 2-x,
I 0, 0, 0,

>> solve(det(B))

ans = [ 1][ 1J[ 11[ 1]

>> Bl=subs(B,x,1);
>> escalona(B1)

[ -2, 2, 2, 0]
(-1, 1, 1, 0]
(-1, 1, 1, 0]
[ o, 0, 0O, O]
eliminagdo 1:

linha 2 <==> linha 1

0]

1-x]

[ -1, 1, 1, 0]
[ -2, 2, 2, 0]
[ -1, 1, 1, o]
[ 0, 0, 0, 0]
(-1)*1inha 1 ==> linha 1
[ 1, -1, -1, 0]
[ -2, 2, 2, 0]
[ -1, 1, 1, 0]
[ 0, 0, 0, 0]

(2)*1linha 1 + linha 2
(1)*1linha 1 + linha 3

[ 1, -1, -1, 0]
[ 0o, 0, 0, O]

==> linha 2
==> linha 3
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{%1-%2—333 =0

Este sistema tem como solucéo geral
W={(B+7,706a)ap,yER}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(B+7,7,0,a) =a(0,0,0,1) + 5(1,0,1,0) + v(1,1,0,0).
Logo, B = {V;, = (0,0,0,1), V> = (1,0,1,0), V5 = ((1,1,0,0)} gera W. Como

(070’070) = (6+7:77ﬂ704)
= a(0,0,0,l)—f—ﬂ(l,O,l,O)+7(1,1,0,0)

implica que o = 3 = v = 0, entdo B & base para W.

(e) >> A=[2,3,0;0,1,0;0,0,2]
>> B=A-x*eye(3)
B=1[2—x, 3, 0]

[ o0, 1-x, 0]
[ 0, 0, 2-x]
>> solve(det(B))
(2] [ 2] [1]
>> Bil=subs(B,x,1)
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Bt =[1,3,0]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 0, 1]
I1+3SIJ2 =0
$3:0

Este sistema tem como solucéo geral
W = {(-3c,,0) |a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(=3a,a,0) = a(—3,1,0).

Logo, B = {V =(—3,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um Gnico vetor ndo
nulo &€ sempre L.1., entdo B é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
B2 =[ 0, 3, 0]
[ o0, -1, 0]
[ 0, 0, 0]

3%2 =0
—XT2 =0
Este sistema tem como solucao geral

W= {(,0,0) | v, B € R}.
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(f)

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(e, 0,8) = a(1,0,0) + 5(0,0,1).

Logo, B = {V; = (1,0,0), V5, = (0,0, 1)} gera W. Como um vetor ndo é mdltiplo escalar
do outro, o conjunto B & L.I. Assim, B é base para W.

>> A=[2,3,0;0,2,0;0,0,2]
>> B=A-x*eye(3)
B=[2-x, 3, 0]
[ 0, 2-x, 0]
[ 0, 0, 2-x]
>> solve(det(B))
[ 2][ 2]1[ 2]
>> B2=subs(B,x,2)
B2 =[ 0, 3, 0]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0]

{ 3 = 0

Este sistema tem como solucéo geral
W= {(,0,8)[a, 8 € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(0,0, 8) = a(1,0,0) + (0,0, 1).
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Logo, B = {V; = (1,0,0), V5, = (0,0,1)} gera W. Como um vetor ndo é mdltiplo escalar
do outro, o conjunto B & L.I. Assim, B & base para W.

5.2.3. >> N1=[1,-7,5];
>> N2=[3,-1,1];
>> V=pv(N1,N2)
vV = -2 14 20

A equacgdo paramétrica da reta intersecdo dos dois subespacos € (x,y,z) = t(—2,14,20),
para todo t € R. Assim, {V = (—2,14,20)} é uma base para a reta.

5.2.4. (a) > vi1=[4,2,-3];v2=[2,1,-2];v3=[-2,-1,0];
>> escalona([vl;v2;v3;zeros(1,3)]7)
[ 4, 2, -2, 0]
[ 2, 1, -1, 0]
[ -3, -2, 0, 0]
eliminagdo 1:
(1/4)*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 1/2, -1/2, 0]
[ 2, 1, -1, 0]
[ -3, -2, 0, 0]

(-2)*1inha 1 + linha 2 ==> linha 2
(3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

L 1, 1/2, -1/2, 0]
[ o, 0, 0, 0]
[ 0, -1/2, -3/2, 0]

eliminagdo 2:
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linha 3 <==> linha 2

[ 1, 1/2, -1/2, 0]

[ 0, -1/2, -3/2, 0]

[ 0, 0, 0, 0]

(-2)*1linha 2 ==> linha 2

L i1, 1/2, -1/2, 0]

[ 0, 1, 3, 0]

[ 0, 0, 0, 0]
(-1/2)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, 0, -2, 0]

[ o, 1, 3, 0l

(L o, 0, 0O, O]

Os vetores V1, V5 e V3 séo L.D., pois a equacgéo xV; + yVs + zV5 = 0 admite solugéo néo
trivial.

(b) Os vetores V; e V5 sao L.I. pois um vetor ndo & mdltiplo escalar do outro.

(c) Do item (a) obtemos que a solugéo de zV; + yVso + 2V3 = 0 é (,y,2) = (2a, =3, a).
Tomando o = 1 obtemos 2V, — 3V, + V5 = 0, ou seja, V5 = —2V; + 3V%. Logo, V5 ndo é
necessario para gerar o subespaco gerado por V7, V5 e V3. Como pelo item anterior V; e
V5 sao L.1., entdo V; e 1, formam uma base para o subespaco gerado por V;, V5, e V5 e a
dimensao é 2.

(d) E o plano que passa pela origem paralelo aos vetores V; e V5 ou

>> pv(vl,v2)
-1 2 0
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Este subespaco € um plano que passa pela origem com vetor normal N = V} x V5 =
(—1,2,0), ou seja, € o plano x — 2y = 0.

5.2.5. (a) Nao, pois basta tomarmos um vetor que ndo esta no subespaco gerado por V; e V5 (que
€ um plano que passa pela origem), que ele ndo sera combinacao linear de V; e V5.

(b) Para que Vi, V, e V5 formem uma base de R3 basta que Vi, Vs, e V3 sejam L.I. Para isso
V3 = (a, b, c) deve ser um vetor que néo seja combinacéo linear de V; e V4.

(c) Devemos acrescentar um vetor V3 que nao seja combinacao linear de V; e V5. Por exemplo
V3 = (0,0,1). Como a dimensdo do R? & igual a 3, entdo pelo Teorema 5.7 na pagina
343 V3 = (0,0,1), é tal que V;, V5 e V3 formam uma base de R?,

5.2.6. Fazendo z = a e y = 3 na equacgéo do plano obtemos que
r=—-20—4a.
Assim, os pontos do plano x + 2y + 4z = 0 s&o da forma
(x,y,2) = (=20 — 4o, B, ), Yo, 5 € R,
ou seja, sao da forma
(x,y,2) = a(—4,0,1) + 5(—=2,1,0) = aVj + gV, Vo, 5 € R,

emque V) = (—4,0,1) e V5 = (—2,1,0).

Assim, V7 e V5 formam uma base do plano W, pois séo L.I. (um ndo é maltiplo escalar do outro)
e geram W (todo vetor de W é combinacao linear deles).
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Para estender V; e V» a uma base de R®, precisamos acrescentar um vetor que ndo seja
combinacao linear de V; e V5. Uma maneira de se conseguir isso &€ tomar um vetor que nao
pertenca ao plano, ou seja, um vetor (a, b, ¢) tal que a+2b+4z # 0. Por exemplo V3 = (1,0,0).

5.2.7. > V1=[-1,2,3];V2=[1,3,4];
>> Ni=pv(V1,V2)
N1 = -1 7 -5
>> V3=[1,2,-1];V4=[0,1,1];
>> N2=pv(V3,V4)
N2 = 3 -1 1
>> V=pv(N1,N2)
V =
2 -14 -20
A reta intersecédo dos dois subespacos é (z,y, z) = t(2, —14, —20), para qualquer t € R. Uma
base para areta é {V = (2,—14,—20)}.

5.2.8. (a)

(3a + 4b — 4¢,2a — 4b — 6¢, —2a — 4b + 2¢)
(3a,2a, —2a) + (4b, —4b, —4b) + (—4c, —6¢, 2¢)
= a(3,2,-2) + b(4, —4, —4) + c(—4, —6,2).
Logo, definindo V; = (3,2, —2), Vo = (4, —4,—4) e V3 = (—4, —6, 2), entdo {V}, V5, V3}
geraV.

(b) >> V1=[3,2,-2];V2=[4,-4,-4];V3=[-4,-6,2];
>> escalona([V1;V2;V3]’)
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[ 3, 4, -4]
[ 2, -4, -6]
[ -2, -4, 2]

eliminagdo 1:

(1/3)*1inha 1 ==> linha 1

[ 1, 4/3, -4/3]

[ 2, -4, -6]

[ -2, -4, 2]

(-2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(2)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, 4/3, -4/3]
[ 0, -20/3, -10/3]
[ 0, -4/3, -2/3]

eliminagdo 2:

(-3/20)*1inha 2 ==> linha 2

[ 1, 4/3, -4/3]

[ 0, 1, 1/2]

[ 0, -4/3, -2/3]

(-4/3)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(4/3)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, -2]

[ 0, 1, 1/2]

[ o, o0, 0]

A solugdo de 2V; + yVo + 2Vz = 0 & (2,9, 2) = (2a, /2, ). Tomando o = 2 obtemos
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4Vi + Vo +2V5 = 0. Ou seja, Vo = —2V3 — 4V,

Assim o vetor V5 pode ser descartado na geracéo de V, pois ele &€ combinacgao linear dos
outros dois. Logo, apenas V] e V3 sdo suficientes para gerar V. Como além disso, os
vetores 1} e V3 sdo tais que um nado € multiplo escalar do outro, entao eles sao L.l. e
portanto {V7, V3} € uma base de V. Também {V}, 5} ou {V5, V3} séo bases.

5.2.9. (a) N&o pois sdo necessarios 4 vetores L.|. para se obter uma base de R* (Teorema 5.7 na
pagina 343).
(b) V3 eV, devem ser L.I. e ndo pertencerem ao subespaco gerado por V; e V5.
(©) aVi+8Vs = (—3a+8,5a—28, 20—, a+20) Sejam Vs = (0,0,1,0) e V; = (0,0,0,1).
Vamos verificar que

Vi =(=3,521), Vo=(1,-2,—1,2),
Vs =(0,0,1,0) e V;=(0,0,0,1)

sao L.l B
Vi +xVo+ 13V + 24V =0

implica que
Vi + xaVo = —x13V3 — 14V}

Como V3 e V; ndo pertencem ao subespaco gerado por V; e V5, entdo
nVi+aVo=0 e —asVs—a4V,=0

como {Vi,V,} & L.I. assim como {V3,V,} entdo z; = x5 = x3 = x4 = 0. Logo
{Vi, Vs, V5, Vy} € L.I. Como a dimensdo do R* é igual a 4 , entdo pelo Teorema 5.7 na
pagina 343 Vi, V,, Vs, V4 formam uma base de R*.
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5.2.10. >> A=triu(randi(4,4,3))

A=-1 -2 1 1
0 2 -2 -2
0 0 -1 2
0 0 0 0

>> B=A-x*eye(4)

B =

[ -1-x, -2, 1, 1]

[ 0, 2-x, -2, -2]

[ 0, 0, -1-x, 2]

[ 0, 0, 0, -xJ]

>> solve(det(B))
[ -11C -11C 210 o]
>> Bml=subs(B,x,-1)

Bml =

[ o, -2, 1, 1]
[ 0, 3, -2, -2]
[ 0, 0, 0, 2]

[ o, 0, 0, 1]
>> escalona(Bml)
0, 1, 0, 0]

0, 0, 1, 0]

0, 0, 0, 1]

0

[
[
[
[ 0, 0, 0, 0]
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Este sistema tem como solucéo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:

s}

W= {(e,0,0,0) |« € R}.

a(1,0,0,0).

Logo, B = {V =(1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um @nico vetor ndo nulo

é sempre L.I., entdo B é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

B2 =

[ -3, -2, 1, 1]
[ 0, 0, -2, -2]
[ 0, 0, -3, 2]
[ 0, O, O, -2]
>> escalona(B2)

[ 1, 2/3, 0,
[ 0, 0, 1,
L 0, 0, 0,
[ 0, 0, 0,

0]
0]
1]
0]
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ry + 2/3.T2
T3
Ty

Este sistema tem como solucéo geral

W = {(—2a,30,0,0) |a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(—2a,30,0,0) = «a(-2,3,0,0).

=}

Logo, B = {V = (—2,3,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um 0nico vetor ndo

nulo é sempre L.1., entdo B é base para W.

>> BO=subs(B,x,0)
BO =

[ -1, -2, 1, 1]
[ o, 2, -2, -2]
[ o, 0, -1, 2]
[ 0, 0, O, 0]
>> escalona(BO0)

[ 1, o0, 0, 3]
[ 0, 1, 0, -3]
[ 0, 0O, 1, -2]
[ 0, 0, 0, 0]
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T 31‘4 =0
T —31’4 =0
r3 — 2234 =0

Este sistema tem como solucéo geral
W = {(-3q, 30,20, ) |a € R} .
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(—=3a, 30, 20, c0) =
a(-3,3,2,1).

Logo, B = {V = (—3,3,2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um (nico vetor ndo
nulo é sempre L.l., entdo B é base para W.

5.3. Produto Escalar em R" (pagina 373)

53.1. >> syms a
>> x=[1,1,-2];y=[a,-1,2];
>> solve(pe(x,y))
ans = b

53.2. > syms a b
>> x=[1/2"(1/2),0,1/2°(1/2)1;y=[a,1/2°(1/2) ,-b];
>> sol=solve(pe(x,y),no(y)-1)
sol =
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a: [2x1 sym]
b: [2x1 sym]
>> sol.a, sol.b
ans = [ 1/2] [ -1/2] ans = [ 1/2] [ -1/2]

5.3.3. O conjunto dado consiste dos vetores da forma:

(_O‘_Bvﬁ7a) = (_aa07a)+(_ﬁ7ﬁ>0)
= «(-1,0,1)+ B(-1,1,0)

>> v1=[-1,0,1];v2=[-1,1,0];
>> wl=vl; w2=v2-proj(wl,v2);
>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2)

w=[-3v2 0 }v2]

w=[-1v3v2 1v3V2 —1v3va]

5.3.4. O conjunto dado consiste dos vetores da forma:

(-CY + Zﬁ +77776705)
(—(I,0,0,0Z) + (2ﬁ70767 0) + (7777070)
a(—1,0,0,1) + 4(2,0,1,0) +~(1,1,0,0)
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>> v1=[-1,0,0,1];v2=[2,0,1,0];v3=[1,1,0,0];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2);

>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3);

>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2), u3d=w3/no(w3)

m=[~4vZ 0 0 4V3]
m=[1V3 0 3V3 1V3]
w=[ HVE WVEB —4VE LVE]

5.3.5. >> A=[1,1,-1,0;2,1,2,0];
>> escalona(A)
1 0 3 0
0 1 -4 0

T + 31’3 =0
To — 41’3 = 0

Este sistema tem como solucao geral
W = {(-3a,4a,a) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—=3a, 4o, ) = (—3,4,1).

Um conjunto formado por um Gnico vetor ndo nulo é sempre L.I.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear Julho 2006



Capitulo 5. Espacos Euclidianos 605

5.3.6.

>> v=[-3,4,1];
>> u=v/no(v)

u=[ ~3VE 2V L]

>> Vi=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det (M)
M=[ x, y, z]
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7*x-2%y+z

Como o produto vetorial de V; e V; (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo,
entdo as retas sao paralelas. Neste caso, os vetores V; e P, P, sdo nao colineares e paralelos

ao plano procurado. Assim, 7x — 2y + z = 0 é a equacgédo do plano, que passa pela origem,
logo € um subespaco. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(a, 8, —Ta+28) = (a,0,—7a)+ (0,5,20)
= «a1,0,-7)+ £(0,1,2)

>> V1=[1,0,-7];V2=[0,1,2];

>> W1=V1; W2=V2-proj(W1i,V2)
w2 =[ 7/25, 1, 1/25]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

Julho 2006 Reginaldo J. Santos



606 Respostas dos Exercicios

Up=[1/10v2 0 —5v2]
Uy=[ £v3 5/9V3 1/453 ]

5.3.7. > vi1=[1,1,-1,0];v2=[0,2,0,1];v3=[-1,0,0,1];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
w2 = [-2/3, 4/3, 2/3, 1]
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)
w3 = [-4/11, -3/11, -7/11, 6/11]
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no(w3)

w=[1v3 1v3 —1v3 0]
w2=[ -2 VI1v3 £VI1IVv3 ZV11V3 £ V11V3 ]
wd=[ -2v110 -3 V110 —L V110 2 V110 |

5.3.8. >> vi1=[1,1,1];v2=[0,1,1];v3=[1,2,3];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
w2 = [-2/3, 1/3, 1/3]
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)
w3 = [0, -1/2, 1/2]
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/now2) ,ud=w3/no (w3)

=[5V V5 §Va]
w= [ ~1V3VE 1VBVE LVaV3]
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539. >> syms xy z d
>> exprl=2%x+2*xy+2*z+d;
>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 = 1/6 |6 + d| V3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2z + 2y + 22z = 0 e 2z + 2y + 2z — 12 = 0 satisfazem as condi¢cBes do exercicio.
Apenas o primeiro plano & um subespaco. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(a’67_05_ﬁ) = (0470,_06>+(0,5,—ﬁ)
= «(1,0,-1)+ p(0,1,-1)

>> Vi=[1,0,-1];V2=[0,1,-1];

>> W1=V1; W2=V2-proj(Wi,V2)

w2 = [ -1/2, 1, -1/2]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)
U=[1/2v2 0 -1/2V2 ]

U= —1/6v3v2 1/3v3v2 —1/6V3V2].

5.4. Mudanca de Coordenadas (pagina 393)
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54.1. (a) > vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2)]);

(b)

>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)]1);
>> p=[1,3];

>> A=[v1;v2;p].’

>> escalona(A)

[1, 0, -27(1/2)]
[0, 1, 2%27(1/2)]
Assim, as coordenadas de P em relagdo ao sistema S sao:

V2
2v2
>> vi=sym([1/sqrt(2),-1/sqrt(2),01);
>> v2=sym([0,0,1]);
>> v3=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2),0]);

>> p=[2,-1,2]; A=[v1l;v2;v3;pl.’;
>> escalona(A)

[ 1, 0, 0, 3/2x2~(1/2)]
[ 0, 1, 0, 2]
[ o, 0, 1, 1/2%2°(1/2)]

Assim, as coordenadas de P em relacdo ao sistema § sao:
3v/2/2
2
V2/2
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54.2. (a) > vi=sym([-1/sqrt(2),1/sqrt(2)]);
>> v2=sym([1/sqrt(2),1/sqrt(2)]1);
>> v=2%v1+v2

[ V32 3v3)2]

(b) >> vi=sym([0,1/sqrt(2),-1/sqrt(2)1);
>> v2=sym([1,0,0]);
>> v3=sym([0,1/sqrt(2),1/sqrt(2)1);
>> v=-v1+v2+2xv3

v = 3 1 3
[1 v2/2 3v2/2]
5.4.3. As coordenadas de U;,Us e Us; em relacdo ao sistema 8§ = {O,U;,U,,Us}
1 0 0
sdo dadas por O 1 e 0 , respectivamente. Assim, U, =

[a)
—
~
]

1 0 1 1 0 0 0 0
[0 1/2 \/’/2][ ] [0],(]2 [0 1/2 \/3/2][1][ 1/2]
0 /3/2 1/2 0 0 3/2 1/2 0 V3/2
0
0
1

1 0
[ m]H m}
0 V3/2 1/2

1/2
54.4. >> p=sym([sqrt(3),1]).’; pr=sym([sqrt(3),-1]1).7;
>> A=[cos(th),-sin(th) ;sin(th),cos(th)];
>> expr=A*xpr-p
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expr = [ cos(th)*37(1/2)+sin(th)-3"(1/2)]

[ sin(th)*3~(1/2)-cos(th)-1]
>> solve(expr(1,1),expr(2,1),th)
ans = 1/3%pi

A rotacdo é de /3.
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6.1. Diagonalizacdo de Matrizes (pagina 422)

6.1.1.
(@) >> A=[1,1;1,1]; (b) >> A=[1,-1;2,4];
>> B=A-x*eye(2) >> B=A-x*eye(2)
[1-x, 1] [1-x, -1]
[ 1, 1-x] [ 2, 4-x]
>> p=det (B) >> p=det (B)
p =—2%x+x"2 p =6-b5*xx+x"2
>> solve(p) >> solve(p)
(0] [2] (3] [2]
>> BO=subs(B,x,0) >> B2=subs(B,x,2)
[1, 1] [-1, -1]
[1, 1] [ 2, 2]
>> escalona(B0) >> escalona(B2)
1 1 1 1
0 0 0 0
>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subs(B,x,3)
[-1, 1] [-2, -1]
[ 1, -1] [ 2, 1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
1 -1 1 1/2
0 0 0 0
Vo ={(—a,a) | a € R} Vy ={(—a,a) | a € R}
Vo ={(a,a) | « € R} Vs ={(—q,2a) | a € R}
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()

>> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];

’ >> BO=subs(B,x,0
>> B=A-x*eye(3) subs (B, x,0)

1, 2
[-x, 1, 2] Eg 0, 3%
[ 0, -x, 3] [O, O, 0]
[ 0, 0, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) (o, 1, 0]
p=-x"3 [0, 0, 1]
>> solve(p) [0, 0, 0]
[0] [0] [0] s

Vo ={(,0,0) | « € R}

(d)

>> A=[1,0,0;-1,3,0;3,2,-2];

>> Bm2=subs(B,x,-2)
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 0, 0] E_?’ g’ 8%

[ -1, 3-x, 0] [3’ 2’ o

>[> ;;det%};)_Q_X] >> escalona(Bm2)
p =(1-x)*(3-x)*(-2-x) Eé’ (1)’ 8%

>> solve(p) [O’ O’ ol

[ 11[ 3]1[-2] » O,
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>> Bil=subst(B,x,1)

>> B3=subs(B,x,3)
0, 0, 0]

[ [-2, 0, O]
[-1, 2, 0] [-1, 0, O]
[ 3, 2, -3] [ 3, 2, -5]
>> escalona(B1) >> escalona(B3)
[1, 0, -3/4] [1, O, 0]
[0, 1, -3/8] [0, 1, -5/2]
[0, O, 0] [0, O, 0]

Vo, ={(0,0,a) | « € R}

Vi = {(6a, 3, 8cr) | « € R}

V3 ={(0,5c,2a) | « € R}

(e)
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>> A=[2,-2,3;0,3,-2;0,-1,2];

>> B2=subs (B, x,2
>> B=A—X*eye(3) subs(B,x,2)

S 0. 2, 3

[ 0, 3-x, -2] [O: _1: 0]

>[> g;de;ié)Q—x] >> escalona(B2)
p =(2-x)*x(4-5*x+x"2) Eg’ é’ (1)%

>> solve(p) [O, O, o]

(2] [4] [1] T

>> Bl=subs(B,x,1) >> B4=subs (B,x,4)
[1, -2, 3] [-2, -2, 3]
[0, 2, -2] [ 0, -1, -2]
0, -1, 1] [0, -1, -2]
5> escalona(B1) >> escalona(B4)
1, 0, 1] (1, 0, -7/2]
0, 1, -1] [0, 1, 2]
[0, 0, 0] (0, 0, 0]

Vi ={(—a,0,a) |« € R}
Vo ={(,0,0) | « € R}
Vy = {(Ta, —4a, 2a0) | « € R}

V)
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>> A=[2,2,3;1,2,1;2,-2,1];

>> B2=subs (B, x,2
>> B=A-X*eye(3) subs(B,x,2)

[2-x, 2, 3] Eg, 3, ?%
[ 1, 2-x, 1] o -2 -1]
[ 2, -2, 1-x] >> escalona(B2)
>> p=det (B)
o [1, 0, 1]

p =—8-2xx+5%x"2-x"3

[0, 1, 3/2]
>> solve(p)
[ 211 41[-1] bt

>> B4=subs(B,x,4)
>> Bmil=subs(B,x,-1) [-2, 2, 3]
[3, 2, 3] [ 1, -2’ 1]
[1, 3, 1] Y

[2, -2, _3]
[2, _2: 2]

>> escalona(B4)
>> escalona(Bm1) [1. 0 -4]
(1, 0, 1] [0, 1, -5/2]
[0, 0, 0] T

Vo, = {(-a,0,) | @ € R}, Vy = {(—2a,—-3a,2a) | @ € R} eV, =
{(8a, 5, 2a) | o € R}

6.1.2. (a)
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>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];
>> B=A-x*eye(3)

[2-x%, 0, 0]
[ 3, -1-x, 0]
[ o, 4, 3-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)*(-1-x)*(3-x)
>> solve(p)

[ 2]1[-1]1[ 3]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[3, 0, O]

[3, 0, 0]

[0, 4, 4]

>> escalona(Bm1)
[1, 0, 0]

(o, 1, 1]

[0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 0, 0]

[3, -3, 0]

(o, 4, 1]

>> escalona(B2)
[1, 0, 1/4]

[0, 1, 1/4]

[0, O, 0]

>> B3=subst(B,x,3)
[-1, 0, 0]

[ 3, -4, 0]

[ 0, 4, 0]

>> escalona(B3)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, O]

Vo1 ={(0,—a,a) | « € R}. {(0,—1,1)} é base para V_1, pois gera V_; ((0, —,0) =

a(0,—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vy = {(—a,—a,4a) | « € R}. {(—1,—1,4)} é base para V,, pois gera V;
(—a, —a,4a) = a(—1,—1,4)) e um vetor ndo nulo é L.I.

V3 ={(0,0,) | « € R}. {(0,0,1)} & base para V3, pois gera Vs ((0,0, @) = (0,0, 1))

e um vetor ndo nulo é L.I.

(b)
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>> A=[2,3,0;0,1,0;0,0,2];

>> B=A-x*eye(3)
[2-x, 3, 0]
[ 0, 1-x, 0]
[ 0, 0, 2-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)"2*(1-x)
>> solve(p)

(2] [2] [1]

>> Bil=subs(B,x,1)
[1, 3, 0]

[0, 0, 0]

[0, 0, 1]

>> escalona(B1)
[1, 3, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 3, 0]

[0, -1, 0]

(0, 0, 0]

>> escalona(B2)
[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

[0, 0, 0]

Vi ={(-3a,,0) | a« € R}. {(=3,1,0)} & base para V, pois gera V; ((—3a, a,0) =

a(—=3,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(0,0,8) | o, € RY. {Vi = (1,0,0), V%

= (0,0,1)} é base para V3, pois

gera Vy ((a,0,8) = «(1,0,0) + 5(0,0,1)) e &€ L.I. (xV} + yVa = 0 se, e somente se,

(,0,y) = (0,0,0) oux =0ey =0).

(€)
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>> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];

>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]
[ 0, -1-x, 3, 2]
[ O, 0, 3-x, 3]
[ O, 0, 0, 2-x]
>> p=det (B)

p =(1-x)*(2-x)* (-1-x)*(3-x)
>> solve(p)
[ 110 21(-11[ 3]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[2, 2, 3, 4]

(0, 0, 3, 2]

[0, 0, 4, 3]

[0, 0, 0, 3]

>> escalona(Bml)
[1, 1, 0, 0]

(0, 0, 1, 0]

[0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, O]

>> Bl=subs(B,x,1)
[0, 2, 3, 4]

[0, -2, 3, 2]

[0, 0, 2, 3]

[0, 0, 0, 1]

>> escalona(B1)
[0, 1, 0, 0]

[0, 0, 1, 0]

[0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0]
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>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subst(B,x,3)
[-1, 2, 3, 4] [-2, 2, 3, 4]
[ 0, -3, 3, 2] [ 0, -4, 3, 2]
[0, 0,1, 3] (o, 0,0, 3]
[ 0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, -1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, 0, 0, 29/3] (1, 0, -9/4, 0]
[0, 1, o, 7/3] (0, 1, -3/4, 0]
(o, 0, 1, 3] o, 0, 0, 1]
[0, 0, O, 0] [0, O, 0, 0]

Vi = {(-0,0,0,0) | « € R}, {(—1,1,0,0)} é base para V_y, pois gera V_;
(—a, ,0,0) = a(—1,1,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vi = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V, pois gera V; ((«,0,0,0) =
a(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vy = {(-29a, —7a, =9, 3a) | € R}. {(—29,—7,—9,3)} é base para V5, pois gera
Vs ((—29a, —7ar, —9a, 3a) = a(—29, —7,—9,3)) e um vetor n&o nulo & L.l.

Vs = {(9¢,30,40,0) | a« € R}. {(9,3,4,0)} é base para V3, pois gera V3
(9, 3cr, 4, 0) = (9, 3,4,0)) e um vetor ndo nulo é L.1.

(d)
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6.1.3.

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1];
>> B=A-x*eye(4)
[2_X’ 2’ 3, 4]

[ 0, 2-x, 3, 2]
[ 0, O, 1-x, 1]
[ O, 0, 0, 1-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)"2%(1-x)"2
>> solve(p)

(2] [2] [1][1]

>> Bl=subs(B,x,1)
(1, 2, 3, 4]

[o, 1, 3, 2]

[0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0]

>> escalona(B1)
[1, 0, -3, 0]

[0, 1, 3, 0]

[0, 0, O, 1]

[0, 0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 2, 3, 4]
[0, o, 3, 2]
[0, 0, -1, 1]
[0, o, 0, -1]
>> escalona(B2)
(0, 1, 0, 0]

[0, 0, 1, 0]

[0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, O]

Vi = {(Ba,—3a,,0) | « € R}. {(3,-3,1,0)} é base para Vi, pois gera V;
(3, =3, 0, 0) = (3, —3, 1,0)) e um vetor ndo nulo & L.I.

Vo = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para Vs, pois gera Vy ((«,0,0,0) =

a(1,0,0,0)) e um vetor néo nulo é L.I.
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(a) >> A=[1,4;1,-2]; >> p=det (B)
>> B=A-x*eye(2) p =—6+x+x"2
[1-x, 4] >> solve(p)
[ 1, -2-x] [ 2][-3]

A matriz A possui dois autovalores diferentes, logo possui dois autovetores L.I.
(Proposicéo 6.3 na pagina 413). A matriz A é diagonalizavel pois, € 2 x 2 e possui dois
autovetores L.I. (Teorema 6.2 na pagina 410).

(b) >> A=[1,0;-2,1];

>> B=A-xxeye(2) >> Bil=subs(B,x,1)

[1-x, 0] [ 0, O]

[ -2, 1-x] [-2, 0]

>> p=det(B) >> escalona(numeric(B1))
p =(1-x)"2 [1, 0]

>> solve(p) (o, ol

(11 [1]

Vi ={(e,0) | « € R}

A matriz A ndo é diagonalizavel pois, ndo possui dois autovetores L.I. (Teorema 6.2 na

pagina 410).
(c) > A=[1,1,-2;4,0,4;1,-1,4]
A= 1 1 -2
4 0 4
1 -1 4

>> B=A-x*eye(3); p=det(B)
p =b*x"2-6%x-x"3
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6.1.4.

(d)

(a)

>> solve(p)
ans =[0] [2] [3]

A matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposicao
6.3 na pagina 413). A matriz A é diagonalizavel pois, € 3 x 3 e possui trés autovetores L.I.
(Teorema 6.2 na pagina 410).

>> A=[1,2,3;0,-1,2;0,0,2];

>> B=A—X*eye(3) >> p=det (B)

p =(1-x)*(-1-x) *(2-x)

El—z, _1—}2(, Z% >> solve(p) A
[ O, o’ ps] [ 11[-11[ 2]

matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.l. (Proposicao
6.3 na pagina 413). A matriz A é diagonalizavel pois, € 3 x 3 e possui trés autovetores L.I.
(Teorema 6.2 na pagina 410).

>> A=[1,1,2;0,1,0;0,1,3];

>> Bl=subs(B,x,1
>> B=A-x*eye(3) subs (B,x, 1)

[1-x, 1, 2] Egz (1): 5%
[ 0, 1-x, 0] [1, 1, 2]
>[> g;detiE’s)B—X] >[>Oes<1:a1;31a(31)
p =(1-x)"2%(3-x) [ O: O: 0]
>> solve(p) [ 0, 0, O]

(11 [11[3]
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>> B3=subs(B,x,3)

[ -2, 1, 2]
[ 0, -2, 0]
[ o, 1, 0]
>> escalona(B3)
[ 1, 0, -1]
[ o0, 1, 0]
[ 0, 0, 0]

{(B, —2a, ) | o, 8 € R}. {(1,0,0),(0,—2,1)} é base para Vy, pois gera V;

(ﬁ, —2a,a) = a(0,-2,1) + 3(1,0,0)) e sdo L.I. (um vetor ndo & multiplo escalar do
outro)

Vs = {((e,0,0) | @« € R}. {(1,0,1)} é base para V3, pois gera Vs ((o,0,) =

a(1,0,1)) e um vetor ndo nulo & L.I.

1
P=10 —
0

_— N O
_ o
D
I
o O
S~ O
w o O

(b) >> A=[4,2,3;2,1,2;-1,-2,0];

>> B=A-x*eye(3)

[4-x, 2, 3]

[ 2, 1-x, 2]

[ -1, -2, -x]

>> p=det(B)

p =-T7*x+bxx"2+3-x"3

>> solve(p)
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(€)

(3] [1][1]

>> Bil=subs(B,x,1)
[3, 2, 3]

[ 2, 0, 2]

[-1, -2, -1]

>> escalona(B1)
[1, 0, 1]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

>> B3=subs(B,x,3)
(1, 2, 3]

[ 2, -2, 2]

[-1, -2, -3]

>> escalona(B3)
[1, 0, 5/3]

(o, 1, 2/3]

(0, O, 0]

Vi = {(-a,0,a) | « € R}. {(-1,0,1)} é base para V;, pois gera V; ((—«,0,a) =

a(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(=ba,—2,3a) | « € R}. {(—5,-2,3)} é base para Vs, pois gera V,
(=ba, —2a, 3a) = a(—5,—2,3)) e um vetor ndo nulo é L.1.

A matriz ndo é diagonalizavel pois s6 possui dois autovalores e cada um deles s6 possui
um autovetor L.I. associado (Teorema 6.2 na pagina 410).

>> A=[1,2,3;0,1,0;2,1,2];
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 2, 3]

[ 0, 1-x, O]

[ 2, 1, 2-x]

>> p=det (B)

p =—4+x+4*x"2-x"3

>> solve(p)

[ 11[ 41[-1]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[2, 2, 3]

[0, 2, 0]

[2, 1, 3]

>> escalona(Bm1)
[1, 0, 3/2]

o, 1, 0]

[0, O, 0]
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>> Bl=subst(B,x,1) >> Bd=subs(B,x,4)

[0, 2, 3] -3, 2, 3]

[0, 0, 0] [ 0, -3, 0]

[2, 1, 1] [ 2, 1, -2] v

>> escalona(B1) >> escalona(B4) -
[1, 0, -1/4] (1, 0, -1]

[0, 1, 3/2] [0, 1, 0]

[0, O, 0] [0, 0, O]

{(=3a,0,2a) | @« € R}. {(—3,0,2)} é base para V_y, pois gera V_; ((—3¢,0,2a) =
a(—3,0,2)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vi = {(a,—6a,4a) | o« € R}. {(1,-6,4)} é base para V;, pois gera V,
(o, =6cr, 4ar) = (1, —6,4)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vy={(a,0,a) | @ € R}. {(1,0,1)} é base para V4, pois gera V, ((«, 0, ) = (1,0, 1))
e um vetor ndo nulo é L.I.
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(d) >>
>>

[(3-

[
I

>>

>>

A=[3,-2,1;0,2,0;0,0,0];

B=A-x*eye(3)

x, -2, 1]
0, 2-x, 0]
0, 0, -x]
p=det (B)

-(3-x)*(2-x) *x
solve(p)

[31[2][0]

>>

(1,
(o,
(o,

>>

[1’
(o,
(o,

B2=subs (B, x,2)
-2, 1]

0, 0]

0, -2]
escalona(B2)
-2, 0]

0, 1]

0, 0]

>> BO=subs(B,x,0)
(3, -2, 1]

[0, 2, 0]

[0, 0, 0]

>> escalona(B0)
(1, 0, 1/3]

(0o, 1, 0]

(0, O, 0]

>> B3=subs(B,x,3)
(o, -2, 1]

[0, -1, 0]

[0, 0, -3]

>> escalona(B3)
[0, 1, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

Vo ={(-,0,3a) | « € R}. {(—1,0,3)} & base para V, pois gera Vy ((—a, 0,3a) =

a(—1,0,3)) e um vetor ndo nulo é L.I.

(

V3 =

1

e um vetor ndo nulo é L.I.

{2a,0,0) | @ € R}. {(2,1,0)} é base para Vs, pois gera Vy ((2a, r,0) =
,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

{(«,0,0) | « € R}. {(1,0,0)} é base para V3, pois gera V3 ((«, 0,0) = «(1,0,0))
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-1 21 0
P = 010 e D 0
3 00 0

SN O
w o O

6.1.5. >> B=randi(2), A=[B-B’,zeros(2,1);zeros(1,2),randi]

6.1.6.

B= 5 -1
3 0

A= 0 -4 0
4 0 0
0 0 -3

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = —3%x"2-x"3-48-16%*x
ans = [ -3][ 4xi][ -4xi]
>> escalona(A+3*eye(3))
ans =[ 1, 0, 0]
[ 0, 1, 0]
[ 0, 0, O]

A matriz A ndo é diagonalizavel pois ela s6 tem um autovalor e auto espaco associado a este
autovalor tem dimensédo 2. Assim, nao é possivel encontrar 3 autovetores L.I.

>> L=[eye(2),zeros(2,1);randi(1,2),0]; A=L*L’

A= 1 0 2
0 1 -2
2 -2 8

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
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p = —9*x+10%x"2-x"3

ans = [ 0][ 11[ 9]

>> escalona(A)

ans =[ 1, 0, 2]
[ 0, 1, -2]
[ 0, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =0 &
Vo = {(—2a,20,a) | « € R}.

Assim, {V} = (—2,2,1)} € um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.1.
associado a A = 0.

>> escalona(A-eye(3))
ans =[ 1, -1, 0]

[ 0, O, 1]

[ 0, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =1 &
Vi ={(a,a,0) | « € R}.

Assim, {V, = (1,1,0)} & um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I. associ-
adoa A = 1.

>> escalona(A-9*eye(3))
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ans =[ 1, 0, -1/4]
[ 0, 1, 1/4]
[ 0, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =9 é
Vo = {(a, —, 4a) | a € R}.

Assim, {V3 = (1,—1,4)} € um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.1.
associadoa A = 9.

>> V1=[-2,2,1];V2=[1,1,0];V3=[1,-1,4];
>> P=[V1’,V2°,V3’], D=diag([0,1,9])

P=-2 1 1
2 1 -1
1 0 4
D= 0 0 0
0 1 0
0 0 9

>> inv(P) *A*P
ans = 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> [P,D]=eig(sym(A))

P=[-1, -2, 1]
[ 1, 2, 1]
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Os elementos da diagonal da matriz D tém que ser os autovalores de A. As matrizes D
podem diferir na ordem com que os autovalores aparecem. As colunas de P sdo autovetores
associados aos autovalores que aparecem nas colunas correspondentes de D. Assim, fazendo
uma reordenacao das colunas das matrizes P e D de forma que as matrizes D sejam iguais, as
colunas de uma matriz P sdo multiplos escalares das colunas correspondentes da outra matriz
P.

6.2. Diagonalizacao de Matrizes Simétricas (pagina 437)

6.2.1.

(a) > A=[2,2;2,2];
>> B=A-x*eye(2)
[2-x, 2]

[ 2, 2-x]
>> p=det (B)
p =—4*x+x"2
>> solve(p)
(0] [4]
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(b)

>> BO=subs(B,x,0) >> B4=subs(B,x,4)
[2, 2] [-2, 2]

[2, 2] [ 2, -2]

>> escalona(B0) >> escalona(B4)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] [0, 0]

Vo = {(—a,a) | @« € R}. {Vi = (—1,1)} é base para V,, pois gera Vy ((—a, ) =
a(—1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W, = (1/||Vi|)Vi = (=1/v/2,1/3/2). {W, =
(—1/v/2,1/4/2)} & base ortonormal de V.

Vy = {(,a) | « € R}. {Va = (1,1)} é base para V4, pois gera V, ((a, ) =
a(1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W, = (1/[|Val)Va = (1/v/2,1/3/2). {W, =
(1 /\/_ 1/4/2)} & base ortonormal de V4.

(U] - o (8]

>> A=[2,1;1,2];
>> B=A-x*eye(2)
[2-x, 1]

[ 1, 2-x]

>> p=det (B)

p =3-4*x+x"2
>> solve(p)

(3] [1]
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>> Bl=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[1, 1] -1, 1]

[1, 1] [ 1, -1]

>> escalona(numeric(B1)) >> escalona(B3)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] [0, 0]

Vi = {(—a,a) | @« € R}. {Vi = (—1,1)} é base para V,, pois gera V; ((—a, ) =
a(—1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W, = (1/||Vi|)Vi = (=1/v/2,1/3/2). {W, =
(—1/v/2,1/4/2)} & base ortonormal de V.

Vg = {(o,a) | « € R}. {Va = (1,1)} é base para V3, pois gera V; ((a, ) =
a(1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W, = (1/||Va|[)Va = (1/v2,1/3/2). {W, =
(1 /\/_ 1/4/2)} & base ortonormal de V.

S E IR tH

(c) >»> 4=[0,0,1;0,0,0;1,0,0];

>> BO=subs(B,x,0
>> B=A-x*eye(3) subs (B, x,0)

1

[_X, 0, 1] Eg, 8’ 0%

[0, -x, 0] 1, 0, 0]

[1, 0, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) [1, 0, 0]

p =—x"3+x [0’ o’ 1]

>> solve(p) [0’ O’ 0]

[ 01[-11[ 1] S
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)

[1, 0, 1] (-1, o0, 1]

[0, 1, 0] [0, -1, 0]

(1, 0, 1] (1, 0, -1] V. —
>> escalona(Bml) >> escalona(B1) 0~
[1, 0, 1] [1, 0, -1]

[0, 1, 0] [0, 1, 0]

[0, 0, O] (0, 0, 0]

{(0,0,0) | @« € R}. {V} = (0,1,0)} & base para V, pois gera V, ((0, v, 0) = «(0, 1,0))
e um vetor ndo nulo é L.I. {V; = (0,1,0)} é base ortonormal de Vy, pois ||V1]| = 1.

Vo, = {(—o,0,a) | « € R}. {V, = (-1,0,1)} é base para V_;, pois gera V_;
(—a,0,a0) = «(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Wy = (1/||V2||)Va =
(—1/v/2,0,1/v/2). {Wy = (—1/4/2,0,1/+/2)} & base ortonormal de V_;.

Vi = {(a,0,c) | &« € R}. {V3 = (1,0,1)} é base para Vy, pois gera V; ((a, 0, «)

(1,0,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W5 = (1/||Vs||)Vs = (1/3/2,0,1/v/2). {W5 =
(1/+/2,0,1/4/2)} é base ortonormal de V.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo orto-
gonais (Proposicdo 6.5 na pagina 431). Portanto, {W;, W5, W3} & uma base ortonormal
de autovetores de A.

0 —1/vV2 1/V2 0 00
P=|1 0 0 e D=0 —-10
0 1/vV2 1/V2 0 01
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(d) >> A=[0,0,0;0,2,2;0,2,2];

>>
>> B=A-x*eye(3) escalona(B0)

[_X, O, O] [O, 1, 1]
(0, 0, 0]
[ 0, 2-x, 2]
o Y [0, 0, 0]
> > >> B4=subs(B,x,4)
>> p=det (B)
A [-4, 0, 0]
p =—X*(—4*X+X 2)
[ 0, -2, 2]
>> solve(p)
[0, 2, -2]
(0] [0] [4] >> escalona(B4)
>> BO=subs (B, x,0)
(1, 0, 0]
[0, 0, 0]
[0, 1, -1]
[0, 2, 2] [0, 0, 0]
[0, 2, 2] S

Vo = {(a,=8,8) | o, € R}. {V1 = (1,0,0),V2 = (0,—1,1)} & base para Vy, pois
gera Vo (o, —3,3) = a(1,0,0) + B(0,—1,1)) e é L.I. (zV; + yV> = 0 se, e somente
se, (z,—y,y) = (0,0,0) ouz = 0 ey = 0). Sejam Wy = Vi, Wy = V5 — projy, Va =

va —0= ‘/2 Sejam U1 = (1/||W1||)W1 = W1 = ‘/1 = (1,0,0) e U2 = (1/||W2||)W2 =
(0, —1/+/2,1/v/2). {U; = (1,0,0),Us = ((0,—-1/+/2,1/+/2)} & base ortonormal de V.

Vy ={(0,0,c) | @ € R}. {V53 =(0,1,1)} é base para Vy, pois gera V, (0, o, cx) =
«(0,1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja Us = (1/||Vs])Vs = (0,1/v/2,1/V/2).
{Us = (0,1/v/2,1/4/2)} & base ortonormal de V,. Como a matriz A é simétrica, au-
tovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicao 6.5 na pagina
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431). Portanto, {U;, Us, U3} € uma base ortonormal de autovetores de A.

P =

1 0 0
0 —1/v2 1/V2
0 1/vV2 1/V2

(e) > A=[1,1,0;1,1,0;0,0,11;

>> B=A-x*xeye(3)
[1-x, 1, 0]

[ 1, 1-x, 0]

[ 0, 0, 1-x]
>> p=det (B)

p =—2*x+3*x"2-x"3
>> solve(p)

(0] [1][2]
>> Bil=subs(B,x,1)

[0, 1, 0]

(1, 0, 0]

[0, 0, O]

>> escalona(B1)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

Vo = {(—a,0,0) |

a € R} {V; =

D=

o O O
o O O
- O O

>> BO=subs(B,x,0)
[1, 1, 0]

[1, 1, 0]

[0, 0, 1]

>> escalona(B0)
[1, 1, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, O]

>> B2=subs(B,x,2)
(-1, 1, 0]

[1, -1, 0]

[ 0, 0, -1]

>> escalona(B2)
[1, -1, 0]

o, o0, 1]

(0, 0, 0]

(—1,1,0)} é base para V,, pois gera V,

(—a,a,0) = a(—1,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja U; = (1/||\||)Vi =

(=1/v/2,1/3/2,0). {U; = (—1/+/2,1/+/2,0)} & base ortonormal de V.
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Vi ={(0,0,c) | @« € R}. {V5 = (0,0,1)} é base para V;, pois gera V; ((0,0,«) =
«(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Wy = (1/||V4]]|)Va = (0,0,1). {Wy = (0,0,1)}
€ base ortonormal de V.

Vy = {(a,,0) | @ € R} {V3 = (1,1,0)} é base para Vy, pois gera V; ((a, ,0) =
a(1,1,0)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W5 = (1/||Vs|[)Vs = (1/3/2,1/1/2,0). {W5 =
(1/v/2,1/4/2,0)} é base ortonormal de V.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo orto-

gonais (Proposicédo 6.5 na pagina 431). Portanto, { W, W5, W3} & uma base ortonormal
de autovetores de A.

~1/vV2 0 1/V2 00 0
P = 1/v/2 0 1/V2 e D=|010
0 1 0 00 2

(f) > A=[2,1,1;1,2,1;1,1,2];

>>
>> B=A-x¥eye(3) escalona(B1)

S 1, 1, 1

[ 1, 2-x, 1] [O: O: 0]

>[> ;;detil’%)Q_X] >> B4=subst(B,x,4)
p =4-9%x+6%x"2-X"3 E_f’ _;’ 1%

>> solve(p) [ 1’ 1’ 9]

(4] [1]1[1] ’ ’

>> Bi=subs(B,x,1) >> escalona(B4)
1, 1, 1] [1, 0, -1]

1. 1. 1] [0, 1, -1]

[1, 1, 1] [0, 0, 0
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Vi = {(—a - B,a,8) | o, € R}, {V; = (-1,1,0),V, = (—1,0,1)} é base
para Vi, pois gera Vo ((—a — 5,a,0) = a(—1,1,0) + 3(—1,0,1)) e & L.I.(um ve-
tor ndo & midltiplo escalar do outro). Sejam W; = Vi, Wy = V, — projy, Vo =
Va—(=1/2,1/2,0) = (=1/2,-1/2,1). Sejam Uy = (1/||W1|)W; = (=1/v/2,1/v/2,0)

e Uy = (1/|[[Wa|)W2 = (=7, — . 5). {U,Us} & base ortonormal de V.

Vy ={(o,,«0) | @ € R} {V3 = (1,1,1)} é base para V, pois gera V, (o, v, ) =
a(1,1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja Us = (1/||V5|[)Vs = (1/v/3,1/v/3,1//3).
{Us = (1/4/3,1/4/3,1/+/3)} & base ortonormal de V4. Como a matriz A & simétrica,
autovetores associados a autovalores diferentes séo ortogonais (Proposicao 6.5 na pagina
431). Portanto, {U;, Us, U3} € uma base ortonormal de autovetores de A.

—V2/2 —V6/6 V3/3
P=| v2/2 —V6/6 v3/3 e D
0 +6/3 V3/3

1
0
0

o = O
- O O

>> A=[1,2,0,0;2,1,0,0;0,0,1,2;0,0,2,1];
>> B=A-x*eye(4)
[1-x, 2, 0, 0]

[ 2, 1-x, 0, 0]
[ O, 0, 1-x, 2]
[ O, 0, 2, 1-x]
>> p=det (B)

p =9+12%x-2%x"2-4%x"3+x"4
>> solve(p)
(-11(-11C 3][ 3]
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> B3=subs(B,x,3)
[2, 2, 0, 0] -2, 2, 0, 0]
[2, 2, 0, 0] [2, -2, 0, 0]
[0, 0, 2, 2] (o, 0, -2, 2]
[0, 0, 2, 2] [0, 0, 2, -2]
>> escalona(Bml) >> escalona(B3)
[1, 1, 0, 0] [1, -1, 0, o0l
[0, o, 1, 1] [0, 0, 1, -1]
(0, 0, 0, 0] (0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]

V'71 = {(_Oéaaa _Baﬁ) ‘ Oé,ﬁ € R} {Vl = (—1,1,0,0),‘/2 = (0707_171)} é base
para V_y, pois gera V_; ((—a, o, —f3,3) = a(—1,1,0,0) + 3(0,0,—1,1)) e & L.L.(um
vetor ndo & mdltiplo escalar do outro). Sejam Wy = Vi, Wy = V3 — projy, Vo = Vo —
0 = Vu. Sejam U; = (1/||[Wy]|)W; = (—1/\/5, 1/\/5,0,0) e Uy = (1/||Ws]|)Wy =
(0,0, —1/v/2,1/4/2). {U;, U,} & base ortonormal de V_;.

Vs = {(o,, 5,08) | o, 8 € R} {V3 = (1,1,0,0),V, = (0,0,1,1)} é base para V3,
poisgeraV_; ((o, 0, 3, 3) = «(1,1,0,0) + (0,0, 1,1)) e & L.I.(um vetor ndo & multiplo
escalar do outro). Sejam W3 = V3, Wy = V) — projy, Vi = V4 — 0 = V4. Sejam
Us = (1/]|Ws]|)Ws = (1/v/2,1/3/2,0,0) e Uy = (1/[|[Wa][)Wy = (0,0,1/v/2,1/V2).
{U1,Us} € base ortonormal de V3. Como a matriz A é simétrica, autovetores associa-
dos a autovalores diferentes sao ortogonais (Proposicao 6.5 na pagina 431). Portanto,
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{U1,Us, Us, Uy} € uma base ortonormal de autovetores de A.

—1/v2 0 1/v2 0 -1 000
P 1/v2 0 1/v2 0 e p_| 0 -100
B 0 —1/V2 0 1/v2 | 0 030
0 1/V2 0 1/V2 0 00 3
(h) >> A=[0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,1;0,0,1,0]; >> BO=subs (B, x,0)

>> B=A-x*eye(4) (0, 0, 0, 0]
[-x, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]
[0, -x, 0, 0] [0, 0, 0, 1]
[0, 0, -x, 1] [0, 0, 1, 0]

Lo, 0, 1, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) [0, 0, 1, 0]
p =x"2%(x"2-1) [0, 0, 0, 1]
>> solve(p) [0, 0, 0, O]
(olCfoll 11[-1] (0, 0, 0, 0]
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>> Bil= B 1
>> Bml=subs(B,x,-1) subs(B,x,1)

(1, 0,0, 0] ?i1_ 0, 0, 0]
[0, 1, 0, ol [ 0, —1’ o’ 0]
[0, 0, 1, 1] [ o’ o’ _1’ 1]
[0, 0, 1, 1] [ o’ o’ 1’ -1]
>> escalona(Bm1) s ;scaionaEBl)
L1, 0,0, 0] [1, 0, 0, O]
[0, 1, 0, 0] [o’ 1’ o, 0]
[0, 0, 1, 1] [o’ o’ 1’ 1]
[0, 0, 0, 0] [o: o: o: o]

Vo = {(a,3,0,0) | o, 8 € R}. {V} = (1,0,0,0),V, = (0,1,0,0)} é base para V,
pois gera V_; ((a, 3,0,0) = «(1,0,0,0) + 3(0,1,0,0)) e & L.I.(um vetor ndo & multiplo
escalar do outro). Claramente V; - V5, = 0 e possuem normaigual a 1. Sejam U; = V; e
Uy = V,. {Uy, Uy} é base ortonormal de V.

Vi = {(0,0, -, ) | «
(0,0, —a,a) = (0,0, —
(0,0, -1/v/2,1/3/2). {Us

R}. {V3 = (0,0,—1,1)} é base para V;, pois gera V;
1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Us = (1/||V3]|)Vs =
(0,0,—1/+/2,1/1/2)} & base ortonormal de V.

I = m

Vo, = {(0,0,0,c0) | @« € R}y {Vy = (0,0,1,1)} é base para V_;, pois gera
V_1 ((0,0,cr,c) = «(0,0,1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Uy = (1/||V4]|)Vy =
(0,0,1/v2,1/3/2). {Uy = (0,0,1/v/2,1/+/2)} & base ortonormal de V_;. Como a
matriz A €& simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais
(Proposicéo 6.5 na pagina 431). Portanto, {U;, Us,Us, Uy} € uma base ortonormal de
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autovetores de A.

10 0 0
p_|01 0 0
00 —1/vV2 1/V2

00 1/vV2 1/V2

6.3. Aplicacao ao Estudo de Conicas (pagina 475)

6.3.1. >> A=[9,-2;-2,6];
>> syms x y; X=[x;y];
>> expr=simplify(X.’*AxX-30)

92% —4dzy+ 63> — 30
>> [P,D]=diagonal (A)

p_ V5/5 —2v5/5
[ 2vB/5 VB/5

D=[5, 0]

[0,10]
>> syms x1 y1; Xi=[x1;y1];
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

5212 + 1092 — 30

o O OO

o O OO

o= OO
_— o O O
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>> expr=expr/30

12/6 +112/3 -1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P)
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6.3.2. >> A=[3,-4;-4,-12];
>> expr=simplify(X.’*AxX+81)

322 —8xy — 129% + 81
>> [P,D]=diagonal (A)

[ VT 41717
T V17T V1717

D=[-13,0]
[ 0,4]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

P

—]_31'12 +4y12 + &1
>> expr=expr/81
—Srl+5umi+l

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P)
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8
yA
s
ar X
2ty
0
X
—th
4 \
6
-8
-8 -6 4 2 0 2 4 6 8
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6.3.3. >> A=[2,-2;-2,-1];
>> expr=simplify (X.’*xA*xX+K*X+24)

22% —day —y? + 24

>> [P,D]=diagonal (A)

p_ V5/5 —2v5/5
L2V 155
D =[-2, 0]
[ 0, 3]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—21'12 + 3y12 —f- 24
>> expr=expr/24
—.%'12/].2 —|—y12/8 +1

>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P)
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6.3.4. >> A=[21,3;3,13];
>> expr=simplify(X.’*A*xX-132)

2122 + 6oy + 1372 — 132
>> [P,D]=diagonal (A)

P V10/10  3+/10/10
| =3V10/10 /10/10

D=[12, 0]
[ 0,22]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)
122,24+ 22912 — 132
>> expr=expr/132

2% /11 +y,%/6 — 1

>> elipse(sqrt(11),sqrt(6),P)
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6.3.5. >> A=[4,-10;-10,25];
>> K=[-15,-6];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X)

422 —20xy + 259> — 152 — 6y
>> [P,D]=diagonal (A)

p_ V29 —2/29
L 5V29 V29

D =[0, 0]
[0, 29]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)
29 y12 -3 A 291’1
>> expr=expr/29

?J12 - 2% \/2_9$1

>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)
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Y y A
151
ir X
05
0
X
-05r
b
-15r
2 .
-1 0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
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6.3.6. >> A=[9,3;3,1]; K=[-10%10"(1/2),10%x10"(1/2)];
>> expr=simplify(X.’*A*xX+K*X+90)

92% + 62y + y* — 1010z + 10 /10y + 90
>> [P,D]=diagonal(A)

P V10/10  3+/10/10
| =3V10/10  /10/10

D =[0, 0]
[0, 10]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

10y —20y; — 4021 + 90

EDU> expr=subst (expr,yl,y2+1)
10 y2* + 80 — 40 24

>> expr=subst (expr,x1,x2+2)
10992 — 40 9

>> expr=expr/10

Yo — 4wy

>> paraby(1,P, [2;1])
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4 v A
2 y
0 el

Y
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6.3.7. >> A=[5,-3;-3,5];
>> K=[-30%(2)"(1/2),18%(2)"(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X+82)

522 — 6xy + 592 — 302z + 18 /2y + 82
>> [P,D]=diagonal (A)

[

D =[2, 0]
[0, 8]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

2$12+8y12 — 121’1 —|—48y1 + 82

>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2152 — 8+ 852
>> expr=expr/8
r2? /4 —1+yy°

>> elipse(2,1,P,X0)
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6.3.8. >> A=[5,6;6,0];
>> K=[-12%(13)"(1/2),0];
>> expr=simplify(X.’*A*xX+K*X-36)

5a? + 122y — 12+/132 — 36
>> [P,D]=diagonal (A)

p_ | 2V 3/V13
| =3/V13 2/V/13

D =[-4, 0]
[ 0, 9]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

—4:v12~|—9y12 — 241‘1 —36y1 — 36

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—4 9% — 36 + 95>
>> expr=expr/36
—22°/9 — 1+ y,°/4

>> hiperby(2,3,P,X0)
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6.3.9. >> A=[6,-2;-2,9];
>> K=[-4%5"(1/2),-18%5"(1/2)];
>> expr=simplify(X.’*A*xX+K*X-5)

622 —4dxy+9y% —4vbx — 186y — 5
>> [P,D]=diagonal (A)

P ]

D =[5, 0]
[0, 10]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

5212 +10y,%2 — 262, — 32y, — 5

>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

5x9% — 222 + 10y,
>> expr=exprx*5/322
25 . 2 25 . 2
@IQ—I—FﬁyQ

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)
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660 Respostas dos Exercicios

6.3.10. >> A=[1,37(1/2);3"(1/2),-1];
>> K=[6,0];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X)

22+ 2xyV/3 —y P+ 62
>> [P,D]=diagonal (A)
p_ | V32 —12

Sl 12 V3)2

D =[ 2, 0]
[ 0,-2]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

2212 — 29,2 + 337, — 3y,

>> X0=[-3%3"(1/2)/4;-3/4];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2[[’22 —9/4—2y22

>> expr=exprx*4/9

8 .2 8,2
g% —1—5y

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)
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662 Respostas dos Exercicios

6.3.11. >> A=[8,-8;-8,8];
>> K=[33%2"(1/2),-31*%2"(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X+70)

8x2 — 16 xy 4+ 8y + 332z — 312y + 70
>> [P,D]=diagonal (A)

V2/2 —V2/2
iy

D =[0, O]
[0, 16]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

161,12 + 22 — 64y, + 70

>> expr=subst (expr,yl,y2+2)
16 y22 +6+2x;

>> expr=subst (expr,x1,x2-3)
16 y2* + 2 29

>> expr=expr/16

Yo? + x9/8

>> parabx(-1/32,P,[-3;2])
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664 Respostas dos Exercicios

6.3.12. >> A=[1,-3;-3,-7];
>> K=[10,2];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X+9)

22 —6ay —Ty? +10x+2y+9
>> [P,D]=diagonal (A)

b 1/v/10 —3/v/10
_[zwm 1/VI0 ]
D =[-8, 0]

[ 0, 2]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

=812 4 2y% + £V10z; — 2 V10y, +9

>> X0=[1/10"(1/2);7/10"(1/2)]1;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—851322 + 2y22
>> hiperby(4,1,P,X0,’d’)

Esta & uma conica degenerada. A equagdo representa as duas retas y”?> = 4a"?, ou ¢y =
+2z”.
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