Algoritmos Numéricos 2¢ edicao

Capitulo 2: Sistemas lineares




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \
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Conceitos fundamentais I

e Matriz ¢ um conjunto de elementos dispostos em forma retangular.

e Tamanho ou dimensao de uma matriz definido pelo nimero de linhas e
colunas.

e Matriz com m linhas e n colunas ¢é dita ser m X n e se m = n, entao ela é
quadrada de ordem m.

e Flementos da matriz delimitados por colchetes ou parenteses

aj] alp a3 - Ay

ag] a2 a93 - Aoy

A= a3 a3 azz --- agy
| Qml Am2 Gm3 - Gmn |

e Flemento referenciado por dois indices:

— o primeiro indica a linha e o segundo a coluna onde esta o elemento.
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e Coluna:

e Nula:

\ (©2009 FFCE

ail
a1
a3l

Am1

00 ---

(00 ---0
00 ---

0

0

e Linha: [CLH a19 a3 - - - alm]

Alguns tipos de matrizes |

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Alguns tipos de matrizes |

(dy; 00 -0 0 ]
0 doo O --- 0O
e Diagonal: 0 0 d3g--- O

100 ---0
010 ---
e [dentidade: [0OO0O 1 --- 0 |.

-]

000 ---1
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e Triangular inferior:

e Triangular superior:
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Alguns tipos de matrizes |

by 00

bml bm2 bm?)

bor boo 0

b31 b3z b3z ---

C11 €12 €13 -+
0 ¢99 co3 -+
0 0 cag---

0O 0 0

* Cmm

0
0
0

bmm

Clm
CoOm
C3m
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e Densa:

\ (©2009 FFCE

e [isparsa:

N 00 O
|

o Oy Ot =

1

2001
0150

1] ~J —~ Ot W

00031

0008

M:

W DN = O

Alguns tipos de matrizes |

(3104 ]
1952
0586

4267

e Simétrica: my;; = mj;, Vi, j, ou seja, M = VES

e MT:

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo 1 A matriz simétrica M e sua transposta ML

(3104
1952

0586

4267
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Transposicao |

e Transposta AL da matriz A é obtida trocando-se as linhas pelas colunas.

Exemplo 2 A transposicao da matriz A

520

691 (56371
A=1342| e Al =1]129405].

708 01286

156 ] )
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A:

\ (©2009 FFCE

orh
14

_5 7_

)

B —

SRR
03

_2 1_

Adicdo e subtracao |

o(=A+ B, talquecij:aij—kbij, Vi,7.

" C=A+B-=

g
L7

_7 8_

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo 3 As operacoes de adicao e subtracao das matrizes A e B

eD=A—DB=
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Multiplicacao por escalar |

o B =FkA, tal que bz’j = kaij, Vi,7.

Exemplo 4 O produto de matriz por escalar

123
A=[122) e paa- |

\ (©2009 FFCE

2 4 06
8 10 12
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A=

\ (©2009 FFCE

Multiplicacao Matriz-vetor |

e A (n x m) multiplicada por v (m x 1) =z (n x 1), de forma que

xi:Zaijvj, 1= 1,2,...

SRR
34

_5 6_

m

J=1

o= |

Exemplo 5 O produto de matriz por vetor

1
2

;1.

]HmzAv:

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Multiplicacao Matriz-Matriz |

e A (n x p) multiplicada por B (p x m) = C = AB (n x m), tal que
p

Cijzzaik’bkjv i:1,2,...,n € j:1,2,...,m.
k=1

Exemplo 6 O produto de matriz por matriz

o
A:[2“1B: M)—%C:AB:[

6u]
356 35

41 48

\ (©2009 FFCE 12J
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Multiplicacao porrnatﬁzcﬁagonall

ail a1z ais
az1 a2 a3

ail aiz ais
az1 a2 a3

| a3 a3 ass

a3 a3 ass

e Pré-multiplicacao de uma matriz A por uma matriz diagonal D:

diia11 diia1n di1aq3
dooao) dopasy dooans

| d3zaz) dzzazy d3zass |

e Pés-multiplicacao de uma matriz A por uma matriz diagonal D:

a11di1 a12doo a13ds3
as1di] asedoy a93dss

| a31diy agadoo a3sdss |

13J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \

Produtos vetoriais I

e Produto interno:

n
k=a'y =z +zoys + T3Y3+* + T = Z TiYi-

1=1
e Produto externo:
L1YL - T1Ym
M::UyT: P My = xy, 1=1,2,...,n; g=1,2,...,m.
 TnYl: InYm |
Exemplo 7 O produto interno e externo de dois vetores
5 1 5 15 20
r= -1, y=13| —mk=2ly=10e M=oyl = | =1 =3 —4|.
2 4 2 6 8

\ (©2009 FFCE 14J
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Determinante I

e Valor pode ser obtido pela féormula de recorrencia

det(A) = ajq det(Myy) — appdet(Mys) + - - - + (=1)"ay,, det(My,,).

e Particularmente,
A= [CLH] — det(A) = a1,

A= [all a12] — det(A) = ajja99 — asay e

a1 a9
ail a1z a13
A= |ao ap a3 | —
a3 azo ass |

det(A)=aq11(anazz — azaz) — a12(agiass — azjasz) + ajz(agiasz — azra).
(1)

e Matriz A ¢é singular se det(A) = 0.

\__ ©2009 FFCf 15J
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Determinante I

Exemplo 8 O determinante de uma matriz de ordem 2

A= [ié] —> det(A) =2x5—4x1=06.

\ ©2009 FFCE 16J
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e Seqiiencia de vetores {vy, v, ..., vp} linearmente dependente

QU] + aov9 + - -+ + apup = 0.

e [iscalares aq, aw, ..., ap, nao todos nulos.
e Vetores vy, v9, ..., vp linearmente independentes se a igualdade acima so se
verificar com os «;, ¢ = 1,2, ..., piguais a zero.

e Posto da matriz A (m X n): nimero maximo de vetores linhas ou de vetores
colunas de A que sao linearmente independentes.

e posto(A) < min(m,n).

\__ ©2009 FFCE 17J
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Exemplo 9 Seja a matriz

234 1 02
724 3 3-1
A=| 5 10 2 3 1]
~1-78 0 -3 -5
1 221 5 2

Linhas 2 e 4 sao obtidas pela combinacao linear das linhas 1 e 3, pois
linha 2 = linha 1 4 linha 3
linha 4 = 2(linha 1) — linha 3.

Linhas 1, 3 e 5 sao linearmente independentes.

posto(A)=3.

\__ ©2009 FFCE 18J
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Traco

e Soma dos elementos da diagonal principal

n
traco(A) = Z Q-
i=1
5 —13]
Exemplo 10 A matriz M = |2 31
0 89]

tem traco(M) =5+ 3+ 9 =17

\ (©2009 FFCE 19J
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A—

\ (©2009 FFCE

I 0
I 1
—1 —1
2 0

2

=~ O

1

2
2
3

Inversa I

e A inversa da matriz quadrada A de ordem n é A1 tal que

AAT A7 lA o

A=

Exemplo 11 Uma matriz A e sua inversa A~

3—2—-2—-1]
1 2 1-1
0 1 1 0
-2 0 0 1

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e AA =

e [el comutativa existe para o produto de uma matriz por sua inversa.

(1000
0100

0010

0001

QOJ
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Operacoes com transposta e inversa |

[
ol
=
||
N
=
L
||
ol
M

eSe A= BCD, entao AL = pDlctBl e A=t = p-1c-1p—L
o (A+ B =Al' + BT
e (A+B) 1A 1yB L

\ (©2009 FFCE QlJ
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Nocoes sobre autovalores e autovetores |

.

e Seja a matriz

12 —4

i) 2] =2 o)

e A matriz A possul um autovalor A = 2 e um correspondente autovetor
v=[1 2 .

e ¢ a igualdade

\ (©2009 FFCE QQJ
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e Seja a matriz

e ¢ a igualdade

v=[1 2 .

e Também ¢ verdade para A =4 e v =
10 —4
12 —4

0s correspondentes autovetores v

\ (©2009 FFCE

Nocoes sobre autovalores e autovetores |

ik

e A matriz A possul um autovalor A = 2 e um correspondente autovetor

10 —4
12 —4

-}

2 3]

Av = .

Rl

|

e Relacao fundamental de uma matriz A de ordem n com seus n autovalores \ e

(2)
v,
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Problema do autovalor I

e Solucao nao trivial (ou nao nula) do sistema homogeéneo

(A—=X)v=0.

Teorema 1 Se M for uma matriz de ordem n, entao o sistema
homogéneo My = 0 tem solucao nao trivial se, e somente se, M for
singular.

e Pelo Teorema || e sabendo que uma matriz singular tem determinante nulo,
entao

det(A — AT) = 0. (3)

\ (©2009 FFCE 24J
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Exemplo |

Exemplo 12 Para a matriz

10 —4
A= 12 —4]
10—\ —4 ]
det(A — A\I) = det = (),
12 —4— )

— (10 = A)(—4 — A) — 12(—4) = 0,
= A\ — 6\ +38,

det(A — AT) = (A — 2)(A —4) = 0.

\ ©2009 FFCE 25J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \
Autovalores I

e Valores de \ para os quais det(A — A\[) =0sao A\ =2 e \g =4.

e Para \ =2

det(A — AI) = det(A — 21) = det ([101; ’ _i QD

det(A—2I) =8 x —6— 12 x —4 = 0.

\ (©2009 FFCE zsj
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Autovalores I

e Valores de \ para os quais det(A — A\[) =0sao A\ =2 e \g =4.
e Para \ =2

det(A — AI) = det(A — 2I) = det ([10—2 — D

12 —4 -2
det(A—21)=8x —6—12x —4 =0.
e Para A\ =14

&%ux—A[%:d%@4—4J)=C@t([ugg4_ﬁ;f4]>

det(A—4I)=6x —8 — 12 x —4 = 0.

\ (©2009 FFCE 27J
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Autovalores I

e Valores de A para os quais det(A — M) =0sao0 A\ =2 ¢ Ay = 4.
e Para A =2

det(A — AI) = det(A — 2I) = det ([10—2 —4 D

12 —4 -2
det(A—21)=8x —6—12x -4 =0.
e Para A\ =4

det(A — AI) = det(A — 4I) = det ([101;4 _4_%4D

det(A —41) =6 x =8 — 12 x —4 = 0.
e Para A £ 2 ou A #£ 4, por exemplo, A =1

det(A — AT) = det(A — T) = det ([101; 1 _ﬁ 1])

det(A—1)=9x —5—12x —4 =30,

\ (©2009 FFCE QSJ
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J[)yl(;)\) — (i(?t

\

\ (©2009 FFCE

Polindmio caracteristico |

e Determinante (3)) é da forma

Dn(\) = det(A — \I),

ai] — A apo a3
asi a9 — A a93
asy aso azz — A -
anl an?2 an3

e Os n zeros A\; de Dy () sao os autovalores de A.

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

© Aln
© A9n

a3n,

¢ CL717Z - )\

/

e Polinomio Dy () de grau n é chamado de polinomio caracteristico de A.

29J
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Expansao do polinomio caracteristico |

e [ixpandindo o determinante para n = 3

D3(A) ==\ + [ag1 + ago + ags]\* —

e Polinomio caracteristico
Ds(N) = d3\? 4 doX? + di X + do.

e Coeficientes .

dp—1=dy = Z a;; = traco(A).
1=1
dy = det(A), conforme ([1)).

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

(at1a99 — ag1a12) + (a92a33 — asgass) + (a1ass — agrai3)|A +

a11(a2a33—azgasg) —aio(aziagz —aziag)+aiz(aziagy —asan)).

30J
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M3 .

Relacoes de Girard |

n
)\1+)\2+)\3—|—“-—|—)\n22)\¢:—

M—IIA———

n 4o
dy

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

e Relacoes entre raizes e coeficientes de uma equacao algébrica

31J
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Relacoes de Girard |

n
)\1+)\2+)\3—|—“'+)\HZZ)\Z‘=
1=1

soma dos seus autovalores

dy,_1 = traco(A)

n
—dp Z A — traco
1=1

\ (©2009 FFCE

n
M. A=A = (=1)"
1=1

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e Relacoes entre raizes e coeficientes de uma equacao algébrica

dp—1 o
dnp

dy

dp

e Soma dos elementos da diagonal principal de uma matriz (traco) € igual a

n

(A) = Z Ais

1=1

32J
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Relacoes de Girard |

e Relacoes entre raizes e coeficientes de uma equagao algébrica
dp—1 o
dn

n
)\1+)\2+)\3+'°°—|—)\nzz)\z’:_
1=1

n

n

dp

Aoz ... Ay = H1 A= (=1)"—.
1=

e Soma dos elementos da diagonal principal de uma matriz (trago) ¢ igual a
soma dos seus autovalores

n n

dy_1 = traco(A) = —dp Z A; — trago(A) = Z i
1=1 1=1

e Determinante de uma matriz € igual ao produto dos seus autovalores

n n
dy = det(A) = (=1)"dn [ [ i — det(4) =] [ A
1=1 1=1

\ (©2009 FFCE
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Exemplo |

10 —4
A= [12 —4]

Exemplo 13 Para a matriz

tem-se que
traco(A) =104+ (—4) =6=A+ X =2+4 ¢

1
det(A) = 10(—4) — 12(—4) =8 = A\ Ay = 2 x 4.

\ (©2009 FFCE 34J
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Propriedades do polinomio caracteristico |

e Uma matriz com elementos reais tem seu polinomio caracteristico com
coeficientes reais.

e Se os coeficientes de uma equacao algébrica forem reais, entao suas raizes
complexas serao complexos conjugados em pares.

e Uma matriz com elementos reais tem autovalores reais e/ou complexos
conjugados em pares.

\__ ©2009 FFCE 35J
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Exemplo |

Exemplo 14 Calcular os autovalores da matriz A =

\ (©2009 FFCE

2 2
2 —1

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Exemplo |

Exemplo 14 Calcular os autovalores da matriz A = [; _?] .

e Por (4)), o polinomio caracteristico é

Do(N\) = det(A — M) = det ([2? —124]) — (2=\)(=1-)\) —2 x 2,

Do(\) =M =X —6.

\ ©2009 FFCE 37 J
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Exemplo |

Exemplo 14 Calcular os autovalores da matriz A = [; _ﬂ .

e Por (4)), o polinomio caracteristico é

Do(N\) = det(A — M) = det ([2? —12—AD — (2=\)(=1-)\) —2 x 2,

Do(A) = A2 — X — 6.

e Zeros do polinomio caracteristico Da(\)

14+ /(=12 =4 x1x (—6) {Al—
A\ = 3
2 Ao = —2.

\__ ©2009 FFCf BSJ
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Exemplo |

Exemplo 14 Calcular os autovalores da matriz A = [; _?] .

e Por (4)), o polinomio caracteristico ¢

Dy(A) = det(A — AI) = det ([2? —12—A]> (2N (—1-A) —2x 2,

Do(N) = X2 — X — 6.
e Zeros do polinomio caracteristico Da(\)

14+ /(=1)2 —4 x 1 x (—6) {)\1:
A= »
2 Ao = —2.

e Verifica-se que

2
trago(A) =2+ (—1)=1= Z)‘i =3+ (-2) e

1 2
det(A) =2(—1) =2 x2=—6= ][ Ay =3 x (-2).

I
—_

\__ ©2009 FFCE 39J
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Calculo de autovalores via polinGmios caracteristicos |

e Fisquematicamente simples.

e Computacionalmente ineficiente.

e Métodos baseados em transformacoes ortogonais.

\ (©2009 FFCE 40J
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Forma quadratica |

e Seja A uma matriz simétrica de ordem n com autovalores \;, 1 =1,2,....,ne
v um vetor qualquer nao nulo de tamanho n.

e Forma quadratica de A é o escalar
q:vTAv, Vv # 0.

e A matriz pode ter diferentes nomes dependendo do valor da forma quadratica.

\ (©2009 FFCE 41J
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Valores da forma quadratica |

=
Forma quadratica Nome de A Autovalores de A
vl Av >0 definida positiva A >0
vl Av > 0 semidefinida positiva A >0
vl Av < 0 definida negativa A <0
vl Av <0 semidefinida negativa A <0

e Matriz indefinida: quando nao for enquadrada em nenhum dos nomes acima.

e Autovalores, no caso, podem ser negativos, nulos e positivos.

\ (©2009 FFCE 42J
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Propriedades dos autovalores |

e Considerando que det(A) = det(A”), entdo os autovalores A de A,
representados por A(A), sio iguais a A(AT).

\ (©2009 FFCE 43J
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Propriedades dos autovalores |

e Considerando que det(A) = det(A”), entdo os autovalores \ de A,
representados por A(A), sao iguais a A(AT).

e Se A for uma matriz triangular de ordem n, entao, por (4))
det(A — M) = (a11 — A)(ag — A) -+~ (ann — A) = 0.

Os autovalores de uma matriz triangular ou diagonal sao iguais aos elementos
da diagonal principal.

\ (©2009 FFCE 44J
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Propriedades dos autovalores |

e Considerando que det(A) = det(A”), entdo os autovalores A de A,
representados por A(A), sdo iguais a A(AT).

e Se A for uma matriz triangular de ordem n, entao, por (4))
det(A — M) = (a11 — A)(agz = A) -+ - (ann — A) = 0.

Os autovalores de uma matriz triangular ou diagonal sao iguais aos elementos
da diagonal principal.

e O posto de uma matriz quadrada € igual ao niumero de autovalores nao nulos.

\ (©2009 FFCE 45J
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Propriedades dos autovalores |

e Considerando que det(A) = det(A”), entdo os autovalores A de A,
representados por A(A), sdo iguais a A(AT).

e Se A for uma matriz triangular de ordem n, entao, por (4))
det(A — M) = (a11 — A)(agz = A) -+ - (ann — A) = 0.

Os autovalores de uma matriz triangular ou diagonal sao iguais aos elementos
da diagonal principal.

e O posto de uma matriz quadrada € igual ao niumero de autovalores nao nulos.
e Se \; sao os autovalores de A, entao )\Z-_l s30 0s autovalores de A1

A T A = A7,

1
To=)M"1o — A1y = XU'

\ (©2009 FFCE 46J
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Entao

e Posto de A = 3.

e Sendo

\ (©2009 FFCE

0

0,5 0,5 —0,7
ATl =1 0 1-06/|.
0 0 0.2

2 —14]
Exemplo 15 Seja a matriz A = | 0

Exemplo |

13|
05

e Autovaloresde A: A\{ =2, =1, A3=05.

e Autovalores de A~ T = )\1_1 =0,0; ™= >\2_1 =1 73

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

—1
— ;Xza — ();2.
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Normas I

e Normas vetoriais definidas em termos da norma-p

n

lzllp = i > il

1=1

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

e [ixpressar a magnitude de um vetor ou de uma matriz por meio de um escalar.

48J
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Normas vetoriais mais comuns I

e Norma-1 ou norma de soma de magnitudes

n

lzlli =) =il

1=1

\ ©2009 FFCE 49J
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Normas vetoriais mais comuns I

e Norma-1 ou norma de soma de magnitudes

n

lzlli =) =il

1=1

e Norma-2 ou norma Euclidiana

n
|zll2 = \ D |zl
i=1

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Normas vetoriais mais comuns I

e Norma-1 ou norma de soma de magnitudes

n

lzlli =) =il

1=1

e Norma-2 ou norma Euclidiana

n
|zll2 = \ D |zl
i=1

e Norma-oo ou norma de maxima magnitude

n

[0 = Tim i z; zifP = max il
1=

\ (©2009 FFCE 51J
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Condicoes das normas vetoriais |

e Norma vetorial é uma fungao || - || : C" — R, que associa um nimero real a
cada vetor.

e Satisfaz as condicoes
||| > 0e [|z|| =0 se, e somente se, z = 0,

|z +yll < [lz]] +[lyll e
kx| = [&[ ]|,

onde z, y € C" sao vetores e k € C é um escalar.

\ (©2009 FFCE 52J
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Exemplo de normas vetoriais |
T

Exemplo 16 Calcular as normas 1, 2 e oo do vetor z = [3 —5 1]*.

lfly = 13] + [ =5 + [1] ~ lzlly = 9,

Jalla = /132 + [=5[2 + 1 ~ ||z]l> = V35 ~ 5,9161 ¢

|2lloo = max([3], | =5], [1]) ~ [|z]loc = 5.

\ ©2009 FFCE 53J
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Exemplo de normas vetoriais |

Exemplo 17 Calcular as normas 1, 2 e oo do vetor v = [1 —3 4+3i 4—34]".

(vl = 1] + | =3 + [4+3i| + [4—=3i| =1+ 3+ 5+ 5~ [[v]|; = 14,

olly = /112 4+ [=3[2 + [4+433[2 + [4=3i[2 ~ [Jv]l2 = VBO ~ 7,7460 ¢

|v]loo = max([1], | =3], [4+3], [4=3i]) ~ [[v]loc = 5.
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e Satisfazem as condicoes

\ (©2009 FFCE

Condicoes das normas matriciais |

lA+ Bl < [[Al +B] e

|RA[| = [K[]|All

onde as matrizes A e B € C"*" ¢ k € C é um escalar.

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

|A|l > 0e||A]| =0 se, e somente se, A =0,
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\ (©2009 FFCE

Normas matriciais mais comuns de A € C"*" I

e Norma-1 ou norma de soma maxima de coluna

All; = Z .
” Hl 1?82( |az]’

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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\ (©2009 FFCE

Normas matriciais mais comuns de A € C™m*" |

e Norma-1 ou norma de soma maxima de coluna

All; = Z .
H Hl 1r<naé< |CL’L]’

e Norma-oo ou norma de soma maxima de linha

[Alloo = max Z‘aw"

1<i<m

Capitulo 2:

Sistemas lineares \\\
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Normas matriciais mais comuns de A € C™m*" |

e Norma-1 ou norma de soma maxima de coluna

All; = Z .
H Hl 1r<naé< |a2]’

e Norma-oo ou norma de soma maxima de linha

Alloo = Z .
| Al oo 12152{ |a’2j‘

e Norma de Frobenius

m n

Allp = | ) ) agjl?
\ i—1 j—1

\__ ©2009 FFCE 58J
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Normas matriciais mais comuns de A € C™m*" |

e Norma-2 ou norma espectral

)\max SC A — AT

Allo =
[Ala={ (5)

onde

— Amax € 0 maior autovalor de A em modulo e

— Omax ¢ 0 maior valor singular de A, sendo opax = \/ Amax( AL A) (raiz
quadrada do maior autovalor em médulo da matriz AT A).

\__ ©2009 FFCE 59J
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Normas consistentes e subordinadas I

e Uma norma matricial ||A|| é dita consistente com uma norma vetorial ||z|| se,
para qualquer matriz A (m x n) e vetor x (n x 1)

|Az]] < [lA[[]|=]-

e Uma norma matricial consistente ||A|| é dita subordinada a uma norma
vetorial ||y|| se para qualquer matriz A (m X n) existe um vetor

y (nx1), y+#0,tal que

Ayl = [All{l]]-
e Se a norma for subordinada, entao
|AB]| < [|A[l|| B]|-

e As normas matriciais 1, 2 e oo sao consistentes e subordinadas as respectivas
normas vetoriais.

e A norma de Frobenius é consistente, mas nao subordinada a norma-2 vetorial.

\__ ©2009 FFCE 6OJ
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Exemplo de normas matriciais |

Exemplo 18 Calcular as normas 1, oo, F e 2 da matriz A = B _é ]

1Al[1 = max([2] + [3], [=1] + |5]) = max(3,6) ~ || Al|1 = 6,

|AlJoo = max(|2] + [ 1], |3] 4 [3]) = max(3, 8) ~ || Aljoc =8,

[ALF = /1212 4] =112+ 312 + 52 ~ | All p = V39 & 6,2450 ¢

\ (©2009 FFCE

| All2 = max (\/)\(ATA)> = max(2,2284; 5,8339) ~ ||Al|2 = 5,8339.
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Exemplo de normas matriciais I

Exemplo 19 Calcular as normas 1, oo, F e 2 da matriz B = [

3441 —21
3—41 9|

| Bl|1 = max(|3+4¢| + [3—44, | —2¢| + |9|) = max(10,11) ~ || B]|; = 11,
| Bl|oo = max(|3 4+ 47| + |—21|, |3—42¢| + |9]) = max(7, 14) ~ || B||co = 14,

S \/\3 + 44|24+ | =2i|% + |3—4i|* + 9|2 ~ ||B||p = V135 ~ 11,6190 e

| Bl|2 = max <\/ )\(BTB)> = max(5,2831; 10,3484) ~ || B||> = 10,3484.
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e Forma matricial

\ (©2009 FFCE

Sistemas de equacoes lineares |

e Conjunto de m equacoes polinomiais com n variaveis x; de grau 1

ailp ai2 aiz -+ aip
az) a2 a3 -+ dop
azy az2 a3z --+ a3p
 Am1 Am2 Am3 " Gmn

a11x1 + a19r9 + a13x3 + -+ + a1pnTn
a91r1 + a29x9 + a93x3 + -+ - + a9 Tn
a31T1 + a3oxro + azzxrs + - - - + a3pTn

Am1T1 + G22I + Gp3T3 + * + + + Amnln

L1
L2
L3

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Sistemas de equacodes lineares |

o Ar = b, onde A ¢é a matriz dos coeficientes, x é o vetor solucao e b é o vetor
dos termos independentes.

e Se A for uma matriz quadrada (n X n) nao singular

Ar=b— A Ae = A7 p — 2= A7 1p.

\ (©2009 FFCE 64J
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Classificacao de sistemas: forma da matriz |

e Sobredeterminado: tem-se mais equacoes do que incognitas
A(mxmn), m>n eposto(A) =n.
e Problema de quadrados minimos lineares

min&mize 16— Ax||9

\ (©2009 FFCE

possul uma unica solucao, chamada de solucao de quadrados minimos.
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Classificacdo de sistemas: forma da matriz cont. |

e Subdeterminado: existem mais incognitas do que equacoes

A (m xmn), m<neposto(A) =m.
e Sistema nao tem solucao ou existe um numero infinito de solugoes que
satisfazem b — Ax = 0.
e Encontrar a solugao unica x que minimiza ||z ||o.
e Determinar a solugao de norma minima do sistema linear ().

e Resolver um sistema de ordem n.

\__ ©2009 FFCE 66J
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Classificacao de sistemas: nimero de solucoes |

e Numero de solucoes depende do valor do determinante da matriz dos
coeficientes.

e Ha tres situacoes possiveis:
— Unica solucao,
— infinitas solucoes e

— sem solucao.

\__ ©2009 FFCE 67J
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Sistema com Unica solucdo |
e Por exemplo,

1 tap= 3 1 1 |[x] [ 3 - .
$1—332——1<:>[1 —1][:62][—1]Mdet(14)7£0“7[1 21"

e det(A) # 0: sistema admite uma unica solugao.

\ (©2009 FFCE 68J
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e Vetor solucao x € a

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares

Geometria de sistema com solucdo Unica

-3 T 22
—2 1| x| =|-12].
—20 X3 | - —09 |

intersecao dos tres planos descritos por ca

equacoes b1, B2 e E3: x =5 1 10 L

Solugdo: x=[51 10]T

150

SSoo SUSS

N R N

200 RS N SIS S S S SO
SO
S

50

SESSSTSES
DS S R S SO S S S ST S ST TS S S
asssSsSS

<SS

10

x2 -10 -10

x1

e Solucao de um sistema linear de ordem n é um ponto no C" comum aos n
hiperplanos descritos por cada uma das n equacoes

da uma das tres

69
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Sistema com infinitas solucdes |
e Por exemplo,

r1+ 19 =2 L1z | |2 B B T
2x1+2332_4¢>[22”x2]L]«»det(A)Oex[@ 2—0]".

e det(A) = 0: sistema admite infinitas solucoes, uma para cada valor de 6.
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e Por exemplo,

e Com det

\[[H©2009 FrCt

Geometria de sistema com infinitas solucdes

1 -3 2] [ 22 |

~12 |.
10

-2 8 —1
-1 o5 1

0,
|3

Infinitas solucdes

150

SO
eeSINISNeN
SNSRI

<SS
SESOSTTNSS N
SOOI NS ST TRT TSSO
TSSOSO
100 <SS =

S22

S ‘\\‘\“\\\‘:‘:\\ sSs

50

®
x
= S = =
= = = =
== = = == == SSS
> == === e SSoSSoSS
> e B S O S S e
B SNSSRNNNNE e S S
N NN S S
B M eSS S
=S 355 SSSsSasess == SS<<
< = SSSssss
=
=
-100 - =S
S
10 S
SOOI,
TS
SR

S
RSN OTTTSSSSSTTT S SIS
RSSSIR SRRy SIS

SIRSSSRIN 1
ENSSSNSS 0

AN

X2 X1

Capitulo 2:

= (0, os trées planos se interceptam em uma linha reta
v =[70—650 16—1.50 6]

e Para cada valor de 6 ter-se-a uma solucao do sistema linear.

Sistemas lineares

descrita por

71
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Sistema sem solucdo I
e Por exemplo,

r1+x2 = 1 L1 x| | 1 B
T+ X9 —1@[11] [@][_J«»det(fl)oeﬂx,

e det(A) = 0: sistema nao tem solugao.
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e Por exemplo

e Com det

[

Capitulo 2:

1 —
2
L1 -
) — 20
x —10
LS 30

OS 1Nao A
tem nenhum ponto
ui.

___1_ 1

Sem solugéo

150
100 \‘\‘\\\\‘\‘\\
\\“\\\\\\‘\\\
AN \\“\‘\\\\\\\ SOSSSS SIS N\
A0S ‘\\\‘s\\\\\\s\“s‘\\s\‘\\‘\\\\‘\‘s\
\\\‘\\\\\‘\\\\\\\“\‘\\\\ S
SIS N Seuues ==
50 o= SN ““M"”
@ = = —
x ——
0
-50
~100.]
10

PN S
‘\\“\\‘\‘\‘
‘\“\‘“\‘\‘“\‘
RO “‘\‘\‘\“\‘\
“““‘
‘\“‘

eeeReN
“‘\“““‘
“““\\““
10

X
2 -10 -10

x1

Si
stemas lineares
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e Apresenta a forma

Sistema triangular inferior |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

(11 0 0 0 | [axg] cl |
lo1 loo 0 0 0, C9
l31 l32 I33 --- O T3 3
S 0 :
_lnl In2 lnS"'lnn_ | Ln | | Cn |
e Solucao via substituicoes sucessivas
C1
1171 =c1 ~ T = T
11
co — lo171
o121 + 9919 = €9~ T9 = l ,
99
c3 — l3171 — 3919
l3171 + 3979 + (3303 = c3 ~> T3 = s :

\ (©2009 FFCE 74 J
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Sistema triangular inferior cont. |

ey + lpoxo + - + ln,n—lxn—l + lpnan = cp ~

e Generalizando

cn — lp1x1 — lpgwo — - = Iy n12p—1
xn — .

lnn
e [isquematicamente

1—1
ci = )l
=1
T; = / 1 =1,2,...,n. (7)

Li;

\__ ©2009 FFCE 75 J
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Exemplo de substituicoes sucessivas |

Exemplo 20 Calcular a solucao do sistema triangular inferior

2 0 00] [z 4
35 00| x| |1
1 -6 80| [z3]| |48
-1 4-39] x| | 6

\__ ©2009 FFCE 76 J
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Exemplo de substituicoes sucessivas |

Exemplo 20 Calcular a solucao do sistema triangular inferior

2 0 00] [z 4
35 00| x| |1
1 -6 80| [z3]| |48
-1 4-39] x| | 6
4

211 = 4, 93125’\”551:27

\__ ©2009 FFCE 77 J
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Exemplo de substituicoes sucessivas |

Exemplo 20 Calcular a solucao do sistema triangular inferior

2 0 00] [z 4
35 00| |a| |1
1 —6 80| |as| |48
1 4 -39 |xyg 6
4
2ry =4, 1 =5~ 1 =2
1 — 3(2
3r1 + o190 =1, 19 = 5()«»@:—1,

\__ ©2009 FFCf 78 J
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Exemplo de substituicoes sucessivas |

Exemplo 20 Calcular a solucao do sistema triangular inferior

2 0 00] [z 4

35 00| x| | 1

1 —6 80| |z3|  |48]

1 4 -39 |xyg 6

4

221 =4, Ty =5 T =2
1 —3(2

3r1 +or9 =1, 9 = : ~ Lo = —1,

48 — (2) 4 6(—1)

T — 6:132 —|—8£L‘3 = 48, T3 =

\__ ©2009 FFCE 79 J
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20 00]
3 5 00
1 -6 80
-1 4-39]

211 = 4, 561:5’\»561:

Exemplo de substituicoes sucessivas |

Exemplo 20 Calcular a solucao do sistema triangular inferior

T 4
ro | 1
Ty | |48 |
25 I
4
1 —3(2
5 ( o XY = '__:17

48 — (2) + 6(—1)

T — 6:132 —|—81‘3 = 48, T3 =

—x1+ 429 — 313+ 924 =0, T4 =

\\\7()2009 FFCE

e Solucao do sistema triangular inferior:

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

=102 —15 3.
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\ ©2009 FFCE

Algoritmo: substituicoes sucessivas |

Algoritmo Substituicoes_Sucessivas
{ Objetivo: Resolver o sistema triangular inferior Lx = ¢ }
{ pelas substituigoes sucessivas }
parametrosdeentrada n, L, ¢
{ ordem, matriz triangular inferior e vetor independente }
parametrosdesaida x { solucao do sistema triangular inferior }
x(1)<«c(1)/L(1,1)
para i < 2 até n faca
Soma <+ 0
paraj < 1 até/ — 1 faca
Soma < Soma + L(i,j) * x(j)
fimpara
x(i) < (c(i) — Soma)/L(i, i)
fimpara
fimalgoritmo

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Exemplo de uso do algoritmo |

Exemplo 21 Resolver o sistema triangular inferior do Exemplo
algoritmol

% 0s valores de entrada

n =4
L =
2 0 0 0
3 5 0 0
1 -6 8 0
-1 4 -3 9
c =
4
1
48
6

% produzem o resultado

\ (©2009 FFCE

20

usando o

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Sistema triangular superior I

e Apresenta a forma

U1l U2 U3 Ulp—1  Ulp 1 21
x
0 w9 ugg -+ ugp—1 Uy 2 d2
33 ' ’ : :
0 0 & - Up—1p-1 Un—1n Ty 1 dy_1
B O O O c O unn _ xn dn
e Solucao via substituicoes retroativas
dn
UnnTn = dp ~ Ty = —,
Unn

dp—1 — Un—1.nTn
Up—1.n—1Tn—1 T Un—1nTn = dp—1~> Tp_1 = :
Up—1,n—1

\__ (©2009 FFCE SSJ
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Sistema triangular superior I

e Contimuando

do — u93T3 — + -+ — UYL
UL + UPZT3 + -+ - + UppTp = do ~> T = -
u22
U11T1 + U199 + U13T3 + - - - + Uy =dj
A1 —u9T9—UuI3T3 — 0 — Ulpdn
> :131 — .
uil
e [isquematicamente

Z tijty

7=1+1 ,
T; = s i=n,n—1,...,1 (8)

Uy

\ (©2009 FFCE 84J
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\ (©2009 FFCE

Exemplo de substituicoes retroativas |

Exemplo 22 Determinar a solucao do sistema triangular superior

b =206 1
0 37 -4
0 04 5
0 00 2

L1
L2
L3
L4

1
—2
28

S

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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\ (©2009 FFCE

Exemplo de substituicoes retroativas |

Exemplo 22 Determinar a solucao do sistema triangular superior

(526 1

0 37 —4
0 04 5
0 00 2]

L1
L2
L3
L4

8

1
—2
28
8

204 = 8, 5134:5«»;54:47

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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\ (©2009 FFCE

Exemplo de substituicoes retroativas |

Exemplo 22 Determinar a solucao do sistema triangular superior

526 1
0 37 —4
0 04 5
0 00 2

L1
L2
L3
L4

8

1
—2
28
8

204 = 8, 5134:5«»;54:47

das + dxy = 28, T3 =

28 — 5(4)

~ T3 = 2,

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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\ (©2009 FFCE

Exemplo de substituicoes retroativas |

Exemplo 22 Determinar a solucao do sistema triangular superior

(5 —-26 1] [x] [ 1]
0 37 —4 To | | —2
0 04 5 z3 | | 28|
0 00 2] |2y 3
8
2:64:8,56425’\»:64:4,
28 — 5(4
das + dxy = 28, T3 = 4()«»:1:3:2,
—2 —7(2) 4+ 4(4
319+ Tx3 —4ry = —2, T9 = (3)+ ()f\»@:O

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Exemplo de substituicoes retroativas |

Exemplo 22 Determinar a solucao do sistema triangular superior

\ (©2009 FFCE

(5 —26 1] [ 1
0 374 To | | —2
0 04 5 vy | | 28|
0 00 2] [24 3
8
2:64:8,56425’\»:64:4,
28 —5(4
daa 4+ dxy = 28, 13 = ()f\»x3:2,
—2—="T7(2)+ 44
39+ Tx3 —4dry = —2, T9 = (3)+ ()f\»mgzOe
1 +2(0)—6(2) — (4
dbx1 — 2x9 + 623+ 24 =1, 21 = +2(0) 5<) <)fv>x1:—3.
e Solucéo do sistema triangular superior: z = [—3 0 2 4]

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Algoritmo: substituicoes retroativas I

Algoritmo Substituicoes_Retroativas
{ Objetivo: Resolver o sistema triangular superior Uz = d }
{ pelas substituigoes retroativas }
parametrosdeentrada n, U, d
{ ordem, matriz triangular superior e vetor independente }
parametrosdesaida x { solucao do sistema triangular superior }
x(n) <—d(n)/U(n, n)
para i < n— 1 até 1 passo —I faca
Soma < 0
paraj < i+ 1 até nfaca
Soma <— Soma + U(i,j) * x(j)
fimpara
x(i) < (d(i) — Soma)/U(i, i)
fimpara
fimalgoritmo

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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algoritmol

b
n
U

T

Os valores de entrada
= 4

5 -2 6 1
0 3 7 -4
0 0 4 5
0 0 0 2
1

-2

28
8

\\\7()2009 FFCE

Exemplo de uso do algoritmo |

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

Exemplo 23 Resolver o sistema triangular superior do Exemplo [22

usando o

914//
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Complexidade computacional: substituicoes sucessivas |

e Considerando

n

— 2
1=1

a complexidade computacional do jalgoritmo de substituicoes sucessivas| €

n 2
- . n(n+1) n® n
Ad ; — 1)+ 1] = —1l=—4+—=—-1;
o Adicoes ZQ[(Z )+ 1] > ;t5 1
1=

\ (©2009 FFCE 92J
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Complexidade computacional: substituicoes sucessivas |

e Considerando .

ZZ. - n(n+1)
=i
1=1
a complexidade computacional do jalgoritmo de substituicoes sucessivas| é
i 2
- . n(n+1) n® n
o Adicies: Y[l = 1)+ 1] = A
1=2
i 2

. . n(n+1) n° n

e Multiplicacoes ;2 (2 —1) 5 (n—1) -~ o)

\ (©2009 FFCE
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Complexidade computacional: substituicoes sucessivas |

e Considerando

i”& B TL(TL + 1)
=i
1=1
a complexidade computacional do jalgoritmo de substituicoes sucessivas| é
i 2
- . n(n+1) n® n

o Adicies: Y[l = 1)+ 1] = A

1=2

i 2
. . n(n+1) n° n

e Multiplicacoes ;2 (2 —1) 5 (n—1) -~ o)

n
e Divisoes: 1+21:1—|—n—1:n.
1=2

\ (©2009 FFCE 94J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \

Complexidade computacional: substituicoes retroativas |

e A complexidade computacional do [algoritmo de substituicoes retroativas é
n—1 9
- . (n—1)n n° n
e Adicoes: n—1i)+1l=m-—1n-— +n—1=—+=—1;
s 3 (0= i)+ 1= (0= ) .
1=

\ ©2009 FFCE 95J
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Complexidade computacional: substituicoes retroativas |

e A complexidade computacional do [algoritmo de substituicoes retroativas é
n—I1 9
- . (n—1)n n° n
Ad : — ll=(n—1)n— —1l=—+-—-1;
o Adicoes Z[(n i)+ 1] =(n—1)n +n ;5L
1=1
s, (n—1)n n®> n
e Multiplicacoes: z;(n —1)=(n—1)n— T Ty
1=

\ ©2009 FFCE 96J
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Complexidade computacional: substituicoes retroativas |

e A complexidade computacional do [algoritmo de substituicoes retroativas é
n—1 9
- . (n—1)n n® n
Ad : — Il=(n—1n — —1l=—4+——1:
o Adicoes Z[(n i)+ 1] =(n—1)n +n ;5L
1=1
s, (n—1)n n®> n
e Multiplicacoes: Z(n —1)=(n—1)n— T Ty
1=1
n—1
e Divisoes: 1+lel+n—1:n.
1=1

\__ ©2009 FFCE 97J
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Capitulo 2:

Sistemas lineares \\\

Complexidades dos algoritmos de substituicoes para sistemas de ordem n |

Substituicoes sucessivas Substituicoes retroativas
Operacoes Complexidade  |Operacoes Complexidade
adicoes 1n +2n 1 | |adicoes 1n +2n 1
multiplicacoes %nQ % multiplicacoes %nQ %
divisoes n divisoes n

e Consequentemente, estes algoritmos sao polinomiais.

e Numero de operacoes aritméticas das substituicoes sucessivas e retroativas é
descrito por polinomios.

98J
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Eliminacao de Gauss |

e O nome do método foi uma homenagem a Gauss.

e O processo aparece no livro chines Nove capitulos sobre a arte matemdtica,
escrito por volta de 250 a.C.

e Classes de métodos para resolucao de sistemas de equacoes lineares: métodos
diretos e iterativos.

\__ ©2009 FFCE 99J
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Eliminacao de Gauss |

e Classes de métodos para resolucao de sistemas de equacoes lineares: métodos
diretos e iterativos.

e Métodos diretos: a solucao exata do sistema é obtida, teoricamente, com um
numero finito de operacoes aritméticas.

— Na pratica, os erros de arredondamento devidos a aritmética de ponto
flutuante interferem no resultado verdadeiro.

\__ ©2009 FFCE 100J
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Eliminacao de Gauss |

e Classes de métodos para resolucao de sistemas de equacoes lineares: métodos
diretos e iterativos.

e Métodos diretos: a solucao exata do sistema é obtida, teoricamente, com um
numero finito de operacoes aritméticas.

— Na pratica, os erros de arredondamento devidos a aritmética de ponto
flutuante interferem no resultado verdadeiro.

e Métodos iterativos: solucao exata somente com um numero infinito de
operacoes.
— Em cada passo dos métodos iterativos a solucao é calculada com um nivel
de exatidao crescente.

— Eisse nivel é limitado pelo numero finito de bytes utilizados para armazenar
as variaveis do programa que implementa o método iterativo.

\ (©2009 FFCE 101J
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mesmo vetor solucao.

\ (©2009 FFCE

Sistemas equivalentes |

A{2£E1—|—3:132 = 38

r1— Ty = —1

B{2x1—2x2 = —2 .

r1+4r9 = 9
A = 2B = é]::>A~B

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

Dois sistemas de equacoes lineares sao ditos equivalentes quando possuem o
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Operacoes |-elementares |

Um sistema de equacoes lineares pode ser transformado em um outro sistema
equivalente utilizando as trés operacoes l-elementares (operacoes de linha)

e Trocar a ordem de duas equacoes.
e Multiplicar uma equacao por uma constante nao nula.

e Somar uma equacao a outra.

\__ ©2009 FFCE 103J
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\ (©2009 FFCE

Trocar a ordem de duas equacoes |

B {23?1 — 23&‘2 = —2

r1+4re = 9
r1+4r9 = 9
¢ {2:131 — 2.%2 —2 —

B =0 = [;] — B~ (.

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Multiplicar uma equacao por uma constante n3o nula |

x1+4ro = 9
O{Qxl —2:132 = —2
D{x1+4x2— 9:>

x| —T9 = —1
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Somar uma equacdo a outra |

D{:Cl—|-4x2
r1—T9 = —1

I
©

E{Qazl—l—SxQ =
1 —x9 = —1

1
2

]:>D~E_A.

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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app a2 a1z - - - din
a21 a2 A23 - - - U2n
a31 az2 azs --- dan

| Apl Ap2 Ap3 -+ Ann

retroativas.

\ (©2009 FFCE

Sistema triangular equivalente |

e Método de eliminacao de Gauss

L1
L2
L3

In

e Vetor residuor = b — Ax.

e Transformacao Ax =b ~ Uz =d.

Ul U2 U3 -
0 wugouog - -+
0 0 ugg---

0

0

0

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Uln
U2n
U3n,

L1
L2
L3

e Solucao do sistema triangular superior Ux = d obtida pelas substituicoes
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Exemplo de eliminacdo de Gauss I

Exemplo 24 Resolver o sistema abaixo pelo método de eliminacao de Gauss e
verificar a exatidao da solucao

1 -3 2] [ 11 ]
—2 8 —1 xo| = | —15
4 -6 5] [23 29
e Eliminar os elementos da primeira coluna
1 -3 2| [21] 11
0 2 3 To | = 7
0 6 -3 |[x3 - —15

\__ ©2009 FFCE 108J
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Exemplo de eliminacdo de Gauss |

Exemplo 24 Resolver o sistema abaixo pelo método de eliminacao de Gauss e
verificar a exatidao da solucao

1 =3 21 [x 11
—2 8 —1 xo | = | —15
4 -6 5] [73 29
e Eliminar os elementos da primeira coluna
1 -3 2| [21] 11
0 2 3| |xy]| = 7. (9)
0 6 -3 [x3 - —15
e Eliminar o elemento da segunda coluna
1 -3 2] [ [ 11
0o 2 3 ro | = 7. (10)
0 0-—12] |23 | —30 |

\__ ©2009 FFCE 109J
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Dispositivo pratico |

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

L Multiplicador A b Operacoes
1 1 -3 2| 11
2lmo; = (—-2)/1=-2/—-2 8 —1 —15
3ims; =4/1=4 4 —6 5 29
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Dispositivo pratico |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

L Multiplicador A b Operacoes
1 1 -3 2| 11

2imo; = (—-2)/1=-2—-2 8 —1|—15

3lms; =4/1 =4 4 —6 5 29

4 0 2 3 7201+ Lo
Hlmsg =6/2 =3 0 6 —3|—15 —4L1+ Ly
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Dispositivo pratico |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

L Multiplicador A b Operacoes
1 1 -3 2 11

2lmo; = (—=2)/1=-2 -2 8 —1|-15

3ims; =4/1=4 4 —6 5| 29

4 0 2 3 72L1+ Lo
Hhlmss =6/2 =3 0 6 —3|—15|—4L1+ L3
6 0 0 —12|-36 —3L4+ Lj
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Dispositivo pratico |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

L Multiplicador A b Operacoes
1 1 -3 2 11
2lmo; = (—=2)/1=-2 -2 8 —1|-15
3ims; =4/1=4 4 —6 5 29
4 0o 2 3 712011+ Lo
Hhlmss =6/2 =3 0 6 —3 —15—4L1+ L3
§ 0 0 —=12/-36 —3L4+ L5
e Sistema triangular superior equivalente

(1 -3 2] [x] [ 11

0o 2 3 T | = 7.

0 0-—12] [ 23 | —306
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\ (©2009 FFCE

Vetor solucao |

e Sistema triangular superior

(1 -3 2
0 2 3

0 0 —-12

L1
L2
L3

11

—30

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Vetor solucao |

e Sistema triangular superior

(1 -3 2| [ 11
0 2 3 Ty | = 7.
0 0-—-12| |23 | —306 |
e Substituicoes retroativas
—36
—12$3 — —36, X3 = _—12 o X3 = 3,
7 —3(3
209 + 3x5 =7, 19 = (>fv>:1:2:—1e
11+3(—1) —2(3
x| — 3T9+ 2x3 =11, x1 = il (1> ()’\»CE1:2.

\ (©2009 FFCE 115J
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Vetor solucao |

e Sistema triangular superior

(1 -3 2| [ 11
0 2 3 Ty | = 7.
0 0-—-12| |23 | —306 |
e Substituicoes retroativas
—36
—12$3 — —36, X3 = _—12 o X3 = 3,
7 —3(3
209 + 3x5 =7, 19 = (>fv>:1:2:—1e
11+3(—1) —2(3
x| — 3T9+ 2x3 =11, x1 = il (1> ()’\»CE1:2.

e Vetor solucao do sistema: z = [2 —1 3]

\ (©2009 FFCE 116J
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e Solucao exata.

\ (©2009 FFCE

11
—15
29

e Vetor residuo: r = b — Ax

Vetor residuo I

1
—2
4

-3 2
8 —1
—6 5|

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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1

3
1
D

Exemplo de eliminacdo de Gauss I

Exemplo 25 Resolver o sistema abaixo pelo método de eliminacao de Gauss e
verificar a exatidao da solucao

0
19
4
33

O© OO0 = D

15
—12

L1
L2
L3
L4

20
18
(2

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Dispositivo pratico |

L Multiplicador A b Operacoes
1 1 62 48
2imgo; =3/1=3/3 194 15|25
3ims;=1/1=1/1 48 —12 18
4imy =5/1=55339 3 72

\ (©2009 FFCE 119J
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Dispositivo pratico |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

L Multiplicador A b Operacoes
1 1 6 2 4 8
2lmo; =3/1=3 3 19 4 15|25
3ims;=1/1=1 1 4 8 —12/18
4imy =5/1=05 5 33 9 3|72
5 0 1 -2 3| 1|-3L1+ Lo
6/m3y =(—2)/1=-20 -2 6 —16/10 —Lq1 + L3
7Timyy =3/1=3 0 3 —1 —17 32|—=5L1+ Ly
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Dispositivo pratico |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

L Multiplicador A b Operacoes

1 1 6 2 4] 8

2lmo; =3/1=3 3 19 4 15|25
3ims;=1/1=1 1 4 8 —12/18

4imy =5/1=05 5 33 9 3|72

5 0 1 -2 3 1/—-3L1{+ Ly
6/m3y =(—2)/1=-20 -2 6 —16/10 —Lq1 + L3
7Timyy =3/1=3 0 3 —1 —17 32|—=5L1+ Ly
8 0 0 2 —1012|2L5+ Lg
9lmys =5/2=25 0 0 5 —26|29|—3Ls+ L7
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Dispositivo pratico |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

\ (©2009 FFCE

L Multiplicador A b Operacoes
1 1 6 2 41 8
2 moy =3/1 =23 319 4 15 25
3lms; =1/1=1 1 4 8 —12] 18
4my =5/1=5 533 9 3 72
5 0 1 -2 3 1 —3Li+ Lo
6/m3y =(—2)/1=-20 -2 6 —16| 10| =Ly + L3
7lmas =3/1=3 0 3 —1 —17 32| —5L; + Ly
8 0 0 2 —10 12 2Ls+ Lg
Olmys=5/2=25 |0 0 5 —26 29 —3Ls+ L7
10 0 0 0 —1 —1—-25Ls+ Lg
e Sistema triangular superior equivalente

(16 2 4] [a] 8

01 -2 3 Ty | 1

00 2 —10 3 12

00 0 -1 Ty —1
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e Sistema triangular superior

Vetor solucao |

16 2 4]
01 -2 3
00 2 —10
00 0 —1]

L1
L2
L3
L4

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Vetor solucao |

e Sistema triangular superior

16 2 4] [« 3
() 1 __{2 23 332 B 1
00 2 —10 za | | 12|
00 0 —1] |24 -1
e Substituicoes retroativas
—1
_1$4:_17 $4:_1M;C4:1,
12 + 10(1
2563_10:64:127 L3 = il (>f\/>$3:117
1+2(11) — 3(1
8 —6(20) — 2(11) — 4(1
r1+ 0619 4+ 2x3 + 44 =8, 11 = ( ) 1< > (>

\ (©2009 FFCE

~ 11 = —138.

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

124J
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Vetor solucao |

e Sistema triangular superior

(16 2 4] [x| [ 8] 138
01 -2 3 ro | 1 . 20
00 210 |a3| | 12/ e 1|
00 0 —1] [24] =1 I 1
e Substituicoes retroativas
—1
—lxy = —1, x4:—1«f>x4:1,
12 + 10(1
209 — 10xy = 12, 29 = +2 () ~ 19 = 11,
1 +2(11) — 3(1
xo —2x3+3xy4 =1, 19 = il (1) <>’\/>ZE‘2:206
8 —06(20) —2(11) — 4(1
r1+ 0619 4+ 2x3 + 44 =8, 11 = (20 1< ) (>fv>x1:—138.
\@2009 FFCE 125J
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Vetor residuo I

r=b— Ax,

8 1 62 4] [ =138 () ]
|25 |3194 15 20 |0
"7 18 1 48 —19 11|~ |ol

72| 5339 3| 1] [0

e Solucao exata.

\ (©2009 FFCE 126J
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Calculo do determinante I

e Determinante da matriz dos coeficientes pode ser obtido como um subproduto
do método de eliminacao de Gauss.

e Relacoes entre os determinantes das matrizes dos sistemas equivalentes
intermediarios obtidos pelas operacoes l-elementares.

\ (©2009 FFCE 127J
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Operacdo |-elementar: trocar a ordem de duas equacdes |

a) Se duas linhas quaisquer de uma matriz A forem trocadas, entao o
determinante da nova matriz B sera

det(B) = — det(A).

A= [? _i] — det(A) =10 e

I 4
B = [2 _2] — det(B) = —10.

\ (©2009 FFCE 128J
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Operacao l-elementar: multiplicar uma equac3o por uma constante n3o nula |

b) Se todos os elementos de uma linha de A forem multiplicados por uma
constante k, entao o determinante da matriz resultante B sera

det(B) = kdet(A).

I 4
A= [2 _2] — det(A) = —10¢

B = h _ﬂ — det(B) = —5.

\ (©2009 FFCE 129J
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Operacdo |-elementar: somar uma equacdo a outra |

c) Se um multiplo escalar de uma linha de A for somado a outra linha, entao o
determinante da nova matriz B sera

det(B) = det(A).

A= h _le] — det(A) = =5 e

B - [(1) _‘5‘] s det(B) = —5.

\__ ©2009 FFCE 130J
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Determinante de matriz triangular ou diagonal |

d) Se A for uma matriz triangular ou diagonal de ordem n, entao o seu
determinante sera igual ao produto dos elementos da diagonal principal,

n
det(A) = aj1a99a33 . .. app = H Q-
1=1

2 3
A—[O_J%det(A)——Qe
(3 0 0
B=1]0-5 0| — det(B)=15.
0 0 -1]

\ (©2009 FFCE 131J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \

Determinante do produto de matrizes |

e) Se uma matriz A for multiplicada por uma matriz B, o determinante da
matriz resultante C' sera

det(C') = det(A) det(B).

I =2
A= [3 4] — det(A) = 10,

B = [?1)?] — det(B) =3 e

I =2
C = [13 4] — det(C') = 30.

\ (©2009 FFCE 132J
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Exemplo de calculo do determinante |

Exemplo 26 Calcular o determinante da matriz do Exemplo

1 -3 2
-2 8 —1].
46 5

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

24
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Exemplo de calculo do determinante |

Exemplo 26 Calcular o determinante da matriz do Exemplo
- 1-3 2
—2 8 —1/.
4 -6 5

sistemas (9)) e ([10)

1 -3 2 1 -3 2 1
—2 81 —10 2 3| — [0
I 4 —6 5_ _O 0 —3_ _O

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

24

e Seqiiencia de matrizes obtidas pelas operacgoes l-elementares foram as dos
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo de calculo do determinante |

1 =3 2
-2 8 -1
46 5

1 -3 2
-2 8 —1].
46 5

o

W W Do

L
0
0

O DO

Exemplo 26 Calcular o determinante da matriz do Exemplo 24

(1 —3
0 2
00—

2
3
12

e Seqiiencia de matrizes obtidas pelas operacgoes l-elementares foram as dos

sistemas (9)) e ([10)

e Matrizes obtidas somente por intermédio de combinacoes lineares das linhas.
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo de calculo do determinante |

1 -3 2
-2 8 -1
46 5

1 -3 2
-2 8 1],
46 5

w2

L
0
0

Y DO

W W Do

Exemplo 26 Calcular o determinante da matriz do Exemplo 24

(1 —3
0 2
00—

e As tres matrizes possuem determinantes com o mesmo valor.

2
3
12

e Seqilencia de matrizes obtidas pelas operacgoes l-elementares foram as dos

sistemas (9)) e (10)

e Matrizes obtidas somente por intermédio de combinacoes lineares das linhas.
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo de calculo do determinante |

1 -3 2
-2 8 -1
46 5

1 -3 2
-2 8 1],
46 5

SN W
W W Do

L
0
0

Exemplo 26 Calcular o determinante da matriz do Exemplo 24

(1 -3 2
0 2 3
0 0 —12

e As tres matrizes possuem determinantes com o mesmo valor.

e Determinante ¢ igual ao produto dos elementos da diagonal.

e Seqilencia de matrizes obtidas pelas operacgoes l-elementares foram as dos

sistemas (9)) e (10)

e Matrizes obtidas somente por intermédio de combinacoes lineares das linhas.
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo de calculo do determinante |

1 -3 2
2 8 -1
46 5

—

1 -3 2
-2 8 1.
46 5

(1 —3
0 2
0 6 —

e Determinante é o produto dos pivos

)"
3

3_

Exemplo 26 Calcular o determinante da matriz do Exemplo 24

—

e Sequencia de matrizes obtidas pelas operacoes l-elementares foram as dos

sistemas (9) e (10)

(1 -3 2
0 2 3.
0 0-12

e As tres matrizes possuem determinantes com o mesmo valor.

e Determinante ¢ igual ao produto dos elementos da diagonal.

det(A) =1 x2x —12 = —24.

e Matrizes obtidas somente por intermédio de combinacoes lineares das linhas.
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Pivotacao parcial |

e Método de Gauss falha quando um pivo for nulo.

e Consiste em escolher como pivo o maior elemento em modulo da coluna, cujos
elementos serao eliminados.

e A pivotacao parcial garante que o pivo seja nao nulo, exceto quando a matriz
for singular.

e Todos os multiplicadores satistazem
—1 S m” S 1.

e Multiplicadores grandes podem ampliar os erros de arredondamento.

\__ ©2009 FFCE 139J
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e Dispositivo pratico

Exemplo de pivotacao parcial |

Exemplo 27 Resolver o sistema pelo método de Gauss com pivotacao parcial

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

1 =3 2| [a] [ 11]
—2 8 —1 ro | = | —15 .
i 4 —6 5_ _1’3_ ] 29_
L Multiplicador A b Operacoes
1imyp=1/4=0,25 1 =3 2 11
2imo; = (=2)/4=-05/-2 8 —1—15
3 4 —6 5| 29

\ (©2009 FFCE
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Exemplo de pivotacao parcial |

Exemplo 27 Resolver o sistema pelo método de Gauss com pivotacao parcial

1 -3 2] [m 11 |
—2 8 —1 xo | = | —15 |.
46 5] |a| | 29
e Dispositivo pratico
L Multiplicador A b Operacoes
mi1 = 1/4=0,25 1 -3 2| 11

mo = (=2)/4=—-05 -2 8 —1 —15
4 -6 5 29

mio = (—1,5)/5=—0,3] 0 —1,5 0,75 3,75 —0,25Ls + L
0 5 15 —050,5L3+ Lo

O x| W DN —

\\\7()2009 FFCE
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Exemplo de pivotacao parcial |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo 27 Resolver o sistema pelo método de Gauss com pivotacao parcial

\ (©2009 FFCE

1 -3 2] [m 11 |
-2 8 -1 xo | = | =15 |.
i 4 —6 5_ _$3_ i 29_
e Dispositivo pratico
L Multiplicador A b| Operacoes
1imyp=1/4=0,25 I =3 2 11
2 mo = (—=2)/4=-05 -2 8 —1 —15
3 4 —6 o 29 .
Limiy = (—15)/5=—03 0 —1,5 0,75 3,75 —0,25L3 + L,
5 0 5 15 050503+ Lo
6 0 0 12 36/03Ls+ Ly
e Sistema triangular superior equivalente
4 —6 5] [x] [ 29
0 51,5 o | = | —0,5 .
0 01,2 | w3 ] 3,6
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e Sistema triangular superior

4 —6 5
0 51,5

0 012

\ (©2009 FFCE

L1
L2
L3

Vetor solucao |

29
—0,5
3.6

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Vetor solucao |

e Sistema triangular superior

4 —6 5| [ 29
0 51,5 xo | = | —=0,5].
0 012 | z3 3,6
e Substituicoes retroativas
3,6

1,225 = 3,06; x3 = 1:2 ~ T3 = 3,

—0,5 — 1,5(3)
ox9 + 1,003 = —0.,5; 29 = : ~ 9 =—1le
29+ 6(—1) — 5(3
dx1 — 6x9 + dx3 =29, 1 = +6(=1) (>’\Ax1:2.

4
e Vetor solucao: = = [2 —1 3]

\ (©2009 FFCE 144J
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Decomposicao LU |

e Uma matriz quadrada pode ser escrita como o produto de duas matrizes

53] =21 [0 1)

e A matriz A foi fatorada tal que A = LU.

e [, ¢ uma matriz triangular inferior unitaria (I;; = 1, V 7).
e [/ ¢ uma matriz triangular superior.
e Para resolver o sistema Ax = b

Ar =b— LUx =b.
Ux =y, entao Ly =b.

\ (©2009 FFCE 145J
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Calculo dos fatores I

e A matriz pode ser fatorada usando-se o método de eliminacao de Gauss.

e A matriz triangular superior U é a mesma do método de Gauss.

e A matriz triangular inferior unitaria L, alem de l;; = 1, 1;; = 0,1 < j, possul
lij = myj,1 > j, sendo m;; os multiplicadores usados no processo de
eliminacao de Gauss.

\ (©2009 FFCE 146J
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e Dispositivo pratico

Exemplo de decomposicao LU |

Exemplo 28 Resolver o sistema do Exemplo

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

24/ usando a decomposicao LU

1 =3 2] [a] [ 11]
—2 8 —1 xo | = | —15
4 -6 5| |73 29

L m A Operacoes
1 1 -3 2
2lmo; =(—-2)/1=-2-2 8 —1
3img; =4/1 =14 4 -6 95

\ (©2009 FFCE
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Exemplo de decomposicao LU |

Exemplo 28 Resolver o sistema do Exemplo 24| usando a decomposicao LU

1 -3 2] [m 11 |
—2 8 —1 xo | = | —15 |.
4 =6 5| | x3 29 |
e Dispositivo pratico
L m A Operacoes
1 1 -3 2
2lmo; =(—-2)/1=-2-2 8 —1
3mas; =4/1=4 4 -6 5
4 0 2 3 2L1+ Lo
5m32:6/2:3 0 6 —3 —4L1+ L3

\ (©2009 FFCE 148J
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Exemplo de decomposicao LU |

Exemplo 28 Resolver o sistema do Exemplo 24| usando a decomposicao LU

1 -3 2] [m 11 |
—2 8 —1 xo | = | —15 |.
4 =6 5| | x3 29 |
e Dispositivo pratico
L m A Operacoes
1 1 -3 2
2lmo; =(=2)/1=-2 -2 8 -1
3lms; =4/1=4 4 —6 D
4 0 2 3201+ Lo
D m32:6/2:3 0 6 —3|—4L1+ Lsg
6 0 0 —=12|—=3L4+ L5

\ (©2009 FFCE 149J
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e Matrizes L e

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo de decomposicao LU |

usando a decomposicao LU

Exemplo 28 Resolver o sistema do Exemplo 24

e Dispositivo pratico

1 -3 2] [m 11 |
—2 8 —1 xo | = | —15 .
4 -6 5| |73 29
L m A Operacoes
1 1 -3 2
2 mo = (=2)/1=-2 -2 8 —I
3img; =4/1 =14 4 —6 5
4 0 2 312L1+ Lo
5lmss =6/2=3 0 6 —3|—4L{+ L3
6 0 0 —12/—=3Ly4+ L5
U ) _ ] ]
1 0 0 I -3 2
L=]1-2 10 e U=10 2 3
431 00 —12
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Verificacdo da igualdade A = LU |

1 -3 2 1 0] [1 =3 2
2 8 —1|l=1-210
4 —6 5 4 1

w — O

\ (©2009 FFCE 151J
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e Substituicoes sucessivas Ly = b

\ (©2009 FFCE

10 0] [y
—2 1 0 U9
I 431_ Y3

yp = 11,

Sistema triangular superior Ly = b |

11
—15
29

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

—2y1 +1y9 = —15, yo = =15+ 2(11) ~> g =T e
Ay + 3yo +y3 =29, y3 =29 — 4(11) — 3(7) ~ y3 = —30.
o Vetor intermedigrio: y = [11 7 —36]7
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e Substituicoes retroativas

1
0
0

\ (©2009 FFCE

—3 2
2 3

0 —12

e Vetor solucao: =z = [2 —1 3]

209+ 3x3 =1, 19 =

x| —3T9+ 223 =11, x1 =

L]
L9 —
L3

—36

7 - 3(3)

Sistema triangular superior Uz =y |

11
7
—36

—12x3 = =306, 23 = 5 Ty = 3,

~ 9= —1le

11+3(—1) — 2(3)

1

~ 11 = 2.

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Observacoes sobre a decomposicao LU |

e Diferenca entre os dispositivos praticos da eliminacao de Gauss e da
decomposicao LU: ausencia da coluna relativa ao vetor b.

e Efetuar as substituicoes sucessivas para resolver Ly = b na decomposicao LU
¢ o mesmo que fazer as operacoes l-elementares em b na eliminacao de Gauss.

e A solucao de Ly = b funciona como uma memoria de calculo para ser efetuada
sobre o vetor b.

e Resolver varios sistemas lineares com a mesma matriz dos coeficientes com a
fatoracao da matriz feita uma tnica vez.

\ (©2009 FFCE 154J
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Pivotacao parcial |

e Livitar multiplicadores com valores muito grandes.

e Livitar pivo nulo.

e Decomposicao da forma

PA=LU.
e P°: matriz de permutacoes.
e [: matriz triangular inferior unitaria formada pelos multiplicadores m; ;.
e [/: matriz triangular superior.

e Resolver o sistema Ax = b

Ar =b— PAx = Pb — LUx = Pb.
Ur =y, entao Ly = Pb. (11)

\__ ©2009 FFCE 155J
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pivotacao parcial

e Dispositivo pratico

\ (©2009 FFCE

Exemplo de decomposicao LU |

Exemplo 29 Resolver o sistema do Exemplo [27] pela decomposicao LU usando

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

1 =3 2 T 11
—2 s —1 ro | = | —1b
4 —6 5! T3 29
L m A Operagoes | p
1|my=1/4=0,25 1 =3 2 1
2| my = (—2)/4=-05—2 8 —1 2|
3 4 —6 5 3
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Exemplo de decomposicao LU |

Exemplo 29 Resolver o sistema do Exemplo [27] pela decomposicao LU usando
pivotacao parcial

1 -3 2 X 11
-2 8 —1 o | = | —15
4 —6 5 X3 29
e Dispositivo pratico
L m A Operacoes p
1|my=1/4=0,25 1 =3 2 1
2| mor = (—2)/4=-05 | -2 8 —1 2
3 4 -6 5 3|
41mpp=(-15)/b=-03 0 —1,5 0,75 —=0,25L3+ Ly |1
5 0 5 1,5]10,5L3+ Lo 2

\__ ©2009 FFCE 157J
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Exemplo de decomposicao LU |

Exemplo 29 Resolver o sistema do Exemplo [27] pela decomposicao LU usando
pivotacao parcial

1 -3 2 T 11
—2 8 —1 xy | = | =15
4 —6 5 x3 29
e Dispositivo pratico
L m A Operacoes p
1|my=1/4=0,25 1 -3 2 1
2 my = (~2)/4=—-05 |-2 8 -1 2
3 4 -6 5 3
41mpp=(-15)/b=-03 0 —1,5 0,75 —=0,25L3+ Ly |1
5 0 5 15/0,5L3+ Loy 2
6 0 0 12]0,3Ls5+ Ly 1

\__ ©2009 FFCE 158J
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Exemplo de decomposicao LU |

Exemplo 29 Resolver o sistema do Exemplo [27] pela decomposicao LU usando
pivotacao parcial

1 -3 2 T 11
—2 8 —1 xy | = | =15
4 —6 5 x3 29
e Dispositivo pratico
L m A Operacoes p
1|my=1/4=0,25 1 -3 2 1
2 my = (~2)/4=—-05 |-2 8 -1 2
3 4 -6 5 3
41mpp=(-15)/b=-03 0 —1,5 0,75 —=0,25L3+ Ly |1
5 0 5 15/0,5L3+ Loy 2
6 0 0 12]0,3Ls5+ Ly 1

e Indices das linhas pivotais: p = |3 2 1].

\__ ©2009 FFCE 159J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \

Exemplo de decomposicao LU |

Exemplo 29 Resolver o sistema do Exemplo 27] pela decomposicao LU usando
pivotacao parcial

1 -3 2 T 11
-2 8 -1 xo | = | =15
4 —6 5 X3 29
e Dispositivo pratico
L m A Operacoes p
1{my=1/4=0,25 1 -3 2 1
2\mo = (—2)/4=-05 | -2 8 —1 2
3 4 —6 5 3
4imp=(—15)/5=-03] 0 —1,5 0,75 —0,25L3+ Ly |1
5 0 5 15/0,5L3+ Lo 2
6 0 0 12]0,3Ls5+ Ly 1

e Indices das linhas pivotais: p = [3 2 1].
e Matrizes L, U ¢ P

1 0 0 4 —6 5 0 0 1
L= —05 1 0|, U=l0 5 15| eP=|01 0
0,25 —03 1 0 0 12 1 0 0

\__ ©2009 FFCE 16OJ
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Solucdo de Ly = Pb I

e Vetor Pb: formado pelos elementos de b dispostos na ordem das linhas
pivotais contidas em p.

e Solucao de Ly = Pb via substituicoes sucessivas

1 001 [ 29
—0,5 1 0 (') — —15 )
0,25 03 1| [wy3| | 11|
y1 = 29,

—05yL + 4o = —15, o = —15+0,5(29) ~» yy = —0.5
0,2501 — 0,3y2 + y3 = 11, y3 = 11 — 0,25(29) + 0,3(—0,5) ~ y3 = 3.6.
e Vetor intermedidrio: y = [29 —0,5 3,6]7.

\ (©2009 FFCE 161J
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Vetor solucao |

e Solucao de Ux = y pelas substituicoes retroativas

4 —6 5| [ 29
0 5 1,5 o | = | —0,0 [,
0 0 1,2 ] [ x5 3,0 |
3,0
1,229 = 3,06; x3 = 1:2 ~ T3 = 3,
—0,0 — 1,5(3
Sxo + 1,523 = —0,5; 19 = — - ’<>f\»a:2:—le
294+ 6(—1) — 5(3
dx1 — 6x9 + 013 =29, 1 = +6(=1) ()«»:1:1:2,

4
e Vetor solucio: = = [2 —1 3|7

\ (©2009 FFCE 162J
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e Solucao exata.

\ (©2009 FFCE

11
—15
29

Vetor residuo I

r=b— Az,

I =3 2
-2 &8 —1

4 —6 5

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Calculo do determinante I

e Pelas propriedades dos determinantes
PA = LU — det(PA) = det(LU),
det(L) det(U)
det(P) °

det(A) =

n n
det(L) = [[lii = 1. det(U) =[Jusi e det(P)=(~1),
1=1 1=1

e t: numero de trocas de linhas necessarias para transformar a matriz de
permutacoes P em uma matriz identidade.

e Determinante de A

det(A 1)t H Ui | (12)
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Exemplo de calculo do determinante |

Exemplo 30 Calcular o determinante da matriz do Exemplo 29

1 -3 2
A= -2 8 —1
4 -6 5
o Matrizes U e P i i i} _
4 —6 5 0 0 1
U=10 515 eP=|01 0
_O 0 1,2_ _1 0 O_

e Valor de ¢

t | Linhas pivotais | Comentario

3 2 1 trocar 3 com 1 |

\__ ©2009 FFCE 165J
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e Matrizes U e P

e Valor de t

e Determinante

det(A

\ (©2009 FFCE

Exemplo de calculo do determinante |

Exemplo 30 Calcular o determinante da matriz do Exemplo

Capitulo 2:

1 -3 2
A=| -2 & —1
4 -6 5
4 —6 5] 0 0 1]
U=10 5 1.5 e P=|[0 1 0
|0 0 1,2 | 1 0 0 |
t | Linhas pivotais Comentario
03 2 1 trocar 3 com 1
1171 2 3 ordem crescente

!
Hu@z -

29

)X 4% 5% 1,2~ det(A) =

Sistemas lineares \\\

—24.
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4
|
0
D

—1
—2
4
0

0
1
—4
D

Exemplo |

—1
0
1
—1

L1
L2
L3
L4

Exemplo 31 Resolver o sistema abaixo pela decomposicao LU, usando pivotacao
parcial, e verificar a exatidao e a unicidade da solucao

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Calculo dos fatores I

L m A Operacoes | p
1 m11 :4/520,8 4 —1 0 —1 1
2lmo=1/5=02/1 =2 1 0 2|
3 31 20/520 0 4 —4 1 3
4 5 0 5 —1 4

\ ©2009 FFCE 168J
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Calculo dos fatores I

L m A Operacoes | p
1 mi1 :4/520,8 4 —1 0 —1 1
21mo; =1/5=0.2 1 =2 1 0 2
3 msa1 = 0/5 =0 0 4 —4 1 3
4 5 0 5 -1 41
5lmp = (—1)/4=-025/0 —1 —4 —0,2|—-0,8L,+ Ly |1
6|mo=(-2)/4=-05 10 =2 0 02|—0,2L4+ Ly|2
7 0 4 —4 110Ly+ Ls 3

\ ©2009 FFCE 169J
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Calculo dos fatores I

L m A Operacoes | p
1imp=4/5=08 4 -1 0 -1 1
21mo =1/5=0.2 1 =2 1 0 2
3 ma1 = 0/5 =0 0 4 —4 1 3
4 5 0 5 =1 4
5lmip=(—1)/4=-025]0 =1 —4 —0,2 —08L4+ L1 |1
6|mo =(-2)/4=-05 |0 =2 0 02 —0,2L4+ Ly|2
7 0 4 —4 110Ly+ Ls 3
8 0 0 =5 005/0,25L7+ L5 |1
9 mo3 = <—2>/<—5> = 0,4 0 0 —2 0,7 O,5L7 + L6 2

\__ ©2009 FFCE 170J
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Calculo dos fatores I

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

L m Operacoes | p
1{mp =4/5=08 4 -1 0 -1 1
21mo; =1/5=0.2 1 -2 1 0 2
3 msa1 = 0/5 =0 0 4 —4 1 3
4 5 0 5 -1 4
5lmp = (—1)/4=-0,25 |0 =1 —4 —0,2 —0,8Ls+ L1 | 1|
6|mo =(-2)/4=-05 |0 =2 0 02 —0,2L4+ Lo|2
7 0 4 —4 110Ly+ Ls 3
8 0 0 =5 005/025Ly+ L5 |1
9 mo3 = (-2)/(-5) — 0,4 0 0 —2 O,? O,5L7 + L6 2
10 0 0 0 068|—04Lg+ Lg|2

\ (©2009 FFCE
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Calculo dos fatores I

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

L Operacoes | p
1{mp =4/5=08 4 -1 0 -1 1
21mo; =1/5=0.2 1 -2 1 0 2
3 msa1 = 0/5 =0 0 4 —4 1 3
4 5 0 5 -1 4
5lmys = (— —0,25 10 =1 —4 —0,2|—-08Ly+ Ly 1|
6|mo =(-2)/4=-05 |0 =2 0 02 —0,2L4+ Lo|2
7 0 4 —4 110Ly+ Ls 3
8 0 0 =5 005/025Ly+ L5 |1
9 mo3 = (-2)/(-5) — 0,4 0 0 —2 O,? O,5L7 + L6 2
10 0 0 0 068|—04Lg+ Lg|2

\ (©2009 FFCE

o Vetorp=1[4 3 1 2|
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L:

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Calculo dos fatores I

L m A Operacoes | p
1my =4/5=048 4 -1 0 -1 1
2 Mo =1/5=0,2 1 -2 1 0 2
3 m31:0/5:0 0 4 —4 1 3
4 5 0 5 —1 4
5 my=(—1)/4=-025 0 =1 —4 —0,2| —0,8L,+ L1 |1}
6 Moy =(—2)/4=—-05 0 -2 0 02 —02Ls+ Ly 2
7 0 4 —4 110Ly+ Ly 3
8 0 0 =5 0,050,250+ Ls |1
9 mo3 = (-2)/(-5) — 0,4 0 0 —2 O,? O,5L7 + L6 2
10 0 0 0 0,68 —04Lg+ Lo 2
1 0 0 0] (50 5 -1 (0 0 0 1]
0 1 00 0 4 —4 1 00 10
08 —025 1 0 U=10 0 =5 0,05 eP=1100 0
02 —05 04 1| 00 0 068 0100

o Vetorp=1[4 3 1 2|
e Matrizes L, U e P
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1 0 00"
0 1 00
0,8 —025 1 0
02 —05 04 1

Sistemas triangulares I

91
Y2
Y3
Y4

e Substituicoes sucessivas para Ly = Pb

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Sistemas triangulares |

91
Y2
93
Y4

e Substituicoes sucessivas para Ly = Pb

1 0 0 0]
0 I 00
0,8 =025 1 0
0,2 =05 04 1 ]
e Substituicoes retroativas para Uz =y
‘50 5 =17 [z
04 —4 1 T2
0 0 —5 0,05 3
00 0 0,68 ] [ x4

> U =

My:

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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e Solucao quase exata.

\ (©2009 FFCE

Verificacdo da exatidao do vetor x |

e Vetor residuor = b — Ax

4 -1 0 -1
1 -2 1 0
0 4 —4 1

5 0 5 -1

C 0,6617
0,9412
0,5441

45882

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

" —0,0002
0,0000
—0,0002

- —0,0002
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Verificacdo da unicidade da solucao |

t | Linhas pivotais | Comentario
4 3 1 2 | trocar 4 com 1

e Valor de t

\ ©2009 FFCE 177J
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Verificacdo da unicidade da solucao |

t | Linhas pivotais | Comentario

4 3 1 2 trocar 4 com 1
111 3 4 2 trocar 3 com 2

e Valor de ¢

\ ©2009 FFCE 178J
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e Valor de ¢

\ (©2009 FFCE

Verificacdo da unicidade da solucao |

Linhas pivotais

Comentario

O — O ©

4 3 1 2
I 3 4 2
1 2 4 3

trocar 4 com 1

trocar 3 com 2 |

trocar 4 com 3

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Verificacdo da unicidade da solucao |

e Valor de t
t | Linhas pivotais Comentario
014 3 1 2 trocar 4 com 1
171 3 4 2 trocar 3 com 2
211 2 4 3 trocar 4 com 3
311 2 3 4 ordem crescente

e Determinante

det(A tHu%—det — (—1)? x 5 x 4 x —5 x 0,68 = 68 £ 0.

e Solucao unica.
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Sistema com matriz singular I

e infinitas solucoes ou

e nao ter solucao.

\ (©2009 FFCE 181J
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Exemplo de sistema com matriz singular |

pivotacao parcial, sendo

1 -3 2 22
A= -2 8 =1 |[,b=]| =12 | e c=
-1 5 1] 10

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

20
—10
80

Exemplo 32 Resolver os sistemas Ax = b e Ax = ¢ usando decomposicao LU com
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Calculo dos fatores I

e Dispositivo pratico

L m A Operacoes | p
1imyp=1/(=2)=-0,5 1 -3 2 1
2 —2 8 —1 2/
3lms; =(—-1)/(-2)=05 -1 5 1 3

\ ©2009 FFCE 183J
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\ (©2009 FFCE

Calculo dos fatores I

e Dispositivo pratico

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

L m A Operacoes |p
1imyp=1/(=2)=-0,5 1 -3 2 1
2 —2 8 —1 2
3ims; =(—-1)/(-2)=05 -1 5 1 3
4 0 115 05Lo+ L7 |1
Himsgs =1/1=1 0 1 1,5]/—-05Ly+ L3 |3
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Calculo dos fatores I

e Dispositivo pratico

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

L m A Operacoes |p
1imyp=1/(=2)=-0,5 1 -3 2 1
2 —2 8 —1 2
3ims; =(—-1)/(-2)=05 -1 5 1 3.
4 0 115 05Lo+ L7 |1
Himsgs =1/1=1 0 1 1,5]/—-05Ly+ L3 |3
6 0 0 0 —-Ls+Ls |3
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Calculo dos fatores I

e Dispositivo pratico

L m A Operacoes |p

1imyp=1/(=2)=-0,5 1 -3 2 1

2 —2 8 —1 2
3ims; =(—-1)/(-2)=05 -1 5 1 3.

4 0 1 1505Lo+ L7 |1

Himsgs =1/1=1 0 1 1,5]/—-05Ly+ L3 |3

§ 0 0 0 —Ls+ Ls 3

e Os tres fatores sao

100 -2 8 —1] 01 0]
L=1|-0510|,U-= 01 1,5 e P=110 0
05 1 1] 00 0 00 1]

\__ ©2009 FFCE 186J
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1 00
—05 10

05 1 1

Sistema Ax = b I

e Solucao de Ly = Pb pelas substituicoes sucessivas

91
Y2
Y3

[ 12
29

10

"\Ay:

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

—12
16
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\ (©2009 FFCE

Sistema Ax = b I

—2x1 + 819 —x3 = —12, 11 =

10071 [y 12
—00 1 0 Y9 22
056 11| |ys| | 10

28 =11 [ x|
0 1 1.5 ro | =
00 0] | a3

e Solucao de Ly = Pb pelas substituicoes sucessivas

f\»y:

e Solucao de Ux = y pelas substituicoes retroativas

BRLE
16
0

—2

—12
16

Ox3 =0~ x3 =0 (qualquer valor de x3 ¢é solucao),
x9+ 1,03 =16~ 190 = 16 — 1,50 ¢
12— 8(16 — 1,50) + 6

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

~ 21 = 70 — 6,50.
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Sistema Ax = b I

—201 +8x9 —x3 = —12, 1 =

1Lo00] [y ] [ —-12
—00 1 0 Y9 22
056 1 1| |ys| | 10
2 8 -1 [ a1
0 1 1.5 ro | =
00 0] | a3

e Solucao de Ly = Pb pelas substituicoes sucessivas

f\»y:

e Solucao de Uz = y pelas substituicoes retroativas

ETE
16
0

e Vetor solucio = = [70—6,50 16—1,50 ]!

—2

Figural).

—12
16

Ozg =0~ 23 =0 (qualquer valor de x3 é solugao),
xo+ 1.0r3 =16~ 9 = 16 — 1,50 ¢
12— 8(16 — 1,50) + 0

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

~ 21 = 70 — 6,50.
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1 00
—05 10

0,5 1 1

Sistema Ax = ¢ I

91
Y2
93

- —10
20

30

e Solucao de Ly = Pc via substituicoes sucessivas

My:

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

—10
15

70
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1 00

05 1 0

0,5 1 1

Sistema Ax = ¢ I

91
Y2
93

0

L]
L2
L3

e Solucao de Ly = Pc via substituicoes sucessivas
—10

20
30

e Solucao de Ux = y via substituicoes retroativas

2 8 —1 ]
01 1,5
0 0

0x3 =70 — A a3~ B .

My:

BELE
15
70

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

—10
15
70
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Sistema Ax = ¢ I

0x3 =70 — B a3~ B 2.

e Solucao de Ly = Pc via substituicoes sucessivas

e Solucao de Uz = y via substituicoes retroativas

10 0] [y - —10
—05 10 Y9 20
05 1 1] |ys| | 80
28 =11 [ 2]
0 1 1,5 Ty | =
00 0] | 3

SENE
15
70

e Sistema Ax = ¢ ndo tem solucao porque B z3 tal que Ox3 # 0

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

—10
15
70

Figural).
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Algoritmo: decomposiciao LU |

Algoritmo Decomposicao LU
{ Objetivo: Fazer a decomposi¢ao LU de uma matriz A }
parametros de entrada n, A { ordem e matriz a ser decomposta }
parametros de saida A, Det, ivot
{ matriz decomposta A = U + L — I, determinante, pivos }
para i < 1 até n faga Pivot(i) < i, fimpara; Det + 1
para j <— I até n— 1 faga
{ escolha do elemento pivo }
p < J; Amax abs(Agj )
para k < j+ 1 até n faca
se abs(A(k,j)) > Amax entao
Amax < abs(A(k,J)); p < k

fimse
fimpara

se p # j entao
{ troca de linhas }
para k < 1 até n faca
AU, K); AGLK) < Alp, K); Alp, k) ¢ m
fimpara
m < Pivot(j); Pivot(j) < Pivot(p); Pivot(p) < m

_ Det <— —Det
fimse

Det < Det x A(j,J)
se abs(A(Jj,j)) # 0 entao
eliminacao de Gauss
r< 1/A(,J)
para/ < j+ 1 até n faga
Mult < A(i,j) * r; A(i,j) < Mult
para k < j+ 1 atén faga
A(i, k) < A(i, k) — Mult x A(J, k)
flmpara
fimpara

. fimse
fimpara

Det < Det % A(n, n)
\ ©2009 FFCE fimalgoritmo 193J
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Detalhes do algoritmo para decomposicao LU |

e As matrizes triangulares L e U sao escritas sobre a matriz original A.

A, antes da decomposicao n—— A, apds a decomposicao

aj] alp a3 -+ aip U] U U3t Ulp
as] @92 a3 -+ A9y o1 w99 w3 --- Uy
az] azy a3 -+ agy | — | l31 I3z wugzz -+ uzy,
| Apl Gp2 Aap3 -+ OGnn | _lnl lno lnz - Unn |

e Se necessario a matriz A deve ser previamente copiada em uma outra matriz.
e Matriz L: triangular inferior unitaria.
e [isquema da pivotacao parcial ¢ utilizado.

e Algoritmo das substituicoes sucessivas para solucao de Ly = b deve ser
modificado para resolver Ly = Pb.

\ (©2009 FFCE 194J
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Algoritmo: substitui¢cOes sucessivas pivotal |

Algoritmo Substituicoes_Sucessivas_Pivotal
{ Objetivo: Resolver o sistema triangular inferior Ly = Pb }
{ pelas substituigoes sucessivas, com a matriz L }
{ obtida de decomposicao LU com pivotacao parcial }
parametrosdeentrada n, L, b, Pivot
{ ordem, matriz triangular inferior unitaria, }
{ vetor independente e posi¢ao dos pivos }
parametrosdesaida y { solucao do sistema triangular inferior }
k < Pivot(1); y(1) < b(k)
para /i < 2 até n faca
Soma < 0
paraj < 1 até/— 1 faca
Soma < Soma+ L(i,j) x y(j)
fimpara
k < Pivot(i); y(i) <— b(k) — Soma
fimpara
fimalgoritmo

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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difere do

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Complexidade da decomposicao LU de uma matriz de ordem n |

Operacoes Complexidade
.~ 1.3 1.2 1
adicoes 3n° — 5n° +gn

1.3 1

multiplicagoes | sn” — 3n

divisoes n—1

algoritmo padrao

e Desconsiderando operacoes para o calculo do determinante.

e Complexidade computacional do algoritmo de substituicoes sucessivas pivotal

somente quanto ao numero de divisoes, que é nulo.

e Como L ¢ unitaria, nao ha necessidade de divisao.
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Exemplo de uso dos algoritmos |

Exemplo 33 Resolver o sistema do Exemplo 31] usando os algoritmos

decomposicao LU

~

substituicoes sucessivas pivotal e substituicoes retroativas,

% 0s valores de entrada

n=4
A =
4 -1 0 -1
1 -2 1 0
0 4 -4 1
5 0 5 -1
od

% produzem os resultados pela decomposicao LU
A =

5.0000 0 5.0000 -1.0000
0 4.0000 -4.0000 1.0000
0.8000 -0.2500 -5.0000 0.0500
0.2000 -0.5000 0.4000 0.6800
Det = 68.0000

Pivot = 4 3 1 2
% vetor de termos independentes
b =
1
-2
-3
4
% As substituicoes sucessivas pivotal produzem
y =
4.0000
-3.0000
-2.9500
-3.1200

% As substituicoes retroativas resultam em
x =

-0.6618

0.9412

0.5441

-4.5882

\ (©2009 FFCE
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Sistemas lineares complexos |

e Sistemas de equacoes que envolvam numeros complexos podem ser
solucionados pelos algoritmos apresentados.

e Algoritmos implementados em uma linguagem de programacao que suporta
aritmética complexa.

e Algoritmos implementados com aritmética real, com o sistema complexo
previamente transformado em um sistema real.

\__ ©2009 FFCE 198J
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Sistema complexo usando aritmética real |

e Seja o sistema complexo Ax = b.
e Fazendo A = A, +1A;, x =z +1x;, b = by + 1b;.
e Substituindo na equacao acima

e Na forma martricial

Vil

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Ay — Ajzy + 1(Ajxy + Arxg) = by + i,

(13)
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo de sistema complexo usando aritmética complexa |

Exemplo 34 Resolver o sistema, abaixo, utilizando os algoritmos [substituicoes

retroativas

, [decomposicao LU

€

substituicoes sucessivas pivotal implementados

\\\7()2009 FFCE

[ 1+2i
2431
4

— 3t
141
21

3
I

3-2i

em uma linguagem com aritmética complexa.

L1
L2
L3

- 10— 164
—5+412i

13+21
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Resultados com aritmética complexa

% Os valores de entrada

n=3
A=
1.0000+ 2.00001 0- 3.00001  5.0000
2.0000+ 3.0000i  1.0000+ 1.00001i  1.0000- 1.0000i
4.0000 0+ 2.00001  3.0000- 2.0000i
% Produzem os resultados pela decomposicao LU
A=
4.0000 0+ 2.00001  3.0000- 2.0000i

0.2500+ 0.50001  1.0000- 3.50001  3.2500- 1.00001
0.5000+ 0.7500i  0.1887+ 0.66041i -3.2736- 4.20751
Det =
-72.0000+29.00001
Pivot =
3 1 2
% vetor de termos independentes
b =
10.0000-16.00001
-5.0000+12.00001
13.0000+ 2.00001
% As substituicoes sucessivas pivotal produzem
y =
13.0000+ 2.00001
7.7500-23.00001
-26.6509+ 0.47171
% As substituicoes retroativas resultam em

3.0000+ 4.0000i
2.0000+ 0.0000i
3.0000- 4.00001

\ (©2009 FFCE
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Exemplo de sistema complexo usando aritmética real |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo 35 Resolver o sistema do Exemplo

34

, utilizando os algoritmos

substituicoes retroativas

, decomposicao LU

e [substituicoes sucessivas pivotal

implementados em uma linguagem que nao tem aritmética complexa.

e Por

1420 —3i 5 T1 - 10—167 |
243t 141 1—1 ro | = | —5+12
] 2t 3—=2i | | w3 - 13421
13), o sistema complexo pode ser resolvido por meio do sistema real
1 0 5 =2 30 [ a] 10
2 1 1 -3 —-11 9 —5
4 0 3 0 =2 2 T3 13
2 =3 0 1 05 ) —16
3 1 -1 2 11 xs 12
0 2 =2 4 03] | 26| 2

\ (©2009 FFCE




f Algoritmos

n==~6
A =

W NN

0 2

A =
4.0000
0.5000
0.2500

0
0.7500
0.5000

Det =

6.0250e+03

Pivot =

3 4

b =
10

-5

13

-16

12

2

y =
13.0000
-22.5000
6.7500
-8.2353
2.1446
-27.0179

% 0s valores de

entrada
5 -2 3
1 -3 -1
3 0 -2
0 1 0
-1 2 1
-2 4 0

0
-3.0000
0
-0.6667
-0.3333
-0.3333

1

\ (©2009 FFCE

3.0000
-1.5000
4.2500
-0.7059
-0.8824
-0.2353

6 5

% vetor de termos independentes

Numéricos 2% edigdo

= 01NN = O

3

0
1.0000
-2.0000
3.2549
0.1747
-0.9639

% produzem os resultados pela decomposicao LU

-2

o 01w W~

.0000
.0000
.5000
.1373
.3735
L7780

% As substituicoes sucessivas pivotal produzem

Resultados com aritmética real

2.0000
4.0000
-0.5000
5.3137
-0.5361
6.7545

Capitulo 2: Sistemas lineares \
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Vetor solucao |

% As substituicoes retroativas resultam em
x =

.0000

.0000

.0000

.0000

.0000

-4.0000

S b W N W

e Vetor solucao

\ ©2009 FFCE 204J
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Decomposicio de Cholesky e LD L' |

e Matriz dos coeficientes A simétrica e definida positiva

e A pode ser decomposta tal que
A=LL"
e [.: matriz triangular inferior e,

o L1 matriz triangular superior.

\ (©2009 FFCE

vl Av >0, Vo =+ 0, (tabelal).

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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vl Av > 0, Vv #D0,

e A pode ser decomposta tal que
A=LL,

e [.: matriz triangular inferior e,

o L1 matriz triangular superior.

positivos tal que A = LLL,

\ (©2009 FFCE

Decomposicio de Cholesky e LD L' |

e Matriz dos coeficientes A simétrica e definida positiva

tabelal).

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Teorema 2 (Cholesky) Se A for uma matriz simétrica e definida positiva,
entao exriste uma unica matriz trianqular L com elementos da diagonal
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lt1 0O 0 O
I31 l32 l33 0
lg1 lgo 143 lgq

e Flemento [44 da diagonal

\ (©2009 FFCE

0
0
0

Calculo do fator I

I lop 31 Ly ]

log (32 149
0 I33 l43
0 0 Iy

e Produto LL! = A de uma matriz de ordem 4

ail
a1
a3l
a4]

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

ai2
a2
a32
a42

a13
a23
a33
a43

ai4
a24
34
a44
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e Flemento [44 da diagonal

\ (©2009 FFCE

11 0 0 0 L1 Do I31 Iy
lop loo O 0 0 loo 32 Iy
I31 l32 l33 0 0 0 33 ly3
g1 Dy g3 g | O 0 0 gy

Calculo do fator I

e Produto LL! = A de uma matriz de ordem 4

ail
a1
a3l
a4]

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

aj2 a3 ai4
a22 a23 a4
a32 d33 d34
a42 a43 Q44

2 12 2
[ o+l =a4u— ly= \/ ay— (I +gp+3).
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Calculo do fator I

e Produto LL! = A de uma matriz de ordem 4

117 0 0 0 11 lo1 31 Ip
lop loo 0 0 0 loo 30 lg9
I31 l32 l33 0 0 0 33 ly3
g1 Dy Dz gy | OO0 0 gy

e Flemento [44 da diagonal

arl
a1
a3l
a4]

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

ai2
a2
a32
a42

[+ 3+ = s — Ly = \/ agy— (I, +1+155) ~ L= \

a3
a23
a33
a43

a4
a24
34
a44

3
%4—2 Uik
k=1
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Calculo do fator I

e Produto LL! = A de uma matriz de ordem 4

117 0 0 0 11 lo1 31 Iy aj] a2 a3 a4
lo1 lop 0 0 0 oo 32 Ly | _ | a21 a2 a3 ay
I31 l32 l33 0 0 0 33 ly3 az] asy a3y asy
g1 Dy Dz gy | L0000 lyy | | a41 a42 a43 agq

e Flemento [44 da diagonal

3
2 .12 32 g2
Ui+ o+ s+ =ags— [y = \/&44—(@2114—[12124-[1213) ~> l44:\ CL44—Z llQlk'
k=1

e Flemento qualquer da diagonal de L

\ (©2009 FFCE 210J
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—lll 0O 0 0
I31 l32 l33 0
g1 Dy g3 My

e Flemento [44 da diagonal

Calculo do fator I

e Produto LL! = A de uma matriz de ordem 4

Dy Doy I3 Ly
0 loo l39 g9

0 0 0 Iy

ail
a1
a3l
a4]

e Elemento qualquer da diagonal de L

3
2 92 32 42
Ui+ +Hls+ 1 =ag — [y = \/a44_(l12ﬂ+11212+l1213) ~> 1442\ CL44—Z Z?Lk’
k=1

Capitulo 2: Sistemas lineares \

aip2 a1z a4
a2 aA23 a4
a32 d33 d34
a42 a43 Q44

ljj—\

7—1
ajj—zgk,j:m,...,n. (14)
k=1

\ (©2009 FFCE
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Calculo do fator cont. I

l11 0 0 0 11 lo1 I31 Ip aj] a2 a3 a4
lo1 l22 00 0 oo 32 lag | _ | a21 a2 a3 ay
I31 32 l33 0 0 0 33 l43 az] az a3z a4
g1 Dy g3 g | L0000 lyy | | a41 a42 a43 ag4

e Elemento /43 abaixo da diagonal

\ (©2009 FFCE 212J
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Calculo do fator cont. I

117 0 0 0 11 lo1 I31 Ip aj] a2 a3 a4
lo1 lop 0 0 0 oo 32 lyg | _ | a21 a2 a3 ay
I31 32 l33 0 0 0 33 ly3 az] asy a3y asy
g1 g0 ly3 lgg | LO 0 0 gy | [ a41 G492 a43 ayy |

e [llemento [43 abaixo da diagonal

as3 — (la1l31 + l42l39
l41l31 + 49030 + l43l33 = a4z — l43 = ( s ).

\ (©2009 FFCE 213J
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Calculo do fator cont. I

117 0 0 0 11 lo1 I31 Ip ar
lo1 l22 00 0 oo 32 lao | _ | a2
I31 32 l33 0 0 0 33 l43 as
g1 Dy ly3 gy | OO0 0 Dy | | a4

e Elemento /43 abaixo da diagonal

ag3— (141l31+142032)
[33

L1031 +149030+143(33 = as3 — l43=

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

ai2
a2
a32
a42

~ 3=

a3 di4
a23 d24
a33 a34
a43 d44

)
az— Y Lylsy
k=1

[33
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Calculo do fator cont. I

l11 0 0 0 11 lo1 I31 Ip aj] a2 a3 a4
lo1 l22 00 0 oo 32 lag | _ | a21 a2 a3 ay
I31 32 l33 0 0 0 33 l43 az] az a3z a4
g1 Dy g3 g | L0000 lyy | | a41 a42 a43 ag4

e Elemento /43 abaixo da diagonal

2
az— Y Lylsy
as3—(lil31+lpolzs) L= k=1
[33 [33

e Flemento genérico abaixo da diagonal principal

L1031 + la9l3o + l43l33=a43 — l43=

\ (©2009 FFCE 215J
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Calculo do fator cont. I

l117 0 0 0 11 lo1 I31 Ip aj] a2 a3 a4
lo1 l22 0 0 0 o2 32 lyo | _ | a21 a2 a3 ayxy
I31 32 l33 0 0 0 33 ly3 az] agy a3y as4
g1 Dy g3 lgg | L0 0 0 lyy | | a41 a42 a43 ag4

e [llemento [43 abaixo da diagonal

2
az— Y lylsy
ag3—(lnl31 +lalsy) L= k=1

33 33
e Elemento genérico abaixo da diagonal principal

7—1
aij = > liklj
lij = "f‘l i=1,2..m—1ei=j+1,74+2,...,n. (15)
JJ

L1031 + laol3o + l43l33=a43 — l43=

\ (©2009 FFCE 216J
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Solucdo do sistema Ax = b pela decomposicdao de Cholesky |

Ar=b— LLTz =,

® Seja

e Fazendo

Ly = y entao Ly =0b.

\ (©2009 FFCE 217J
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® Seja

e Fazendo

\ (©2009 FFCE

Solucdo do sistema Ax = b pela decomposicdao de Cholesky |

Ar=b— LLTz =,

L'y = y entao Ly = 0.

e Sistema triangular inferior Ly = b resolvido pelas substituicoes sucessivas

1—1
Yi = bi_zlijyj [lig, 1=1,2,...,n.
j=1

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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® Seja

e Fazendo

\ (©2009 FFCE

Solucdo do sistema Ax = b pela decomposicdao de Cholesky |

Ar=b— LLTz =,

L'y = y entao Ly = 0.

e Sistema triangular inferior Ly = b resolvido pelas substituicoes sucessivas

1—1
yi= | bi— > lLijy; | /i i=1,2,...,n.
j=1

e Sistema triangular superior Lz = y obtido pelas substituicoes retroativas

n
;= | Y; — Zlﬂx] /lm‘,i:n,n—l,...,l.
j=i+1

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Calculo do determinante |

e Pelas propriedades dos determinantes

det(A) = det(L) det(LT),

n
det(A) = H Li;
1=1

2

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

(19)
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4 -2 2
—2 10 -7
2 —7 30

L1
L2
L3

Exemplo da decomposicao de Cholesky |

Exemplo 36 Resolver o sistema abaixo usando a decomposicao de Cholesky e
verificar a exatidao e unicidade da solucao

11
—31

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Exemplo da decomposicao de Cholesky |

Exemplo 36 Resolver o sistema abaixo usando a decomposicao de Cholesky e
verificar a exatidao e unicidade da solucao

4 -2 2 T 3
—2 10 =7 Ty | = 11
2 =7 30| | w3 =31
e Pelo uso de (|14)) e (|15
e Coluna 1:
a21 —2 a3l 2
i =ya =Vi=2ly="—=—"=—1ly=-"=-=1
l11 2 [11 2

\ (©2009 FFCE 222J
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Exemplo da decomposicao de Cholesky |

Exemplo 36 Resolver o sistema abaixo usando a decomposicao de Cholesky e
verificar a exatidao e unicidade da solucao

4 -2 2 T 3
—2 10 -7 ro | = 11
2 =7 30| | w3 =31
e Pelo uso de (|14)) e (|15

e Coluna 1:

a21 —2 CL31 2
l11 = ai = Vi=2, Iy = T 72—1 I31 = T 521
11 11
e Coluna 2:
azp—l31lyy  —7—(1)(=1)
[o9 = CLQQ—Z =41/ 10— 2 =3, l30 = = =—2.
\/ 21 \/ 122 3
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Exemplo da decomposicao de Cholesky |

Exemplo 36 Resolver o sistema abaixo usando a decomposicao de Cholesky e
verificar a exatidao e unicidade da solucao

4 -2 27 [ = 8
2 10 7| |a | =] 11
I 2 —7 30_ | X3 _—31_
e Pelo uso de (|14) e (|15
e Coluna 1:
agy —32 asy 2
hi=Va1=vVi=2ly=-==—=-1I3=——=-=1.
e Coluna 2:
— [l —7—(1)(—1
122:\/@2_1%1_\/10 1223, 15y = 27 tln WD,
e Coluna 3:

I3 = \Jazs — (3 +35) = /30 — (12 + (=) = 5.
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Dispositivo pratico |

A L
iNj| T 2 31\j[123
1 4
2 -2 10
32 —7 30

W DN —

\\\7()2009 FFCE
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Dispositivo pratico |

A L
N[ T 2 31\ 123
1 4
2 -2 10
32 —7 30

W DN —
|
—_
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Dispositivo pratico |

A
i\jl| 1 2 3\
4 1
—2 10 2 —
2 —7 30 3

W DN —

== N

DO OO

\\\7()2009 FFCE
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Dispositivo pratico |

A
i\jl| 1 2 3\
4 1
—2 10 2 —
2 —7 30 3

W DN —

== N

DO OO

\\\7()2009 FFCE
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//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

e Verificacio que LLL

2
—1
1

A L
i\j 1 2 31i\j 1 23
1 4 1 2
2 —2 10 2/ —1 3
3 2 -730 3 1-25
— A
00l [2 —1 1] 4 -2 2]
3 0 0 3 -2 |=1]-2 10 =7 |.
25110 0 5 2 =7 30 |

Dispositivo pratico |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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\ (©2009 FFCE

e Sistema Ly = b

2
1
1

Solucao dos sistemas triangulares |

O W O

ot O O

91
Y2
93

11
—31

’\»y:

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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e Sistema Ly = b

e Vetor solucao

e Sistema L1z = Y

2
1
1

Solucao dos sistemas triangulares |

O W O

o O Do

ot O O

91
Y2
93

’\»y:

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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8
11
—31

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Verificacdo da exatid3o e unicidade da solucao |

e Vetor residuor = b — Ax

4 -2 2
—2 10 -7
2 —7 30

— solucao exata.
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e Vetor residuor = b — Ax

8 4
r = N i )
=31 | 2

3
det(A) = H Li;
1=1

\ (©2009 FFCE

Verificacdo da exatid3o e unicidade da solucao |

-2 2 3 0
10 —7 1 | =] 0] — solucao exata.
-7 30 ] [ -1 0

e Célculo do determinante por ([19)

2
= ((2)(3)(5))* = 900 # 0 —» solucao tnica.
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verificar a exatidao e unicidade da solucao

9 6 —3 3]
6 20 2 22
-3 2 6 2
322 2 28|

\ (©2009 FFCE

L]
L2
L3
L4

Exemplo da decomposicao de Cholesky |

Exemplo 37 Resolver o sistema abaixo usando a decomposicao de Cholesky e

12
64

4
82

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Calculo das colunas I

9 6 —3 3
6 20 2 22
A= -3 2 6 2
3 22 2 2B
e Coluna 1:
a1 O a3y —9
hi=van=vV9I=3 ly=-—=-=2 I3 =7"=—=—1,
[11 3 [11 3
ai] 9
41 = — =—-=1.
41 lll 3
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Calculo das colunas I
9 6 —3 3
6 20 2 22
A= -3 2 6 2
322 28
e Coluna 1:
agy § a3 —3
11 = a1 =V9I=3, Iy = T 522713127272—1,
11 ; 11
a41
= Al _° g
A1 3
e Coluna 2:
azg — l31lor 2 —(—1)(2
1222\/@2—521—\/20_(2)2:4,1322 l — (4 ><)=1,
29
Cag — gl 22—-(1)(2)
19 = = = 0.
[99 4
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Calculo das colunas cont. I

9 6 —3 3
6 20 2 22
A=13 2 5 2
32 22
e Coluna 3:
I33 = \Jazs — () +13,) = /6 — (—1)2 + (1)2) = 2,
1y — 043~ (grlsy + laolsp) 2= (D(=1) +(O)D) _

[33 2

\ (©2009 FFCE 237 J
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Calculo das colunas cont. I

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

\ (©2009 FFCE

9 6 —3 3]
6 20 2 22
A= -3 2 06 2
322 2928
e Coluna 3:
I33 = \Jazs — () +13,) = /6 — (—1)2 + (1)2) = 2,
iy — 043~ (Uarlsy + laolsp) _ 2 — (V=D +O)D) _
e Coluna 4:
l44:\/a44—(l42ﬂ 2—|—Z \/28— ) —|—(—1)2>:1
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Dispositivo pratico |

L

1\]

1\]

1234

A~ QO DN —

A~ QO DN —

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Dispositivo pratico |

A L
i\j| 1 23 4/i\jl 1234

\ (©2009 FFCE 240J
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Dispositivo pratico |

A L
i\j| 1 23 4/i\jl 1234

—_ = DN W
Ot — =

\ (©2009 FFCE 241J
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Dispositivo pratico |

A L
i\j| 1T 23 41i\j| 12 34
19 13
21 6 20 2 24
3—3 26 3-11 2
4 3222928 4 15 -1

\ (©2009 FFCE 242J
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Dispositivo pratico |

A L
i\j| 1T 23 41i\j| 12 34
19 13
21 6 20 2 24
3—3 26 3-11 2
4 3222928 4 15 —11

\ (©2009 FFCE 243J
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Solucao dos sistemas triangulares |
e Sistema Ly = b

30 007 [w 12 4

24 00| | w 64 14
p— /\.Ay:

—1 1 20 Y3 4 —3

LS =1 1) | ysa 32 O

\ (©2009 FFCE 244J
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e Sistema Ly = b

3 2 —1
04 1
00 2 —
00 0

Solucao dos sistemas triangulares |

91
Y2
93
Y4

12
64

4
82

’\/éy:

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

(vetor solugao).
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Verificacdo da exatid3o e unicidade da solucao |

e Vetor residuor = b — Ax

12 ] 9 6 -3 3|1 [ 2 (|
r = b4 — 620 2 22 -3 = U — solucao exata
4 -3 2 6 2 1 0 > '

| 32 322 22| 5 0

\ (©2009 FFCE 246J
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Verificacdo da exatid3o e unicidade da solucao |

e Vetor residuor = b — Ax

12 9 6 —3 3] 2 0
|64 | 620 2203 |0
T = 4 _9 9 6 9 1 = 0 SOLUCa0 €Xala.
82| | 322 22| 5| [0]
e Determinante
A 2
det(A) = | [[li | =((3)4)(2)(1))* =576 £ 0 — solucio tinica.
1=1

\ (©2009 FFCE 247J
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D
—1
2

—1 2
g 4
4 10

L1
L2
L3

21
10
50

Exemplo da decomposicao de Cholesky |

Exemplo 38 Resolver o sistema abaixo usando a decomposicao de Cholesky e
verificar a exatidao e unicidade da solucao

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Exemplo da decomposicao de Cholesky |

Exemplo 38 Resolver o sistema abaixo usando a decomposicao de Cholesky e
verificar a exatidao e unicidade da solucao

5 —1 2 X1 21
—1 8 4 ) 10
2 410 | | =3 | 50
e Coluna 1:
I = /ay = V5 = 2,2361;
Iy = ‘;1211 = 272_3161 = —0,4472; I3, = ;‘1311 = oge7 = 80K

\\\7()2009 FFCE
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Exemplo da decomposicao de Cholesky |

verificar a exatidao e unicidade da solucao

5 -1 27 [ 2 21
1 8 4| |am | =110
2 410 | | a3 50
e Coluna 1:
L = an = V5 = 2,2361;
a21 —1 a3
_ o 04472 Iy = 3L
1 I, 2,2361 044725 Ly I, 2,2361
e Coluna 2:

lyy = [ agy — 13, = /8 — (—0,4472)2 = 2,7929:;

— a9 4 — 44)(—0.4472
Loy — azy — lzilor (0,8944)(—0,4472) 15754,
[99 2,7929

\ (©2009 FFCE

Exemplo 38 Resolver o sistema abaixo usando a decomposicao de Cholesky e

= 0,8944.

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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e Coluna 1:

e Coluna 2:

e Coluna 3:

\ (©2009 FFCE

Exemplo da decomposicao de Cholesky |

Exemplo 38 Resolver o sistema abaixo usando a decomposicao de Cholesky e
verificar a exatidao e unicidade da solucao

5 -1 27 [ 2 21
108 4| e | =110
> 410 | | a3 50
I = /ay = V5 = 2,2361;
R e S, azy B
by = 7 = s = ~OMT Iy = 7 = o = 08044

lyy = [ agy — 13, = /8 — (—0,4472)2 = 2,7929:;

— a9 4 — 44)(—0.4472
Loy — azy — lzilor (0,8944)(—0,4472) 15754,
[99 2,7929

I3 = \/ as3 — (I3, + 13,) = /10 — ((0,8944)2 + (1,5754)2) = 2,5919.
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Dispositivo pratico |

A L
iNj| 12 3i\j/123
1 5
218
324 10

W DN —
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Dispositivo pratico |

L

i\] 123
1 22361

2 —(,4472
30,8044

DO
w2

1\]

—
DO — O =

H~ OO
—_
-]
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Dispositivo pratico |

A L
iNj| 12 3\] 1 23
INE 12,2361
218 20,4472 2,7929
32410 3 0,844 1,5754

\ (©2009 FFCE
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//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

Dispositivo pratico |

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

A L
iNi| 12 31\ 1 2 3
15 12,2361
2118 20,4472 2,7929
302410 3 08944 1,5754 2.5919
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e Sistema Ly = b
- 2.2361

\ (©2009 FFCE

Solucao dos sistemas triangulares |

0

10,4472 2,7929
0,8044 1,5754 2,5019

0
0

91
92
Y3

21
10
50

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

90,3914
5,0843

12,9508
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e Sistema Ly = b
- 2.2361

Solucao dos sistemas triangulares |

0

10,4472 2,7929

e Sistema L1z = Y

[ 2.2361 —0,4472 0,8944 |
0 2,7929 1,5754

0 0 2,5919

\ (©2009 FFCE

0
0

0,8044 1,5754 2,5019

L1
L2
L3

91
92
93

21 9,3914 |
= |10 | ~y=| 5,0843 |[.
|50 | 12,9598
9,3914 | 2,0000 |
5,0843 | ~ 2= | —1,0000 |.
12,9598 - 5,0001

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

21
r= 1 10
50

\ (©2009 FFCE

2,0000 |
—1,0000

5,0001

e Solucao nao exata devido aos erros de arredondamento.

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Verificacdo da exatid3o e unicidade da solucao |

e Vetor residuor = b — Ax

- —0,0002
—0,0004

| —0,0010
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e Determinante

\ (©2009 FFCE

21
10
50

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Verificacdo da exatid3o e unicidade da solucao |

det(A)

e Vetor residuor = b — Ax

5 —1 271 [ 2,0000
-1 8 4 —1,0000 | =
2 4 10| | 5,0001

e Solucao nao exata devido aos erros de arredondamento.

2

- —0,0002
—0,0004

| —0,0010

3
[T0 | = ((2,2361)(2,7929)(2,5919))%,
1=1

det(A) ~ 262,0171 # 0 — solucao unica.
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Algoritmo: decomposicao de Cholesky |

Algoritmo Cholesky
{ Objetivo: Fazer a decomposicao LLT de uma matriz A }
{ simétrica e definida positiva }
parametrosde entrada n, A { ordem e matriz a ser decomposta }
parametros desaida A, Det, CondErro
{ fator L escrito sobre A, determinante e condigao de erro }
CondErro < 0; Det + 1
para j < 1 até nfaca
Soma + 0
para k < 1 até j — 1 faca

Soma < Soma + A(j, k)*
fimpara
t < A(j,j) — Soma
se t > 0 entao
A(j,J) < raizs(t); r < 1/A(j,j); Det < Det x t

=~

senao
CondErro < 1, escreva “a matriz nao é definida positiva”’, abandone
fimse
para i < j+ 1 até nfacga
Soma + 0

para k < 1 até j — 1 faca
Soma <— Soma + A(i, k) x A(j, k)
fimpara
A(i,j) < (A(i,j) — Soma) * r
fimpara
fimpara
fimalgoritmo

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Exemplo de uso dos algoritmos |

Exemplo 39 Resolver o sistema do Exemplo 37| usando os algoritmos de

decomposicao de Cholesky

N

substituicoes sucessivag e gubstituicoes retroativas,

% 0s valores de entrada

n =4
A =
9
6 20
-3 2 6
3 22 2 28

\ (©2009 FFCE
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Resultados dos algoritmos |

% produzem os resultados pela decomposicao de Cholesky
A =

-1
1 5 -1 1
Det = 576
CondErro = 0O
% vetor de termos independentes
b =

(I
N

12
64
4
82
% As substituicoes sucessivas resultam em

y:

% As substituicoes retroativas produzem

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \

Complexidade da decomposicao de Cholesky de matriz de ordem n |

Operacoes Complexidade

.~ 1.3, 1.2 1
adicoes n” +5n” +3n

BRE ~ 1.3, 1.2 2
multiplicagoes  gn” +5n° — 3n

divisoes n

raizes quadradas|n

e Desconsiderando as n multiplicacoes efetuadas para o calculo do determinante.

e Operacao de potenciacao computada como uma multiplicacao.

\__ ©2009 FFCE 263J
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Fatoracdo LDL" |

e Uma matriz A simétrica pode ser decomposta, tal que

A=LDL',

e L: matriz triangular inferior unitdria (I;; = 1, V j).

e [: matriz diagonal.

\ (©2009 FFCE 264J
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Fatoracdo LDL" |

e Uma matriz A simétrica pode ser decomposta, tal que
A=LDL',

e L: matriz triangular inferior unitdria (I;; = 1, V j).
e [: matriz diagonal.

e Matriz D

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

7—1
— 2 g
dj] — CL]] — Zl]kdkk’? ] = 1,2,...
k=1

\ (©2009 FFCE
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Fatoracdo LDL" |

e Uma matriz A simétrica pode ser decomposta, tal que
A=LDL',
e L: matriz triangular inferior unitaria (I;; = 1, V j).

e [: matriz diagonal.

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e Matriz D
7—1
9 :
dj]:a]j_zl]kdkkv ] = 1,2,...,71. (20)
k=1
e Matriz unitaria L
7—1
aij = lipdprlig
lij = “3” Ci=1,2 . m—1 e i=j+1,§42,....n. (21)
J
\__ ©2009 FFCE 266J
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Solucdo do sistema Az = b pela fatoracio LDL" \

® Scja

e ['azendo

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

Ar=b— LDLIz =0

o=t e Dt =y entao Ly =b.
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Solucdo do sistema Az = b pela fatoracio LDL" \

Ar=b— LDLIz =0

® Scja

e Fazendo
o=t e Dt =y entao Ly =b.

e Sistema Ly = b resolvido pelas substituicoes sucessivas.
e Solucao do sistema diagonal Dt =y é t; = y;/Djy;.

e Vetor solucao x do sistema L1 2 =t obtido pelas substituicoes retroativas.

\__ ©2009 FFCE 268J




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

Calculo do determinante I

e Peclas propriedades dos determinantes

det(A) = det(L) det(D) det(L1),

n
det(A) = H d;;l.
1=1

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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—1

Exemplo de fatoracdo LDL’ |

usando a decomposicao de LDLY

b —1 2
s 4

2 410

Exemplo 40 Resolver o sistema do Exemplo 38

e verificar a exatidao e unicidade da solucao

L1
L2
L3

21
10
50

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Exemplo de fatoracdo LDL’ |

Exemplo 40 Resolver o sistema do Exemplo [38 usando a decomposicio de LDLL
e verificar a exatidao e unicidade da solucao

5 -1 27 [y 21
108 4| || =110
2 4 10 ) | 73 | 00
e Pelo uso de e
e Coluna 1: w1 w2
dy = ay; =5, l21:d_11:?:_0’2; l31:d—11:g—0,4

\ (©2009 FFCE 271J
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Exemplo de fatoracdo LDL’ |

Exemplo 40 Resolver o sistema do Exemplo [38 usando a decomposicio de LDLL
e verificar a exatidao e unicidade da solucao

5 1 27 [ o4 21
108 4| |la | =110
2 410 |a3] |50
e Pelo uso de (20)) e (21)
e Coluna 1: o 1 w2
dll:a11:5,l21:d_11:?:_072;l31:d_11:g:074.
e Coluna 2:

dyg = ag — l§1d11 =8 — (—072)2(5) = 1,8

gy = asy — l31d11l21 _ 4 — (074)(5>(—072) — 0,5641.
d22 7,8

\ (©2009 FFCE 272 J
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e Pclo uso de e

e Coluna 1:

e Coluna 2:

e Coluna 3:

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \

Exemplo de fatoracdo LDL’ |

5 =1 27 [ oy 21
—1 8 4| |z | =110
2 410 [ @3] |50
as —1 - _CL31_2_
d11:a11:5, l21:d_11:?:_072’ lgl—d—ll—g—OA.

dyg = ag — l§1d11 =8 — (—072)2(5) = 1,8

[y — asy — l31dy1lo _ 4 — (074)(5>(—072)
52 ds 7.8

= 0,5641.

dss = ass — (I3,dy1 + 3ody) = 10 — ((0,4)*(5) + (0,5641)*(7,8)) = 6,7180.

Exemplo 40 Resolver o sistema do Exemplo [38 usando a decomposicio de LDLL
e verificar a exatidao e unicidade da solucao
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Verificacdo que A = LDL' |

1 0
02 1
0,4 0,5641

.
0
1_

5 0 0
078 0
0 0 06,7180 |

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Soluc3o dos sistemas |

e Sistema Ly = b pelas substituicoes sucessivas

1 0 0 U1 21 - 21
—02 1 0 yo | = | 10 | ~y= | 14,2 .
04 05641 1| | ys | |50 | 33,5898 |

\ (©2009 FFCE 275 J
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1 0 0
—0,2 1 0
0,4 0,5641 1
e Sistema Dt =y
5 0 0 ||
078 0
0 0 6,7180 | |

\ (©2009 FFCE

91
Y2

Soluc3o dos sistemas |

e Sistema Ly = b pelas substituicoes sucessivas

F o1
- 53() -
- o1 i,
14,2 ~ =
33,5808

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

21
14,2

- 4,2
1,8205

33,5808

| 5,0000
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Soluc3o dos sistemas |

e Sistema Ly = b pelas substituicoes sucessivas

1 0 0
—0,2 1 0
0,4 00641 1
e Sistema Dt =y
5 0 0
0 7.8 0
0 0 06,7180 |

o Sistema Lz =1t pelas substituicoes retroativas

1 —0,2
0 1
0 0

\ (©2009 FFCE

0,4
0,5641
1

T 4.2
xo | = | 1,8205
T3 - 5,0000

’\Ay:

U1 21 |
yo | = | 10
L y3 ] L9V
| [ 21
to | = | 14,2
t3 | 33,5898

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

21
14,2 .
| 33,5898

- 4,2
1,8205 |.
- 5,0000 |

2.0000
—1,0000
5,0000

~> U =
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\ (©2009 FFCE

21
10
50

e Solucao exata com quatro decimais.

2.0000 |
—1,0000

5,0000

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Verificacdo da exatid3o e unicidade da solucao |

e Vetor residuor = b — Ax
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det(A

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Verificacdo da exatid3o e unicidade da solucao |

10
50

e Vetor residuor = b — Ax
o1

e Calculo do determinante por (22)

Hdu ~

5 —1
-1 8
2 4

e Solucao exata com quatro decimais.

2.0000 |

—1,0000

5,0000

)(7,8)(6,7180) = 262,0020 # 0 — solugao tnica.
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2% edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \

Algoritmo: decomposicio LDL’ |

Algoritmo Decomposicao LDL"
{ Objetivo: Fazer a decomposicao LDL? de uma matriz A }
{ simétrica e definida positiva }
parametrosdeentrada n, A { ordem e matriz a ser decomposta }
parametros desaida A, Det
{ matriz decomposta A = L — I + D e determinante }
Det < 1
para j < 1 até nfacga
Soma + 0
para k < 1 até j — 1 faca
Soma < Soma + A(j, k)? = A(k, k)
fimpara
A(Jv./) — A(J?./) — Soma
r=1/A(,J); Det < Det x A(j, )
para i < j+ 1 até n faga
Soma + 0
para k < 1 até j — 1 faca
Soma <— Soma + A(i, k) x A(k, k) x A(j, k)
fimpara
A(i,j) < (A(i,j) — Soma)  r
fimpara
fimpara
fimalgoritmo

\ ©2009 FFCE
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Exemplo de uso do algoritmo |

Exemplo 41 Decompor a matriz do sistema do Exemplo
decomposicao LDLY)

% 0s valores de entrada

n =23
A =

5

-1 8

2 4 10
% produzem os resultados pela decomposicao LDLt
A =

5.0000

-0.2000 7.8000
0.4000 0.5641 6.7179
Det = 262.0000

\ (©2009 FFCE

40

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

utilizando o algoritmo
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Complexidade computacional da decomposicio LD L’ |

Operacoes

Complexidade

adicoes

%ng + %n2 + %n

multiplicacoes

divisoes

n

\ (©2009 FFCE

e Desconsiderando as n multiplicacoes efetuadas para o calculo do determinante.
e Operacao de potenciacao contada como multiplicacao.

e Vantagem da fatoracao LDLL é evitar o céleulo de raiz quadrada.

e Nao deve ser usada em matriz simétrica que nao seja definida positiva.

e A decomposicao nao € estavel para essas matrizes.

e Recomendado o uso de outros métodos, como o de Aasen.




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \

Decomposicao espectral |

e Seja uma matriz A de ordem n com autovalores \;, 1 =1,2,...,n.

e Cada autovalor tem um autovetor correspondente.

e Generalizando a relacao Av; = \jv;, 1 =1,2,...,n
AV =VA.
o A = diag(A, A9, ..., Ap): matriz diagonal contendo os autovalores \;.

e /. matriz, cujas colunas sao os autovetores v;.

\__ ©2009 FFCE 283J
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Decomposicao espectral |

e Seja uma matriz A de ordem n com autovalores A\;, 1 =1,2,...,n.

e Cada autovalor tem um autovetor correspondente.

e Generalizando a relacao Av; = \jv;, 1 =1,2,...,n
AV =VA.
o A\ = diag(A{, A9, ..., \p): matriz diagonal contendo os autovalores \;.

e /. matriz, cujas colunas sao os autovetores v;.

e Pés-multiplicando por V1,

A=VAV (23)

e Matriz A decomposta em termos de seus autovalores e autovetores.

\ (©2009 FFCE 284J
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Calculo dos autovetores I

e Relacao fundamental Av; = \jv;

(A — )\Z'])”UZ' = 0. (24)

e Matriz (A — \;I) ¢é singular

det(A — \; 1) = 0.
e Sistema (A — \;1)v; = 0 é homogéneo.
e [le apresenta infinitas solucoes v;.

e Atribuir um valor arbitrario a um elemento de v;, por exemplo v;; = 1.

e Obter os demais elementos do autovetor pela solucao do sistema resultante de
ordem n — 1.

\__ ©2009 FFCE 285J
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Exemplo de decomposicao espectral |

Exemplo 42 Fazer a decomposicao espectral da matriz

714 =2
A=| =3 -10 2
12 -28 5

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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714 =2
A= -3 —10 2
| —12 =28 5
e Polinomio caracteristico
CT— )\
D3(A) = det(A — M) = det —3
—12

Exemplo de decomposicao espectral |

Exemplo 42 Fazer a decomposicao espectral da matriz

14

—10—A\

—28

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

—2
2
Hh—A
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Exemplo de decomposicao espectral |

Exemplo 42 Fazer a decomposicao espectral da matriz

714 =2
A= -3 —10 2
—12 =28 5
e Polinomio caracteristico
CT-)N 14
D3(A) = det(A — M) = det —3 —10—A\
- —12 28

\ (©2009 FFCE

e Desenvolvendo o determinante; Dg(\) = —A3 4+ 2A% + 11\ — 12.

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

—2
2
5—\
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Exemplo de decomposicao espectral |

Exemplo 42 Fazer a decomposicao espectral da matriz

7 14 =2
A= -3 —10 2
—12 =28 5
e Polinomio caracteristico
CT-)N 14 -2
D3(A) = det(A — AI) = det -3 —10—X\ 2
12 =280 5—A

e Desenvolvendo o determinante; Dg(\) = —A3 4+ 2A% + 11\ — 12.

e Ircs zeros do polinomio caracteristico: Ay =4, Ao =1¢ A3 = —3.

\__ ©2009 FFCE 289J
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A —

e Polinomio caracteristico

e Matriz A contendo os autovalores

A =

\ (©2009 FFCE

D3(A) = det(A — M) = det

714
~3 —10
12 -8

S O &~
S = O

— 9]
2

5

7—A
—3
—12

w o O

Exemplo de decomposicao espectral |

Exemplo 42 Fazer a decomposicao espectral da matriz

14
—10—A\
—28

—2
2
Hh—A

e Desenvolvendo o determinante: Dg(\) = =A% + 2A% + 11\ — 12.

e 'Ircs zeros do polinomio caracteristico: Ay =4, Ao =1 ¢ A3 = —3.

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Autovetor v correspondente ao autovalor A = 4 |

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

e Resolver o sistema (A — A\ I)v =0

3 14
~3 —14
12 28

—2
2
|

Gl
U2
U3
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e Resolver o sistema (A — A\ I)v =0

3 14
~3 —14
12 28

e As equacoes 1 e 2 sao redundantes.

\ (©2009 FFCE

—2
2
|

Gl
U2
U3

Autovetor v correspondente ao autovalor A = 4 |
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Autovetor v correspondente ao autovalor A\ =4 |

e Resolver o sistema (A — A\ 1)v =0

3 14 =2 [v (0
-3 —14 2 vo | =1 0
| —12 =28 1| | w3 0

e As equacoes 1 e 2 sao redundantes.

e [llimina-se a segunda e faz-se v = 1.

14 -2 v | | =3 o o
[—28 1][@3][12]%1}2 0,0 e V3 =—2—

\__ ©2009 FFCE 293J
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Autovetor w correspondente ao autovalor \y =1 |

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

6 14
-3 11
12 28

e Resolver o sistema (A — Aol )w =0

—2
2
4

w1
w2
w3
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Autovetor w correspondente ao autovalor \y =1 |

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

6 14
-3 11
12 28

e As equacoes 1 e 3 sao redundantes.

e Resolver o sistema (A — Aol )w =0

—2
2
4

w1
w2
w3
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Autovetor w correspondente ao autovalor Ay =1 |

14
—11

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

—2
2

I

6 14
—3 —11

w2
w3

12 28

e As equacoes 1 e 3 sao redundantes.

|-|

e Resolver o sistema (A — X\l )w = 0

—2
2
4

e Elimina-se a terceira e faz-se w; = 1

w1
w2
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Autovetor z correspondente ao autovalor A3 = —3 |

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

e Resolver o sistema (A — A\31)z = 0

10 14
o
12 28

—2
2
8

<1
<2
<3
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

\ (©2009 FFCE

10 14
o
12 28

e As equacoes 2 e 3 sao redundantes.

—2
2
8

<1
<2
<3

Autovetor z correspondente ao autovalor A3 = —3 |

e Resolver o sistema (A — A\31)z = 0
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Autovetor z correspondente ao autovalor A3 = —3 |

14
—7

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

—2
2

e Resolver o sistema (A — A3l)z =0

10 14
o
12 28

e As equacoes 2 e 3 sao redundantes.

e Elimina-se a terceira e faz-se z1 = 1

|[2]-[5]-mmr e mmm2 s

<3

—2

2
8

<1
<2
<3
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Decomposicao espectral de A |

V=pwuwz =

e Matriz V contendo os autovetores de A

11 1
05 —1 —1
2 4 9

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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e [nversa de V

\ (©2009 FFCE

Decomposicao espectral de A |

I 1 1
V=pwz=1|-05 -1 —1|.
2 -4 2]
2 2 0 |
Vii=| -1 0 -05
0 -2 05

e Matriz V contendo os autovetores de A

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Decomposicao espectral de A |
e Matriz V' contendo os autovetores de A
1 1 1]
V=pwz=1|-05 -1 —1|.
| =2 —4 =2
e Inversa de V _ _
2 2 0
vii=1| -1 0 —05 [
0 =2 0,5
e Decomposicao espectral A = VAV 1
7 1421 [ 1 1 1140 0]
—3—-10 2| =1]-05-1-1 01 0
| —12-28 5 - —2-4-2]100-3]

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

2 2 0
~1 0-05
0-2 05
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Soluc3o de sistema linear |

e Solucao do sistema Az = b obtida por x = A~ .
e Por (23)

r= VAV Y bo iz = (VA (25)

e Vetor solucao x depende dos reciprocos dos autovalores ;.

e (Quase singularidade de A = x tenha elementos muito grandes.

\__ ©2009 FFCE 303J
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

coeficientes do Exemplo

A=

\ (©2009 FFCE

42

14
-3 —10

12 28

—9 ]

2
D

L1
L2
L3

- —10
14

29

Exemplo de solucdo de sistema via decomposicao espectral |

Exemplo 43 Calcular a solucao do sistema abaixo, o qual envolve a matriz dos
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
Exemplo de solucdo de sistema via decomposicao espectral |
Exemplo 43 Calcular a solucao do sistema abaixo, o qual envolve a matriz dos
coeficientes do Exemplo 42
7 14 =20 [a] [ -10]
A= —3 —10 2 ro | = 14
—12 =28 5| | w3 29
e Por ([25)) e utilizando os resultados do Exemplo 42
r= (VA IV hp
1 1 1][z0 o] 2 2 0o][-10"
rxr=| -0 —1 —1 01 0 -1 0 =05 14 | ~
2 4 =200 -] 0-=2 05][ 29
E
r= | —1
- 5 —

\__ ©2009 FFCE 305J
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e Solucao exata

\ (©2009 FFCE

—10
14
29

Verificacdo da exatidao |

e Grande custo computacional.

¢ 14 =2
-3 =10 2
—12 =28 5

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e Normalmente, nao é utilizada para a solucao de sistemas de equacoes lineares.
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Uso da decomposicao |

e Resolver sistemas de equacoes lineares.
e Calcular o determinante de uma matriz.
e Refinar a solucao de sistema.

e Calcular a matriz inversa.

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Refinamento da solucdo |

e Seja x” uma solucao aproximada de Ax = b calculada via decomposicao LU
com pivotacao parcial

LU = Pb— Lt =Pb e Uz =1+

0

e Fatores L e U perdem exatidao devido aos erros de arredondamento.

\__ ©2009 FFCE SOSJ
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Refinamento da solucdo |

e Seja xr- uma solucao aproximada de Ax = b calculada via decomposicao LU
com pivotacao parcial

LU = Pb— Lt =Pb e Uz =t

0

e Fatores L e U perdem exatidao devido aos erros de arredondamento.

e Solucao melhorada el =204 .

o AV vetor de correcio

At =0 — A"+ ") =b — A =b— Az¥ ~ A =+,

0. solucio do sistema Ac” = ! dada por

LU =P — 1t =P e UV =1t

e Correcao c

\__ ©2009 FFCE 309J
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Refinamento da solucdo |

e Seja x” uma solucao aproximada de Ax = b calculada via decomposicao LU
com pivotacao parcial

LU = Pb— Lt = Pb e Uz =t

0

e Fatores L ¢ U perdem exatidao devido aos erros de arredondamento.

e Solucio melhorada z! = 2% + V.

o U vetor de correcao

At =0 — A"+ ") =b — A" =b— Az¥ ~ A =+,

0. solucao do sistema Ac” = 1V dada por

LU =P — 1t =P ¢ UV =1t

e Correcao c

e Melhor aproximacao 2=zt + .

o ¢! solucio de Act = 7! obtida por LU = Prl — Lt = Prl e Ucl =1t

\__ ©2009 FFCE 310J
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Esquema do refinamento de solucdo |

LUz = Pb— Lt =Pb e U’ =1,

rb = — Agh

LU =Prk — Lt=PrF e U=t 3 k=0,1,2,...
S N

e Processo repete até que um critério de parada seja satisteito.

e Outras decomposicoes podem ser usadas para o refinamento da solucao.

\ (©2009 FFCE 311J




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

\ (©2009 FFCE

2 3 —1 |
~—3 5 6
11 2

L]
L2
L3

—4
19
11

Exemplo de refinamento de solucao |

Exemplo 44 Resolver o sistema abaixo e refinar a solucao até que ||¢/|so < 1073

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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L1
L2

L3

—3

0 6,33
0 2,74

0

2 3 —1]
-3 5 6
112
e Decomposicao LU com pivotacao parcial
) 1 00
L= | —0,67 L 0|, U=
- —0,33 0,42 1

Exemplo de refinamento de solucao |

Exemplo 44 Resolver o sistema abaixo e refinar a solucao até que ||¢/|oo < 1073

—4
19
11

§
3

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e P =

o~ O
o O -
— O O
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Exemplo de refinamento de solucao |

Exemplo 44 Resolver o sistema abaixo e refinar a solucao até que ||c/|oo < 1073

23 =1 [ 2] —4
—3 5 6 9 19 |.
11 2 | a3 11
e Decomposicao LU com pivotacao parcial
) 1 00 -3 6 ]
L =1 —0,67 L 0|, U= 0 6,33 3
- —0,33 0,42 1 0 0 2,74 |
e Cilculo de
Az =b — LUV = Py,
_ 0
Lt =Pb~ 1t = 8,73 e Uz" =t~ 2V
13,6034

e P =

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

o~ O
o O

1,9731 "
—0,9738

4,9647

_— O O
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Refinamento do vetor z I

1,9731 ]
2’ = —0,9738
| 4,9647 |
[ —0,0601 | 0,0268
r’ = b— AxY = 01|, LU =Pr'~ =] —0,0262 [,
0,0712 | 0,0352

\ ©2009 FFCE 315J
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Refinamento do vetor x I

1,9731 |
¥ = —0,9738
| 4,9647
[ —0,0601 ] 0,0268
r’ = b— A" = 0|, LU =P~ =] —0,0262 |,
| 0,0712 0,0352
1,9999 ]
= 29+ = | —1,0000 |,
4,9999 |
0,0001 0,0001
rl = b— Ax! = 0|, LU =Prt~ct=1 0,0000 [,
0,0002 0,0001

\ (©2009 FFCE 316J
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Refinamento do vetor x I

1,9731 |
2’ = —0,9738
| 4,9647
[ —0,0601 | 0,0268
r’ = b— A" = 0|, LU =P~ =] —0,0262 |,
0,0712 0,0352

1,9999 ]
= 29+ = | —1,0000 |,
4,9999 |

0,0001 0,0001
rl = b— Az! = 0|, LUc =Prt~ct=1| 0,0000 |,
0,0002 0,0001

2,0000
> = x4+ = | —1,0000
5,0000

e Refinamento interrompido: ||ct]| = 0,0001 < 1073,

\ ©2009 FFCE 317J
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ail] ai2
a1 a2
| Apl An2

\ (©2009 FFCE

Calculo da matriz inversa |

e Matriz inversa: AA~ ! =T

A1n
Aon

aAnn

v1l v12
v21 V22
| Unl Up2

e V = AL usado para simplificar a notacao.

Uln
Uon

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

10 -0
01 -0
00 - 1
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o Matriz inversa: AA~ L =T

ailp ai2 -+ dip U1l V12
azy a2 -+ a2n U21 V22
| Gpl Gp2 -+ Ann | | Unl Up2

e V = A~ L usado para simplificar a notacao.

e Calculo de V pela solucao de n sistemas

e v;: i-¢sima coluna da matriz inversa e
e ¢;: i-¢sima coluna da matriz identidade.

e Fazer uma decomposicao de A.

retroativas.

\ (©2009 FFCE

Calculo da matriz inversa |

Uln
Uon

A?JZ'ZEZZ', 221,2,...,71,

e Calcular os n vetores v; que compoem a inversa via substituicoes sucessivas e

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

10 -0
01 --- 0
00 -1

319J
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Exemplo de calculo da inversa |

Exemplo 45 Calcular a inversa da matriz

4 —6 2
A=| -6 10 =5 |.
2 -5 30

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Exemplo de calculo da inversa |

Exemplo 45 Calcular a inversa da matriz

4 —6 2
A= | -6 10 =5 |[.
2 =5 30
e Matriz A simétrica.
e Decomposicao de Cholesky
2 0 0]
L=|-3 120
1 =2 5

\ (©2009 FFCE 321J
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LL vy = |0

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

Calculo das colunas da matriz inversa |

e Coluna 1: Avy = ¢

— s Lt=e| ~t=

0,5
1.5
0,5

- 2.75
eLTvl =t~ v = | 1,70
0,10
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Calculo das colunas da matriz inversa |

e Coluna 1: Avy = ¢

1] 0,5 2,75 ]
LLTvl = | 0| —Lt=e;~t=1] 15 eLTvl =t~ o= | 1,70 |.
| 0 ] 0,0 0,10 |
e Coluna 2: Avy = e9
0 | 0 1,70 ]
LLTUQZ l | — Lt=ey~1t= 1 eLTvgztf\»vQ: 1,16 |.
| 0 ] 04 0,08

\__ ©2009 FFCE 323J
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LL v =

LL vy =

LL vs =

\ (©2009 FFCE

0
1
0

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Calculo das colunas da matriz inversa |

e Coluna 1: Avy = ¢

— s Lt=e| ~t=

e Coluna 2: Avy = e9

— s Lt=ey~t =

e Coluna 3: Avg = e3

— Lt =e3~t =

0,5
1.5
0,5

eLTvl =1~ v =

GLTUQ =1~ V9 =

GLT?Jg =1~ V3 =

- 2.75
1,70

0,10

1,70
1,16

0,08

- 0,10
0,08

0,04
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Matriz inversa I

" 2.75 1,70 0,10
A7b= 1170 1.16 0,08
0,10 0,08 0,04

e Al =V = [Ul () fljg]

\ (©2009 FFCE 325J




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

e Al =V = [2}1 () ?Jg]

4 —6 2
6 10 -5
2 -5 30

A =1 1,70 1.16 0,08 |.
0,10 0,08 0,04

\ (©2009 FFCE

Matriz inversa I

2,75 1,70 0,10 |

e Verificacio da relacio AA™L =T

2,75 1,70 0,10 |

0,10 0,08 0,04

1,70 1,16 0,08 | =

o O

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Métodos iterativos estacionarios I

, uma sequencia de vetores
k

e Gerar, a partir de 2!

\ (©2009 FFCE

{xl,xZ,xB,...,x .. — .

e Uma mesma série de operacoes ¢ repetida varias vezes.

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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e Gerar, a partir de x

\ (©2009 FFCE

0

Métodos iterativos estacionarios I

, uma sequencia de vetores

{xl,a:Q,xg,...,xk,...} — .

e Uma mesma série de operacoes ¢ repetida varias vezes.
e [ixistem varias classes de métodos iterativos.

e Seja M a matriz de iteracao e ¢ um vetor constante.

M = Ma* 4+ e

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

(26)

e Método iterativo é dito estacionario quando a matriz M for fixa.
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Métodos iterativos estacionarios I

, uma sequencia de vetores

e Gerar, a partir de 2!

{xl,a:Q,xg,...,xk,...} — .
e Uma mesma série de operacoes ¢ repetida varias vezes.

e [ixistem varias classes de métodos iterativos.

e Seja M a matriz de iteracao e ¢ um vetor constante.

"= MF 4+ e (27)

e Método iterativo é dito estacionario quando a matriz M for fixa.

e Métodos iterativos estacionarios: Jacobi, Gauss-Seidel e sobre-relaxacao
sucessiva.

\__ ©2009 FFCE 329J
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Condicdo de convergéncia I

Teorema 3 (Condigao necessaria) O método iterativo |

21

\ (©2009 FFCE

converge com

qualquer valor inicial 2V se, e somente se, p(M) < 1, sendo p(M) o raio
espectral (maior autovalor em maodulo) da matriz de iteragao M.
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Condicdo de convergéncia |

Teorema 3 (Condigao necessaria) O método iterativo (27) converge com
qualquer valor inicial 2V se, e somente se, p(M) < 1, sendo p(M) o raio
espectral (maior autovalor em mddulo) da matriz de iteracao M.

Teorema 4 (Condigao suficiente) E condi¢do suficiente para a
convergéncia dos métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel que a matriz
dos coeficientes A seja diagonal estritamente dominante, ou seja,

n
aiil >Saggl, i =1,2,...,n. (28)

J#

\ (©2009 FFCE 331J
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Condicdo de convergéncia |

Teorema 3 (Condigao necessaria) O método iterativo (27) converge com
qualquer valor inicial 2V se, e somente se, p(M) < 1, sendo p(M) o raio
espectral (maior autovalor em mddulo) da matriz de iteracao M.

Teorema 4 (Condigao suficiente) E condi¢do suficiente para a
convergéncia dos métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel que a matriz
dos coeficientes A seja diagonal estritamente dominante, ou seja,

n
aiil >Saggl, i =1,2,...,n. (29)

J#

e A convergéncia nio depende da escolha do vetor inicial 2.

\ (©2009 FFCE 332J
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\ (©2009 FFCE

Critério de parada |

lim xk = 7.

k— 00

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

e A cada passo do método iterativo a solucao é obtida com exatidao crescente
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Critério de parada |

e A cada passo do método iterativo a solucao é obtida com exatidao crescente

lim xk = .

k—00

e Processo deve ser interrompido quando algum critério de parada for satisfeito

¥ — 1]
o < el ou (30)
k > kmax), (31)

e c: tolerancia e

® kax: numero maximo de iteracoes.

\ ©2009 FFCE 334J
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e Com norma-oo

k

\ (©2009 FFCE

Critério de parada adotado |

mas [of — o4~]
1<i<n t
k
1ImMax CI?,L
1<i<n

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

e 1. 1-¢simo componente do vetor 2¥ obtido na k-ésima iteracao.
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Critério de parada adotado |

e Com norma-oo

max o - ab|
1<e<n
) >~
1Max 'CCZ
1<i<n

o xf . 1-ésimo componente do vetor 2% obtido na k-ésima iteracao.

e A tolerancia € define com qual exatidao a solucao é calculada.

e Em aritmética de ponto flutuante a exatidao nao pode ser tao grande quanto
se quelra.

e [la ¢ limitada de acordo com o numero de bytes das variaveis do programa.

\__ ©2009 FFCE 336J
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Método de Jacobi I

e Decompor a matriz A de modo que

A=D+E+F,

e D ¢ uma matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior,
respectivamente, com diagonais nulas.

\ (©2009 FFCE 337 J
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Método de Jacobi I

e Decompor a matriz A de modo que

A=D+E+F,

respectivamente, com diagonais nulas.

e O sistema Ax = b escrito na forma

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e D ¢ uma matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior,

(D+E+Flx=b— Dx=—(EF+ F)x+0b.
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Método de Jacobi |

e Decompor a matriz A de modo que

A=D+E+F

e D ¢ uma matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior,
respectivamente, com diagonais nulas.

e O sistema Ax = b escrito na forma

(D+E+F)r=b— Dx=—(E+ F)x+0.

e [gualdade convertida em um processo iterativo

2P = (—D_I(E + F)) 2+ D7 — M = gk e

(32)

~»

e Matriz de iteracio do método de Jacobi J = —D~1(E + F).

\__ ©2009 FFCf 339J




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

e Sistema de equacoes lineares na forma

a11X1 + a1229 + a13x3 +
a91T1 + A99T9 + 9313 +
a31T —+ a32I9 —+ a33xs3 +

Ap1T1 + Q229 + 373 +

\ (©2009 FFCE

tte _i_alnxn
tte +a2nxn
T +a3nxn

toe —l_annxn

Forma analoga de deducao do método de Jacobi |
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Forma analoga de deducao do método de Jacobi |

e Sistema de equacoes lineares na forma

a1171 + 12T + azrz + -+ apr, = b
a21%1 + 20T2 + Qo33 + -+ agr, = bo
a31T1 + A39x9 + asaxrs + -+ +as,r, = b3 .
Ap1T1 + Ap2®o + Ap3x3 + -« -+ + AppTy = bn
e Fxplicitar x; na i-ésima equacao.
e Fquacoes de iteracoes do método de Jacobi
k+1 1 k k i )
I‘l — a_ll (—042372 — CL13£E3 — A1k, -+ bl),
k1 1 k k k
Lo = a_22 (—aglazl — Q23T5 — * - — Aopd,, -+ bg),
k+1 1 i k k
T3 = s (—CL31551 — A32%y — - T AgpXy T+ 53)7 ’ (33)
k41 1 k k k
it = L (—an @] — anrh — - — a1+ by),

\ (©2009 FFCE 341J
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e Vetor inicial

\ (©2009 FFCE

Forma de recorréncia 2zt = Jz¥ 4+ ¢ |

-0 %2 @3 . _AnT [T b
ail  a11 a1 T arl

_d1 g _G23 ., _Qm k by
a9 ano a2 L9 a22

a3l a2 a3n El + | b
_—— —_——a o o o _——2y 3
azz  asg azz | | 13 433
a _
__Qp1  anp2 _ Ynn—1 0 CIZ‘k by,
n —1v
L Qnn  Onn Qnn d L ay ann
7 " —

e Convergéncia independe do valor inicial 2.

Capitulo 2: Sistemas lineares \
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Algoritmo: método iterativo de Jacobi |

Algoritmo Jacobi
{ Objetivo: Resolver o sistema Az = b pelo método iterativo de Jacobi }
parametros de entrada n, A, b, Toler, IterMax
{ ordem, matriz, vetor independente, tolerancia e nimero maximo de iteragoes }
parametros de saida x, Ilter, CondErro
vetor solugao, nimero de iteragdes e condigao de erro }
construgao das matrizes para as iteragoes }
para i < 1 até n faca
r< 1/A(ii)
para j < 1 até n faca
se | # jentao A(i,j) < A(i,J) x r, fimse
fimpara; b(i) < b(i) * r; x(i) < b(i)
fimpara; Iter < 0
{ iteragoes de Jacobi }
repita
ter < lter + 1
para j < 1 até nfaca
Soma + 0
para j < 1 até n faca
se | # j entao Soma <— Soma + A(i, j) * x(j), fimse
fimpara; v(i) < b(i) — Soma
fimpara
NormaNum < 0; NormaDen < 0
para i < 1 até n faca
t < abs(v(i) — x(/%)
se t > NormaNum entao NormaNum < t, fimse
se abs(v(i)) > NormaDen entao NormaDen <+ abs(v(i)), fimse; x(i) < v(i)
fimpara
NormaRel <— NormaNum/NormaDen; escreva lter, x, NormaRel
{ teste de convergéncia }
se NormaRel < Toler ou Iter > IterMax entao interrompa, fimse
fimrepita
se NormaRel < Toler entao CondErro < 0, senao CondErro < 1
fimse
fimalgoritmo

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Complexidade computacional |

Operacoes Complexidade

adicoes kn? + kn + k

multiplicacoes | (k + 1)n? — kn

divisoes n+k

e Complexidade de Jacobi usando k iteracoes em sistema de ordem n > 1.

\ (©2009 FFCE 344J
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\ (©2009 FFCE

Exemplo do método de Jacobi |

30) e (31)
10 3 2] [ 21 |
2 8 —1 9
LT 5] [ 3

57
20
—4

Exemplo 46 Resolver o sistema de equacdes pelo método de Jacobi com & < 107

e kmax = D0 usando os critérios

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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e kmax = D0 usando os critérios

10 3
2 8
11

\ (©2009 FFCE

30

—9 ]

—1
D

€

31)

L1
L2
L3

Exemplo do método de Jacobi |

Exemplo 46 Resolver o sistema de equacoes pelo método de Jacobi com & < 107°

57
20
—4

e Matriz dos coeficientes diagonal estritamente dominante

10] > 3]+ [=2[, [8] > [2[ +[=1] e [5] > [1] + [1].

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Exemplo do método de Jacobi |

Exemplo 46 Resolver o sistema de equacoes pelo método de Jacobi com & < 107°
e kmax = 50 usando os critérios (30) e (31

103 =2 [x] [ 57
2 8 —1 zo | = | 20
I 1 1 5_ | T3 | _—4_

e Matriz dos coeficientes diagonal estritamente dominante
101 > 3+ [=2[, [8] > [2[+[=1] e [5] > |1[ + [1].
e Fquacoes de iteracoes
i (—3:1:’5 + 225 + 57),
513]5—’_1 = % —2:L’lf + :I:]?f + 20) e
1
5!

k k
—xy — T5 — 4).
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Exemplo do método de Jacobi |

Exemplo 46 Resolver o sistema de equacoes pelo método de Jacobi com & < 107°

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e kmax = 50 usando os critérios (30) e (31))
10 3 =2 [ ay ] 57
2 8 —1 9 20
I 1 1 5 1 |23 I —4 ]

e Matriz dos coeficientes diagonal estritamente dominante
101 > 3]+ [=2[, 8] > [2] +|=1] e [5] > [1] + [1].

e Fquacoes de iteracoes

k+1 1 k k
i =15 (—3:}62 + 25 + 57),
xlgﬂ — % —Qx]f + :I:]?f + 20) e
k+1 1 k k
T3 =% —xl—x2—4).

e Vetor inicial z = [5,7 2,5 —0,8]1 "
\ ©2009 FFCf
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao |

v = 15 (=329 + 229 + 57) = 15 (=3(2,5) + 2(—0,8) + 57) ~ w1 = 4,79,
vh =1 (=229 + 28 +20) = L (—=2(5,7) + (—0,8) +20) ~» x5 = 0,975 e

2 8 1 3 8 y ) 2
vi=1 (=20 =2 —4) =L (=(57) = (2,5) —4) ~ 2} = —2,44.

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

Coordenadas do vetor da primeira iteracao |

v = 15 (=329 + 229 + 57) = 15 (=3(2,5) + 2(—0,8) + 57) ~ w1 = 4,79,
vs =& (=220 + 28 + 20) = (=2(5,7) + (—0,8) +20) ~ 23 = 0,975 e
vi=1 (=20 =2 —4) =L (=(57) = (2,5) —4) ~ 2} = —2,44.

e Vetor da primeira iteracao: ' = [4,79 0,975 —2,44]1

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao |

v = 15 (=329 + 229 + 57) = 15 (=3(2,5) + 2(—0,8) + 57) ~ w1 = 4,79,
vs =& (=220 + 28 + 20) = (=2(5,7) + (—0,8) +20) ~ 23 = 0,975 e
vi=1 (=20 =2 —4) =L (=(57) = (2,5) —4) ~ 2} = —2,44.

e Vetor da primeira iteracao: ' = [4,79 0,975 —2,44]1
e Critério de parada
|2t — 2¥0e  max(]4,79 — 5,7[,10,975 — 2,5, —2,44 — (—0,8)|)
2] 0 max(|4,79(, [0,975|, | —2,44]) ’
|zt — 2% 00 max(0,91; 1,525; 1,64)
21| 0 max(4,79; 0,975; 2,44)

= (),3424.
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n=3

A =
10
2
1

b =
57
20
-4

IterMax =

Iter
0 5
1 4
2 4
3 5
4 4
5 4
6 5
7 4
8 4
9 5
Solucao
Iter
CondErro

\ ©2009

50

x1

.70000
.79000
.91950
.01015
.99552
.99869
.00013
.99991
.99998
.00000

FFCE

% 0s valores de entrada

Toler = 1.0000e-05

% produzem os resultados
Solucao de sistema linear

X2

R =, O FRr P, OFr OON

5.00000

e Vetor solucao

.50000
.97500
.99750
.02600
.99954
.00022
.00045
.99999
.00001
.00001

x3
-0.80000
-2.44000
-1.95300
-1.98340
-2.00723
-1.99901
-1.99978
-2.00012
-1.99998
-2.00000

BN O NEF- O, O W

pelo metodo de Jacobi
NormaRelativa

.42380e-01
.89938e-02
.80933e-02
.29725e-03
.64413e-03
.88007e-04
.12629e-05
.72243e-05
.59167e-06

1.00001 -2.00000

r~ z’ =[5,00000 1,00001 —2,00000]".

Resultados gerados pelo algoritmo

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Exemplo do método de Jacobi |

Exemplo 47 Calcular tres aproximacoes do vetor solucao do sistema do
Exemplo 46| utilizando a formulacao (32):

= D NE+ F)2F+ D7 = T2 + e

\ ©2009 FFCE 353J
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Exemplo do método de Jacobi |

Exemplo 47 Calcular tres aproximacoes do vetor solucao do sistema do
Exemplo 46| utilizando a formulacao (32):

AR —D HE+ F)xk +D =¥ +c
e Decompondo A=D+ E+ F

10 0 0 00 0 0 3 —2 ]
D=| 080[,E=[200|e F=]00 —1
005 110 00 0

\ ©2009 FFCf 354J
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Exemplo do método de Jacobi |

Exemplo 47 Calcular tres aproximacoes do vetor solucao do sistema do
Exemplo 46| utilizando a formulacao (32):

AR —D HE+ F)xk +D =¥ +c
e Decompondo A=D+ E+ F

10 0 0 | 0 0 0 0 3 —2
D=| 080|.E=|200]|e F=]00 —1
005 110 00 0
e Matriz J e vetores c e 2V
0 =03 02
J=-DYE+F)=|—-025 0 0125 e
02 —02 0

c=D"=2"=[5725 —08L

\__ ©2009 FFCE 355J
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e Por (|32

\ (©2009 FFCE

Primeiras aproximacoes da solucao |

015,70000 | 2,50000  —0,80000
114,790001|0,97500 | —2,44000 |
214,9195010,99750 | —1,95300
315,010151,02600 | —1,98340

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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usando os critérios (30) e (31

52
18
0 1
1 -1

\ (©2009 FFCE

0 —1
-3 2
6 1
2 9

L1
L2
L3
L4

Exemplo do método de Jacobi |

Exemplo 48 Resolver o sistema pelo método de Jacobi com ¢ < 1073 ¢ kyax = 50

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Exemplo do método de Jacobi |

Exemplo 48 Resolver o sistema pelo método de Jacobi com ¢ < 1073 ¢ kyax = 50
usando os critérios (30) e (31

5 2 0 —17 [ 6
1 8 =3 2| x| | 10
0 1 6 1| |ag| | =5

1 -1 2 9| lay| | 0

e Matriz dos coeficientes diagonalmente dominante
51> 2] +|0] + [ =1[, [8] > [1] + [ =3[ + |2,
6> 0] + [1] + [1] e [9]> |1] + [ =1 + [2].
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e Vetor inicial: x

\ (©2009 FFCE

Equacdes de iteracoes |

x]fﬂ = % (—2:1:]2‘C + xif + 6),
xlgﬂ % ( 512‘1 + 3:133 — 2:134 + 10)
xlgﬂ = % (—Ilg — xﬁf — 5)

xﬁf“ = % ( :C]f + x5 — 2:1:3)

U=11,2 1,25 —0,8333 01

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao |

e Pelas equacoes de iteracoes

e Vetor da primeira iteracao: ! = [0,7 0,7875 —1,0417 0,1907]%.

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2:

3(—0,8333)—2(0)+10) = 0,7875:

xi = 3 (=229 + 29 +6) = £(-2(1,25) + (0) + 6) = 0,7;

xy = ¢ (=2 + 32§ — 22§+10) =2 (—(1,2) +

2y = ¢ (=28 — 28 —5) =5 (—(1,25) — (0) — 5) = —1,0417;

zy = 3 (=) + 29— 228) = 5 (—(1,2) + (1,25) — 2(—0,8333)) = 0,1907.

Sistemas lineares \\\
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao |

e Pelas equacoes de iteracoes

xi = 5 (=229 + 29 +6) = £(—2(1,25) + (0) + 6) = 0,7;

vy = 5 (=2l + 32Y — 229 +10) =% (—(1,2) + 3(—0,8333) —2(0)+10) = 0,7875;
2y = ¢ (=2 — 28 —5) =2 (—(1,25) — (0) — 5) = —1,0417;

xy = 5 (—af + 28 — 228) = 5(—(1,2) + (1,25) — 2(—0,8333)) = 0,1907.

e Vetor da primeira iteracao: ! = [0,7 0,7875 —1,0417 0,1907]%.
e Critério de parada

|2 =2 max(]0,7—1,2],]0,7875—1,25], | —1,0417— (—0,8333)],]0,1907—0))

|2t || o max(|0,7], [0,7875], | —1,0417|, |0,1907]) ’

o' =2 max(0,5; 0,4625; 0,2084; 0,1907)

[l max(0,7; 0,7875; 1,0417; 0,1907)

— 0,4800.

\ ©2009 FFCE 36 1J
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Resultados gerados pelo algoritmo

% Os valores de entrada

n=4
A =
5 2 0 -1
1 8 -3 2
0 1 6 1
1 -1 2 9
b =
6
10
-5
0

Toler = 1.0000e-03
IterMax = 50
% produzem os resultados
Solucao de sistema linear pelo metodo de Jacobi
Iter x1 x2 x3 x4 NormaRelativa

0 1.20000 1.25000 -0.83333 0.00000

1 0.70000 0.78750 -1.04167 0.19074 4.80000e-01
2 0.92315 0.72419 -0.99637 0.24120 2.23960e-01
3 0.95856 0.70067 -0.99423 0.19931 4.21369e-02
4 0.95960 0.70751  -0.98333 0.19229 1.10879e-02
5 0.95545 0.71323 -0.98330 0.19051 5.81305e-03
6 0.95281 0.71420 -0.98396 0.19160 2.68474e-03
7 0.95264 0.71402 -0.98430 0.19215 5.56291e-04

Solucao 0.95264 0.71402  -0.98430 0.19215

Iter = 7
CondErro = 0

o Vetor solucio: = ~ 27 = [0,95264 0,71402 —0,98430 0,19215]"
\ ©2009 FFCf
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Método de Gauss-Seidel I

e Decompor a matriz A tal que

A=D+E+F

e D ¢ uma matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior,
respectivamente, com diagonais nulas.

\ (©2009 FFCE 363J
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Método de Gauss-Seidel I

e Decompor a matriz A tal que

A=D+E+F,

respectivamente, com diagonais nulas.

e Sistema linear Ax = b escrito na forma

(D+E+Flr=b— (D+ F)x

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e D ¢ uma matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior,

—Fx +b.
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Método de Gauss-Seidel I

e Decompor a matriz A tal que

A=D+E+F

e D ¢ uma matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior,
respectivamente, com diagonais nulas.

e Sistema linear Az = b escrito na forma
(D+E+F)lzr=b— (D+ E)x =—Fx+0b.

e Forma de iteracao obtida pela recorrencia

aﬁ+1::(—QD-+£»—¥F)mk+-u)+.Ey4b-—+aﬁ+1::sxk+wﬁ (35)

e Matriz de iteracio do método de Gauss-Seidel: S = —(D + E)~LF.

\__ ©2009 FFCE 365J
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Forma alternativa de deducdo do método de Gauss-Seidel |

(D+E+Flxr=b— (D+ FE)xr =—Fx+0.

® Seja

\ (©2009 FFCE 366J
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Forma alternativa de deducdo do método de Gauss-Seidel |

(D+FE+Flxr=b— (D+ FE)xr =—Fx+0.

® Seja

e Na forma de recorréncia

(D + B2 = —Fa2" + b — D2t = — B — Fat b

\ ©2009 FFCE 367 J
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® Scja

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Forma alternativa de deducdo do método de Gauss-Seidel |

(D+E+F)x=b— (D+ E)x

e Na forma de recorréncia

(D+ E)x

ka—i—l —

E+1

—Fa¥ 4+ b — DM =

e Eiscrevendo a segunda equacao na forma matricial

= —Fax+0b.

—ExFtl — Faf .

[0 0 0 07 [ 2

a1 0 0 0 it
' A it | —
Ap—11 QAp—12 0 0 :

| dnl an2 Apn—1 0 377]2+1 |

) ¥ T

0 app a an | [y ] [ b1
0 0 a3 Aon ZCIS bg

S : : : xlg + | b3 |,
0 0 0 ap—1n s :

0 0 0 0 Jlay ] |ba]
ja o e
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Equacdes de iteracoes do método de Gauss-Seidel I

k41 1 k k k
Ty — a1 (—a12:1:2 — @13T3 — 1 — ATy, —+ bl),
k41 1 k-+1 k k
Ty — g (—aglxl — A93T3 — + 1 — ATy, —+ bg),
k+1 1 k-+1 k-+1 k
Tg == 33 (—aglxl — a32Ty ' T — - — A3pTy, + bg), 0
k+1 1 k-+1 k-+1 k-+1
Th =g (—am% —apaxy T == a1y, bn)- )
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Equacdes de iteracoes do método de Gauss-Seidel |

\
k+1 1 k k k
L Y (_a12x2 — A13T3 — 0 — A1pTy T b1)7
k+1 1 k+1 k k
L (_a21$1 — A3T5 — 1 — ApTy Tt b2)7
k+1 1 k+1 k+1 k
T3 = o (—CL315L’1 — a32Ty = A3pTy T bg), ’ (36)
k+1 1 k+1 k+1 k+1
$n+ = T (—anlxl — Ap2Ty = = Qpp—1T,_ 1T bn). )
o Vetor 2"t obtido a partir dos elementos mais recentes, incluindo o proprio
:Ck+1 o :Ijk.
e Vetor inicial "
- b
ey

\__ ©2009 FFCE 370 J
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Algoritmo: método iterativo de Gauss-Seidel |

Algoritmo Gauss-Seidel
{ Objetivo: Resolver o sistema Az = b pelo método iterativo de Gauss-Seidel }
parametros de entrada n, A, b, Toler, IterMax
{ ordem, matriz, vetor independente, tolerancia e nimero maximo de iteragoes }
parametros de saida x, Ilter, CondErro
{ vetor solucao, nimero de iteracoes e condi¢ao de erro }
{ construcao das matrizes para as iteragoes }
para i < 1 até n faca
r<« 1/A(i,i)
para j < 1 até n faca
se i # jentao A(i,j) < A(i,j) = r, fimse
fimpara; b(i) < b(i) * r; x(i) < b(i)
fimpara; lter < 0
{ iteragoes de Gauss-Seidel }
repita
Iter < Iter + 1
para i < 1 até n faca
Soma + 0
para j < 1 até n faca
se i # j entao Soma < Soma + A(i,j) * x(j), fimse
fimpara; v(i) < x(i); x(i) < b(i) — Soma
fimpara; NormaNum < 0; NormaDen < 0
para i < 1 até n faga
t < abs(x(i) — v(i))
se t > NormaNum entao NormaNum < t, fimse
se abs(x(i)) > NormaDen entao NormaDen < abs(x(i)), fimse
fim para; NormaRel < NormaNum/NormaDen; escreva lter, x, NormaRel
{ teste de convergéncia }
se NormaRel < Toler ou Iter > IterMax entao interrompa, fimse
fimrepita
se NormaRel < Toler entao CondErro < 0, senao CondErro + 1
fimse
fimalgoritmo

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Complexidade computacional |

Operacoes Complexidade

adicoes kn? + kn + k

multiplicacoes | (k + 1)n? — kn

divisoes n+k

e Complexidade de Gauss-Seidel usando k iteracoes em sistema de ordem n > 1.

\ ©2009 FFCE 372 J
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10 3 —2
2 8 —1
115

<102 e kmax = 50 usando os critérios (

Exemplo 49 Resolver o sistema do Exemplo

Exemplo do método de Gauss-Seidel |

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

46 pelo método de Gauss-Seidel com

L1
L2
L3

30) e

31

57
20
—4
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Exemplo do método de Gauss-Seidel |

Exemplo 49 Resolver o sistema do Exemplo 46| pelo método de Gauss-Seidel com
e <107 ¢ kmax = 50 usando os critérios (30) e (31

10 3 —2 | X1 57
2 8 —1 ro | = 20
I 1 1 H 1 |73 I —4 ]

e Matriz dos coeficientes ¢ diagonalmente dominante.

\ ©2009 FFCE 374 J
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Exemplo do método de Gauss-Seidel |

e < 107 ¢ kmax = 50 usando os critérios (30) e (31

10 3 =2 ] [ =4 57
2 8 —1 zo | = | 20
11 5] x| |4

e Matriz dos coeficientes é diagonalmente dominante.

e Fquacoes de iteracoes

\ (©2009 FFCE

Exemplo 49 Resolver o sistema do Exemplo 46| pelo método de Gauss-Seidel com

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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e Fquacoes de iteracoes

\ (©2009 FFCE

2 8
I 1

—9

—1

5_

e Matriz dos coeficientes ¢ diagonalmente dominante.

e Vetor inicial: 2 = [5,7 2,5 —0,8]L.

| 43

L]
L9 =

31

57
20
—4

Exemplo do método de Gauss-Seidel |

Exemplo 49 Resolver o sistema do Exemplo
e < 107 ¢ kmax = 50 usando os critérios (30) e

10 3

Capitulo 2:

Sistemas lineares \\\

46 pelo método de Gauss-Seidel com
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao |

e Vetor da primeira iteracao: z! =

\ (©2009 FFCE

+(—0,8) +20) ~» x5 = 1,2025 ¢

v = 15 (=324 + 229 + 57) = 5 (=3(2,5) + 2(—0,8) + 57) ~ x{ = 4,79,
vs =g (=22} + 29 + 20) = £ (—2(4,79)
vl = % (2 —2f—4) = %(—(4,79) — (1,2025)

—4) ~ k= —1,9985.
4,79 1,2025 —1,9985]7"

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao |

1

e Condicao de parada

71 = (- 329 + 229 + 57) = % (—3(2,5) + 2(—0,8) + 57) ~ a1 = 4,79,
vh =1 (=2x] + 28+ 20) = £ (=2(4,79) + (—0,8) + 20) ~» 2 =1,2025 ¢

vh =1 (—ol —2d —4) =1 (=(4,79) — (1,2025) — 4) ~ 2} = —1,9985.
e Vetor da primeira iteracao: ' = [4,79 1,2025 —1,9985]7 .

— 100 max(|4,79 — 5,7, [1,2025 — 2,5],| —1,9985 — (—0,8)|)

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

|2t — 2Y0e  max(0,91; 1,2975; 1,1985)
2o max(4,79; 1,2025; 1,9985)

\ (©2009 FFCE

[Ea max(|4,79], [1,2025], | —1,9985|) |

— ,2709.
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Resultados gerados pelo algoritmo

% Os valores de entrada

n=3
A =
10 3 -2
2 8 -1
1 1 5
b =
57
20
-4
Toler = 1.0000e-05
IterMax = 50

% produzem os resultados
Solucao de sistema linear pelo metodo de Gauss-Seidel
Iter x1 x2 x3 NormaRelativa

0 5.70000 2.50000 -0.80000
1 4.79000 1.20250 -1.99850 2.70877e-01
2 4.93955 1.01530 -1.99097 3.78982e-02
3 4.99722 1.00182 -1.99981 1.15396e-02
4 4.99949 1.00015  -1.99993 4.55035e-04
5 4.99997 1.00002 -2.00000 9.55994e-05
6 5.00000 1.00000 -2.00000 5.32440e-06
Solucao = 5.00000 1.00000 -2.00000
Iter = 6

CondErro = 0

e Vetor solucao: z ~ % = [5,00000 1,00000 —2,OOOOO]T.

(©2009 FFCE 379
\_ J
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Exemplo

\ (©2009 FFCE

Exemplo do método de Gauss-Seidel |

Exemplo 50 Calcular tres aproximacoes do vetor solucao do sistema do

49 usando a formulagao

30

):

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

P = (D+ By P2+ (D+E) =52 +d




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

D =

\\\7()2009 FFCE

Exemplo do método de Gauss-Seidel |

10 0 0 |

0 8 0

005

)

30

FE =

):

o O O

0 0
2 0
11

e F =

0 3
0 0

00

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo 50 Calcular tres aproximacoes do vetor solucao do sistema do
Exemplo 49 usando a formulacao

M = D+ By P2+ (D+E) =5 +d
e Decompondo A=D+ E+ F

—9
—1
0

e Matriz (D + E)~! calculada utilizando o esquema: (D + E)(D + E) ' = 1.
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Exemplo do método de Gauss-Seidel |

Exemplo 51 Calcular tres aproximacoes do vetor solucao do sistema do
Exemplo 49 usando a formulacao (35)):

P = (D+ B F2F + (D+E) =52+ d
e Decompondo A=D+ FE + F

10 0 0] 00 0 (0 3 —2
D=| 08 0||,E=|200]eF=|00 -1
00 5 11 0 00 0

e Matriz (D + E)~! calculada utilizando o esquema: (D + E)(D + E) ' = 1.
e Matrizes (D + E) 'e S

0,1 0 0 (0 —0,3 0,2
(D+E) " =|-0,025 0,125 0 |e S=—(D+E)'F={00,075 0,075 |
| —0,015 —0,025 0,2 | 00,045 —0,055

e Vetores d e 2V

d=(D+E)v=1[57 1,005 =2,155/" e 2’ =D 'b=1[5,7 2,5 —0,.8]"

\ ©2009 FFCE 382J




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

\ (©2009 FFCE

Primeiras aproximacoes da solucao |

015,70000 | 2,50000  —0,80000
1:4,7900011,20250 | —1,99850 |
214,93955/1,01530  —1,99097
314,9972211,00182 | —1,99981

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Exemplo do método de Gauss-Seidel |

Exemplo 51 Resolver o sistema do Exemplo 48 pelo método de Gauss-Seidel com
e < 1073 ¢ kmpax = 50 usando os critérios (30) e (31

5 2 0 =11/ x 6
I 8 =3 2 xo | 10
0O 1 o6 1 x3 | | =5

1 =1 2 9| | 2y 0

\ ©2009 FFCE 384J
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D
1
0
1

Exemplo do método de Gauss-Seidel |

2
8
1
—1

0
—3
6
2

—1
2
1
9

L1
L2
L3
L4

31

e Matriz dos coeficientes diagonal estritamente dominante

51> (2] +10] + | = 1], [8] > [1] + | =3| + [2,

Exemplo 51 Resolver o sistema do Exemplo 48 pelo método de Gauss-Seidel com
e < 1073 e kyax = 50 usando os critérios (ﬂ) e

6] >[0] + [1[ + [1] e [9] > [1] + | =1] + [2].

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

\ (©2009 FFCE

e FEquacoes de iteracoes

D
1
0
1

2
8
1
—1

0
—3
§
2

—1
2
1
9

A8 pelo método de Gauss-Seidel com

6] > 0] + 1] + 1

k+1

e Vetor inicial: z° = [1,2 1,25 —0,833

w@

23:2 + +6)

30) ¢

L1
L2
L3
L4

k+1 + $k+1

0"

31

e Matriz dos coeficientes diagonal estritamente dominante
5> 2] + |0] + | = 1], [8] > |1 + [ =3[ + |2],
e |9]> 1] +|—=1] + |2|.

Exemplo do método de Gauss-Seidel |

Exemplo 51 Resolver o sistema do Exemplo
<103 e kmax = 50 usando os critérios (

— 2z} + 10),
k+1 —xf—5) e

2:1:]5“).

Capitulo 2:

Sistemas lineares \\\




Coordenadas do vetor da primeira iteracao |

\ (©2009 FFCE

—2(0) 4+ 10)

:1:%:%( 2562+ZE4—|—6)—5( ( ) (0)+6)=0,7;

vd = & (=2t + 324 — 224 + 10) = £ (—(0,7) + 3(—0,8333)

rh =1 (- x%—:cﬂx ) £ (—(0 8) (0) —5) = —0,975;

vy = (=2t +2d —220) = 1 (—(0,7) + (0,85) — 2(—0,975)) = 0,2333.

e Vetor da primeira iteracio: ' = [0,7 0,85 —0,975 0,2333]".

—0.85:

/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \
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Coordenadas do vetor da primeira iteracao |

:1:%:%( 2562+£B4—|—6)—5( 2(1,25) 4+ (0) +6) = 0,7;

vd = & (=2t + 324 — 227 + 10) = £ (—(0,7) + 3(—0,8333) —2(0) + 10)=0,85;
rh = ¢ ( xg—:cg—sa) £ (—(0,85) — (0) — 5) = —0,975;

vy = & (=2t +2d —220) = 1 (—(0,7) + (0,85) — 2(—0,975)) = 0,2333.

e Vetor da primeira iteracio: z' = [0,7 0,85 —0,975 0,2333]".

e Condicao de parada

o200 max(|0,7-1,2],]0,85—1,25], | —0,975— (—0,8333)|,0,2333 0]}
2] 0 max(|0,7|, |0,85], | —0,975/(, |0,2333]) ’

|2t —2"sc  max(0,5; 0,4; 0,1417; 0,2333)
l2|oo  max(0,7; 0,85; 0,975; 0,2333)

= 0,5128.

\__ (©2009 FFCE 388J
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Resultados obtidos pelo algoritmo

% O0s valores de entrada

n=4
A =
5 2 0 -1
1 8 -3 2
0 1 6 1
1 -1 2 9
b =
6
10
-5
0

Toler = 1.0000e-03
IterMax = 50
% produzem os resultados
Solucao de sistema linear pelo metodo de Gauss-Seidel
Iter x1 x2 x3 x4 NormaRelativa

0 1.20000 1.25000 -0.83333 0.00000
1 0.70000 0.85000 -0.97500 0.23333 5.12821e-01
2 0.90667 0.71271 -0.99101 0.19867 2.08542e-01
3 0.95465 0.70937 -0.98467 0.19156 4.87314e-02
4 0.95456 0.71354 -0.98418 0.19193 4.22999e-03
5 0.95297 0.71383 -0.98429 0.19216 1.61801e-03
6 0.95290 0.71374 -0.98432 0.19216 9.20739e-05
Solucao = 0.95290 0.71374 -0.98432 0.19216
Iter = 6

CondErro = 0

e Vetor solucio:  ~ 2% = [0,95200 0,71374 —0,98432 0,19216]7.

\ ©2009 FFCE
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Método da sobre-relaxacao sucessiva |

e Decompor a matriz A de modo que

A=D+E+F,

e [ ¢ uma matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior, respectivamente, com diagonais
nulas.

\ (©2009 FFCE 390J
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Método da sobre-relaxacao sucessiva I

e Decompor a matriz A de modo que

A=D+FE+F,

e [ é uma matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior, respectivamente, com diagonais
nulas.

e Multiplicando o sistema linear Az = b por um parametro w

w(D+ E + F)x = wb.

e Somando o vetor nulo (D — D)x ao primeiro termo

(D—-D)r+w(D+ E+ F)xr = wb.

e Rearranjando
(D+wE)x=[1—-w)D —wF|x + wb.

\ ©2009 FFCE 39 1J
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Método da sobre-relaxacao sucessiva I

e Decompor a matriz A de modo que

A=D+FE+F,

e [ é uma matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior, respectivamente, com diagonais
nulas.

e Multiplicando o sistema linear Az = b por um parametro w

w(D+ E+ F)x = wb.

e Somando o vetor nulo (D — D)x ao primeiro termo
(D—D)x+w(D+ E+ F)x = wb.
e Rearranjando
(D+wE)x=[(1—w)D —wF|x + wb.

e Forma de iteracao
(D +wE)z" = [(1 — w)D — wF)2" + wb, (37)

" = (D+wE) [(1—w)D — wF] 2" +w(D4+wE) ™' — 2" = Ra¥ 4 ¢ (38)

e Matriz de iteracao do método SOR: R = (D + wE) ' [(1 —w)D — wF].

e SOR: successive over-relazxation.

\ ©2009 FFCE 392J
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e Depende do parametro w.

e Usualmente: 1 < w < 2.

e Para w = 1, a recorrencia

\ (©2009 FFCE

38

Convergéncia do método SOR |

e Para garantir a convergencia: 0 < w < 2.

torna-se

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

= (D4 By R+ (D+ B,

e Método de Gauss-Seidel é um caso particular da sobre-relaxacao sucessiva.
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e Por

37

\ (©2009 FFCE

Equacdes de iteracoes do método SOR |

(D + wE)2"! = [(1 — w)D — wF)z" + wb,
D" = w(—E2" — FeF 4+ b) + (1 — w)Da”,
P = wDTH—EdM — Faf 4 b) + (1 — w)aF,

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Equacdes de iteracées do método SOR |
e Por (37)
(D +wE)z" 1 =1 - w)D — wFz" + wb,
Dzl = w(—Ea"t — Fa¥ 4+ b) + (1 — w) D",
P = DTN =B — FaF 4 b) + (1 — w)a
.
1
miﬁ = o —ayorh — CL135E1§ — e —apprh 4 bl) + (1—w)at,
k+1 k+1
x2+ — %22 —a21x1+ — CL23QE§ — agnaz‘ﬁ + bg) + (1—w)x§,
k+1 k+1 k+1
x3+ = 6%3 —a31x1+ - a32x2+ . — azpxl + bg) + (l—w)a:]g“, ’
k1 kA1 kA1
zitl = &ME ( an1x1+ an2x2+ — = Ay T, + |+ bn) + (1—w)zk. }
(39)
\__ ©2009 FFCE 395J
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\ ©2009 FFCE

Algoritmo SOR

{ Objetivo: Resolver o sistema Ax = b pelo método iterativo da sobre-relaxacao sucessiva }

parametros de entrada n, A, b, Omega, Toler, IterMax

{ ordem, matriz, vetor independente, parametro w, tolerancia e niimero maximo de iteragoes }

parametros de saida x, Ilter, CondErro
{ vetor solucao, nimero de iteracoes e condicao de erro }
{ construcao das matrizes para as iteragoes }
para i < 1 até n faca
r<« 1/A(i,i)
para j < 1 até n faca
se i # jentao A(i,j) < A(i,j) * r, fimse
fimpara; b(i) < b(i) * r; x(i) < b(i)
fimpara; lter < 0
{ iteracoes da sobre-relaxacao sucessiva }
repita
Iter < Iter + 1
para i < 1 até n faca
Soma <+ 0
para j < 1 até n faca
se i # j entao Soma < Soma + A(i,j) * x(j), fimse
fimpara; v(i) < x(i); x(i) < Omega = (b(i) — Soma) + (1 — Omega) * x(i)
fimpara; NormaNum < 0; NormaDen < 0
para i < 1 até n faga
t < abs(x(i) — v(i))
se t > NormaNum entao NormaNum < t, fimse
se abs(x(i)) > NormaDen entao NormaDen < abs(x(i)), fimse
fim para; NormaRel < NormaNum/NormaDen; escreva lter, x, NormaRel
{ teste de convergeéncia }
se NormaRel < Toler ou Iter > IterMax entao interrompa, fimse
fimrepita
se NormaRel < Toler entao CondErro < 0, senao CondErro + 1
fimse
fimalgoritmo

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

Algoritmo: método da sobre-relaxacao sucessiva I
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Influéncia do parametro w no raio espectral |

Exemplo 52 Resolver o sistema pelo método SOR, com & < 1072 e kyax = 500
usando os critérios (30) e (31

4 -2 13 0] [ 15
~1 10 08 1| a9 56
1 1152 4| |a3| =] 7

0 1105 1|/ x4 57

2 -3 122 | |a5]| |107

\__ ©2009 FFCE 397J
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Influéncia do parametro w no raio espectral |

31
4 -2 13
-1 10 0 8
-1 1 15 2
0 1 10 5
2 =3 1 2

L1
L2
L3
L4
L5

1

15
o0
4
57
07

R=(D+wE) '[(1-w)D —wF]

e Influencia do parametro w no raio espectral p da matriz de iteracao

Exemplo 52 Resolver o sistema pelo método SOR, com & < 1072 e kyax = 500
usando os critérios (30]) e

W 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1.4 1,6 1,8
p(R) 0,935710,8618 10,7747 10,6674 10,5231 1 0,4459|0,7506 | 1,0660 | 1,3943 |
iteracoes | 118 163 41 29 20 17 44 >500 | >500

\ (©2009 FFCE

e Quanto menor p(R) menor serd o nimero de iteracoes.
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parametro w.

e No Exemplo

51

\ (©2009 FFCE

Sobre o teorema da condic3o suficiente |

e Teorema 4| nao se aplica ao método da sobre-relaxacao sucessiva devido ao

,onde a matriz A é diagonal estritamente dominante, o

método de Gauss-Seidel converge com 6 iteracoes.

e Sobre-relaxacao sucessiva nao converge com w = 1,8 porque neste caso
,O(szljg) = 1,0131 > 1.
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Analise de convergéncia |

na k-ésima iteracao

Ekzxk—x*,

® Seja 0 erro ek

e *: solucao exata do sistema Ax = b de ordem n e

o 1" aproximacao da solucao.

\ ©2009 FFCE 400J
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Analise de convergéncia |

k na k-ésima iteracao

® Seja 0 erro €

o™

lD:17}C

. solucao exata do sistema Ax = b de ordem n e

. aproximacao da solucao.

41 am

27
—x*:M:z:k+c—:c*.

e Substituindo a equacao acima para €

1 _ ]

o Sendo zF = €F + ¢*

k+1

M= M(e" + 2%) + ¢ — 2,

M = MV + (Ma* + ¢ — 2*).

\\\7()2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

Analise de convergéncia |

na k-ésima iteracao

ek:xk—a}*,

® Seja 0 erro er

e x*: solucao exata do sistema Ax = b de ordem n e

o 1l aproximacao da solucao.

e Substituindo a equacao acima para "1 em (27

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

it = ph Lt = M 4 — 2
e Sendo z¥ = €F + 2*
M= M(" + o) + ¢ — 2,
et = Me* + (Mz* + ¢ — 2%). (40)
e Tomando o limite de (27]),
kli_)rn@@:z:kJrl — kli_}moo Mz + ¢ —s 2% = Ma* + .
\_(©2009 FFCt 102 )
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Analise de convergéncia cont. |

e Propagacao de erro é da forma

6/ﬁ—l _ Mek.

\ (©2009 FFCE 403J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 2: Sistemas lineares \

Analise de convergéncia cont. I

e Propagacao de erro ¢ da forma

Tl = Mér,
e Sendo A; um autovalor de M e v; o seu correspondente autovetor
Muv;, = N Nwv;, 1=1,2,...,n ou
MV =VA
o A\ = diag(\, Ao, ..., Ap): matriz diagonal contendo os autovalores \; e

e |/ matriz composta pelos autovetores v;.

\ (©2009 FFCE 404J
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Analise de convergéncia cont. I

e Propagacao de erro ¢ da forma
€k+1 — M Ek.
e Sendo A; um autovalor de M e v; o seu correspondente autovetor
Muv, = N Nwv;, 1=1,2,...,n ou
MV =VA
o A\ = diag(\{, A9, ..., \p): matriz diagonal contendo os autovalores \; e

e /. matriz composta pelos autovetores v;.

e Expressando o vetor erro inicial € como uma combinacio linear dos
autovetores V' de M
) = Ve

\ (©2009 FFCE

e c: um vetor de coeficientes obtido pela solucao do sistema linear acima.

(41)
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e Substituindo em

\ (©2009 FFCE

A1

Analise de convergéncia cont. |

el = M) = MVe — €l = VAe.
= Mel = MVAc —s € = VA%c.

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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e Substituindo em

\ (©2009 FFCE

A1

Analise de convergéncia cont. I

el = MY = MVe — €l = VA
= Mel = MV Ae — € = VA%c.

e = VAFe

Ull V12
V21 V22

Unl Un2

)

Uln

Uon

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

cl)\]f
02)\15

anﬁ
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Analise de convergéncia cont. |

el = M = MVe — el = Ve
e = Mel = MV Ae — € = VA%c.

e Substituindo em (41

" = VAPe, (42)
2 Vi1 V12 ot Ulp LA}
ek _ | vor v e w2y o\
67]2 Unl Un2 " Unn Cn>\7]g

e Quando k£ aumentar, o vetor erro e® ird reduzir se, e somente se, o modulo de

todos os autovalores A\; da matriz de iteracao M for menor que a unidade.

e A taxa de convergencia sera controlada pela magnitude do maior autovalor em
mo6dulo, o chamado raio espectral p(M) (ver Teorema [3)).

\__ ©2009 FFCE 408J
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\ (©2009 FFCE

Resultados da expressdo €¥ = V AFe |

Exemplo 53 Seja o sistema Ax = b do Exemplo

10 3 —2
2 8 —1
11 5

L1
L2
L3

57
20
—4

€ X

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

49| e sua solucao exata x*
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Resultados da expressdo €¥ = V AFe |

Exemplo 53 Seja o sistema Az = b do Exemplo 49 e sua solucao exata x*

10 3 =2 ] [ 2y ] 57 5]
2 8 —1 zo | = | 20 | ex™ = 1
11 5] | a3 =4 ] -2

recorréncia de CGauss-Seidel zF ! = 2% + d

0 —0,300 0,200 | 5,700 5,7
S=10 007 007 | d=| 1075 |cz’=] 25
0 0,045 —0,055 | —2,155 | 0,8

e Vetor erro inicial: ! = 2V — z* = 0,71,5 1,2]T.

\ (©2009 FFCE

e A partir dos resultados do Exemplo [51], obtém-se os valores para a formula de
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo 53 Seja o sistema Ax =b do

10 3 =21 [ 2y
2 8 —1 9
LT 5] |23

recorréncia de Gauss-Seidel zF+1

S=10 0075 0,075

e Vetor erro inicial: €V = 2V — o* =

0 0 0
A= 10 0,09718 0

\ (©2009 FFCE

0 0,045 —0,055

0 0  —0,07718

Exemplo
57
= | 20
—4

A=

*
€

5,700 |

1,075

2,155

0,71,5 1,27

eV =

0
0

Resultados da expressdo €¥ = V AFe |

@ e sua solucao exata x*

-
= 1
—2

e A partir dos resultados do Exemplo p1|, obtém-se os valores para a formula de
= SzF +d
0 —0,300 0,200 | I

CTr =

e Autovalores A da matriz de 1teracao S e seus respectlvos autovetores V
1 —0,92174 —0,97074 |
0,37189 —0,10615
0,21538

0,10997

— _078 =

5,7 ]
2.5
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Resultados da expressdo €¥ = V AFe cont. |

e Por (42) o vetor erro na k-ésima iteracao

V] [ 1 —092174 —097074 | [ 8,19997(0)%
k=10 037189 —0,10615 | | 4,90841(0,09718)% |,
E | |00 010997 0,21538 | | 3,06538(—0,07718)F

\ (©2009 FFCE 412J
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Resultados da expressdo €¥ = V AFe cont. |

e Por (42) o vetor erro na k-ésima iteracao

V] [ 1 —092174 —097074 | [ 8,19997(0)%

k| =10 037180 —0,10615 | | 4,90841(0,09718)F |,

bl [0 010097 021538 | | 3,06538(—0,07718)F
0

e vetor c¢: solucao do sistema linear Ve = €.

k

e Calcula-se o vetor erro € a cada iteracao.

\ (©2009 FFCE 413J
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42

e Por

\ (©2009 FFCE

Resultados da expressdo €¥ = V AFe cont. |

o vetor erro na k-ésima iteracao

€3 ] 0

= |0

e Calcula-se o vetor erro €

1 —0,92174 —0.97074
0,37189 —0,10615
0,10997

e vetor ¢: solucao do sistema linear Ve = €”.

0,21538

0

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

8,19997(0)k

4,00841(0,09718)"
| 3,06538(—0,07718)F

k a cada iteracao.
o Como zF = b + x*, é possivel obter a solucao aproximada ok

com os valores mostrados no Exemplo 51
k e]f elg eg elf + x] 615 + x5 e§ + x5
0 0,700001,50000 1,20000/5,700002,50000 —0,80000
11 —0,210011]0,20250 0,00150 |4,78999 | 1,20250 | —1,99850 |.
21 —0,0604510,01530 1 0,00903 | 4,93955| 1,01530 | —1,99097
31 —0,00278]0,0018210,000194,997221,00182| —1,99981

para colnparar
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e Processo converge, pois |\;| < 1V

lim )\k—OH lim € = 0,
k— 00 k—00

e Solucao divergiria se pelo menos um |\;| > 1

lim )\k—ooH lim € = 00,

k— 00 k— 00

\ (©2009 FFCE

Resultados da expressdo €¥ = V AFe cont.

Capitulo 2:

Sistemas lineares \\\
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Comparacao dos métodos iterativos estaciondrios |

e Matriz dos coeficientes A diagonal estritamente dominante: solucao converge
pelos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel (Teorema ).

e 5S¢ A nao for diagonalmente dominante: previsao de convergencia feita usando
o raio espectral p(M) da matriz de iteracao (Teorema [3).

e Neste caso, um método pode convergir e o outro nao.

\ (©2009 FFCE 416J
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Jacobi ou de Gauss-Seidel

\ (©2009 FFCE

0,5 0,6 0,3
1 1 1
04 —04 1

L1
L2
L3

Exemplo de convergéncia |

Exemplo 54 Verificar se o sistema abaixo pode ser resolvido pelo método de

- _076 —

0,2
0

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Jacobi ou de Gauss-Seidel

e Matrizes de iteracao

J=-DYE+F)=

S=—(D+E)'F

\ (©2009 FFCE

0,5 0,6 0,3
1 1 1
04 —04 1]

04

L1
L2
L3

Exemplo de convergéncia |

Exemplo 54 Verificar se o sistema abaixo pode ser resolvido pelo método de

- _O’6 -

e Matriz A nao ¢é diagonal estritamente dominante.

0 —1,2 —0,6
—1 0 -1
0,4 0

0 —12 —0,6
0 12 —04
0 0,96 0,08

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

0,2
0

~ p(J) =1,1200 e

~ p(S) = 0,6028.
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Jacobi ou de Gauss-Seidel

0,5 0,6
1 1
04 —04

e Matrizes de iteracao

J=-DYE+F)=

\ (©2009 FFCE

0,3 ]
1
1

S=—(D+E)'F=10

L1
L2
L3

Exemplo de convergéncia |

Exemplo 54 Verificar se o sistema abaixo pode ser resolvido pelo método de

- _076 -

e Matriz A nao ¢é diagonal estritamente dominante.

0 —1,2 —0,6

—1 0 -1

| —04 04 0
0 —1,2 —0,6 |
1,2 —0,4

0 0,96 0,08

e Raios espectrais: p(J) > 1 e p(9) < 1.

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

0,2
0

~ p(J) =1,1200 e

~ p(S) = 0,6928.
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Iter

©O© 0 NO O WN - O

[
o

Iter
0

©O© 0 N O O b WN -

-
o

O, O, OO OO O O Oo

O r P P, FP,r P RFRREPLEFPL OO

x1

.40000
. 76000
.61600
.89440
.65824
.98234
.66991
.06365
.66095
.14542
.63211

x1

.40000
.76000
.17280
.33638
.34763
.28350
.19602
.11482
.05288
.01258
.99071

\ ©2009 FFCE

Solucao de sistema linear

X2

.00000
.20000
.00000
.20800
.04800
.21632
.09984
.23649
.15575
.26991
.21874

Solucao de sistema linear

X2

.00000
.16000
.20480
.18534
.13894
.08887
.04707
.01759
.00008
.00854
.01090

Dez primeiras iteracoes

pelo metodo de Jacobi
NormaRelativa

x3

.60000
. 76000
.82400
. 84640
.87456
.88250
.90641
.90790
.93086
.92668
.95020

O > W WwwNhwN >

.73684e-01
.42718e-01
.11270e-01
.92719e-01
.29924e-01
.48806e-01
.70176e-01
.32612e-01
.22963e-01
.40209e-01

pelo metodo de Gauss-Seidel
NormaRelativa

x3

.60000
.96800
.15104
.20869
.19463
.14895
.09723
.05296
.02112
.00161
.99193

N WO NN, Www

.80165e-01
.51978e-01
.22408e-01
.44366e-02
.99639e-02
.31440e-02
.28318e-02
.88269e-02
.98065e-02
.20409e-02

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Jacobi ou de Gauss-Seidel

\ (©2009 FFCE

0,5 0,6 0,3
1 -1 1
04 —04 1

L1
L2
L3

Exemplo de convergéncia |

Exemplo 55 Verificar se o sistema a seguir pode ser resolvido pelo método de

- _076 -

0,2
0

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Jacobi ou de Gauss-Seidel
0,5

1
0,4

e Matrizes de iteracao

\ (©2009 FFCE

J=-DYE+F)=

Exemplo de convergéncia |

S=—(D+E)'F=

0,6 0,371 [ x4 0,2 ]
—1 1 To | = 0 [.
—04 1] |23 | | —06"
0 —12 —0,6 |
1 0 1| ~ p(J)=0,8266 e
- —04 04 0
0 —12 —0,6
0 —1,2 04 | ~ p(S) = 1,2000.
0 0 04

Exemplo 55 Verificar se o sistema a seguir pode ser resolvido pelo método de

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Jacobi ou de Gauss-Seidel
0,5

1
0,4

e Matrizes de iteracao

\ (©2009 FFCE

Exemplo de convergéncia |

J=-DYE+F)=

0,6 0,371 [ x4 0,2 ]
—1 1 To | = 0 [.
—04 1] |23 | | —06"
0 —1,2 —0,6
1 0 1| ~ p(J)=0,8266 e
- —04 04 0
0 —12 —0,6
0 —1,2 04 | ~ p(S) = 1,2000.

S=—(D+E)'F=

0 0 04

e Raios expectrais: p(J) < 1e p(S) > 1.

Exemplo 55 Verificar se o sistema a seguir pode ser resolvido pelo método de

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\
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Iter

©O© 0 NO O WN - O

[
o

Iter
0

©O© 0 N O O b WN -

-
o

P P, OO Fr,r PPk, OO0OkFr OO

O O, O OFr O OO0

x1

.40000
. 76000
.09600
.99040
.88864
.02842
.06006
.95736
.97319
.03829
.00478

x1

.40000
.76000
. 71200
.11520
. 76960
.23962
.69772
.35684
.56943
.51574
.38073

\ ©2009 FFCE

Solucao de sistema linear

x2
0.00000
-0.20000
0.00000
0.11200
-0.04800
-0.06272
0.05376
0.02360
-0.04516
-0.00032
0.03095

Solucao de sistema linear

x2
0.00000
0.16000
-0.12800
0.17920
-0.20480
0.24986
-0.29819
0.35848
-0.42992
0.51600
-0.61916

Dez primeiras iteracoes

pelo metodo de Jacobi
NormaRelativa

x3

.60000
. 76000
.98400
.03840
.95136
.97466
.03645
.00252
.97350
.00734
.01544

WO N, P, PP P WD

.73684e-01
.06569e-01
.07858e-01
.68180e-01
.35914e-01
.09881e-01
.02439e-01
.06332e-02
.27033e-02
.30007e-02

pelo metodo de Gauss-Seidel
NormaRelativa

x3

.60000
.84000
.93600
.97440
.98976
.99590
.99836
.99934
.99974
.99990
.99996

= O NS OTWwwww ks

.28571e-01
.07692e-01
.61549e-01
.87973e-01
.79163e-01
.48944e-01
.85781e-01
.88605e-01
.24324e-01
.13522e+00

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Velocidade de convergéncia |
k _ k
e Vetor erro € = VA"c.

e (Quanto menor o valor de p(M ), mais rapida serd a convergencia do método
1terativo.

\ (©2009 FFCE 425J
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1terativo.

J:

g —

\ (©2009 FFCE

e Vetor erro € = VAFe.

e (Quanto menor o valor de p(M ), mais rapida serd a convergencia do método

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Velocidade de convergéncia |

0 —0,3

025 0

—0,2 —0,2

0 —03
0 0,075

0,2
0,125
0

0,2
0,075

0 0,045 —0,055
e Raios espectrais: p(S) < p(J).

e Matrizes de iteracao para o sistema do Exemplo 40

~ p(J) =0,2725 e

~ p(S) = 0,0972.
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Velocidade de convergéncia |
e Vetor erro e = VAFc,

e (Quanto menor o valor de p(M ), mais rapida sera a convergencia do método
1terativo.

e Matrizes de iteracao para o sistema do Exemplo 46
I 0 —0,3 0,2 ]
J =1 —0,25 0 0,125 | ~ p(J) =0,2725 ¢
—0,2 —0,2 0

0 —0,3 0,2 ]
S=10 0,075 0,075 | ~ p(S)=0,0972.
0 0,045 —0,055 |

e Raios espectrais: p(S) < p(J).

e Método de Gauss-Seidel converge mais rapido.

e Gasta 6 iteracoes (Exemplo 49)) contra 9 do método de Jacobi (Exemplo [46).

\ (©2009 FFCE 427J
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Refinamento como método estacionario I

e Eisquema do refinamento de solucao

LUz = Pb— Lt = Pb e UaV =1,

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e Refinar a solucao de um sistema linear a partir dos tatores da decomposicao.

rk = b — Azt
LUF =Prk — Lt =Prk e U=t yk=0,1,2,...
RS N
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Refinamento como método estacionario I

e Refinar a solucao de um sistema linear a partir dos tatores da decomposicao.

e Eisquema do refinamento de solucao

LUz = Pb— Lt = Pb e UaV =1,

rk = b — Azt
LU =Prf — Lt =PrF ¢ U =¢ } k=0,1,2,...
RS N

e Rearranjando as equacoes

o S

o+ ULl pek

o + UTIL=IP(b — AzF)

gl = b Ul -Ip ALk + U-lL=1py,

X

\ (©2009 FFCE 429J
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Refinamento como método estacionario I

e Refinar a solucao de um sistema linear a partir dos tatores da decomposicao.

e Fisquema do refinamento de solucao
LUz" = Pb — Lt = Pb e Uz’ =1,

rb =b — Azt
LU =Prf — Lt =Prf ¢ Ui =¢ } k=0,1,2,...
I NN R

e Rearranjando as equagoes
S R
ok + ULt prk
o + UTLL=IP(b — AF)
gl = ok -l =1pALk + U—lrL=1py,

e Resulta em
= (1 v LT tpAR U L P, (43)

e Apresenta a forma de um método iterativo estacionario.

\__ ©2009 FFCE 430J
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€111

\\\7()2009 FFCE

A3

L1
L2
L3

—4
19
11

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo de refinamento como método estacionario |

Exemplo 56 Resolver o sistema do Exemplo 44| utilizando a formulacao mostrada
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A3

€111

L:

\\\7()2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo de refinamento como método estacionario |

Exemplo 56 Resolver o sistema do Exemplo

e P =

S = O

2 3 =11 [ 2 —4
—3 5 6 xo | = | 19 |.
11 2 | a3 11
e Tres fatores obtidos pela decomposicao LU com pivotacao parcial
1 0 0] -3 5 6
—0,67 1 O, U=| 0 633 3
- —0,33 0,42 1 | 0 0 2,74 |

o O

— O O

4 utilizando a formulacao mostrada
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

Exemplo de refinamento como método estacionario |

e Matriz de iteracao

Exemplo 56 Resolver o sistema do Exemplo

4 utilizando a formulacao mostrada

2 3 =11 [ 2 —4
—3 5 6 xo | = | 19 [.
11 2] | 23] 11
e Tres fatores obtidos pela decomposicao LU com pivotacao parcial

] 0 0 -3 5 6 | 010

—067 1 O0,U=| 0 633 3 eP=1100
- —0,33 0,42 1 | 0 0 2,74 | 00 1

[ —3.6384 22421 7,2768 |
(I-U'L7™'PA)=| 40359 —6,1000 —8,0719 | x 107"
- —5,1825  6,2044 10,365
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Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

e \etores

e [teracoes calculadas por

\ (©2009 FFCE

Refinamento como método estacionario cont. I

UL 'Py =2 = [1,9731 —0,9738 4,9647]~

43

01,9731 —0,9738 14,9647
11,9999 —1,0000 4,9999 |
22,0000 —1,0000 | 5,0000
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Refinamento como método estacionario cont. I

UL 'Py =2 = [1,9731 —0,9738 4,9647]~

e \etores

e [teracoes calculadas por (43

k k k
k T 5 ok

01,9731 —0,9738 | 4,9647
11,9999 —1,0000 4,9999 '
212.0000 —1,0000 5,0000

e Comparando com os resultados do Exemplo 44

e Raio espectral p(I — UIL71PA) = 6,2355.10% < 1: processo convergiu.
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Refinamento como método estacionario cont. I

UL 'Py =2 = [1,9731 —0,9738 4,9647]~

e \etores

e [teracoes calculadas por (43

k k k
k T 5 ok

01,9731 —0,9738 | 4,9647
11,9999 —1,0000 4,9999 '
212.0000 —1,0000 5,0000

e Comparando com os resultados do Exemplo 44

e Raio espectral p(I — UIL71PA) = 6,2355.10% < 1: processo convergiu.

e Perturbacao nos fatores L e U for grande o suficiente para
p(I —UTL=TPA) > 1: processo nao mais convergira.
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Malcondicionamento I
e Sistema linear Az = b

10,99 1,9
A= [0,99 0,98] ° b= [1,97]'

e Solucio exata: = = [1 1]7.
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Malcondicionamento I
e Sistema linear Az = b

A_[ 1 0,99] o b [1,99].

0,99 0,98

e Solucio exata: = = [1 1]7.

e Vetor b = [1,99 1,98]1 ~ b.
e Solucio exata de Ay = b: y = [100 —99)7
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Malcondicionamento I
e Sistema linear Az = b

A_[ 1 0,99] o b [1,99].

0,99 0,98

e Solucio exata: = = [1 1]7.

e Vetor b = [1,99 1,98]1 ~ b.
e Solucio exata de Ay = b: y = [100 —99)7

e Seja a matriz
~ 1 0,99
A= [ 0,99 0,99 ] A.

e Solucio exata de Az =b: z=[2 —1/99]1

\__ ©2009 FFCE 439J
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Malcondicionamento I
e Sistema linear Az = b

A_[ 1 0,99] o b [1,99].

0,99 0,98

e Solucio exata: = = [1 1]7.

o Vetor b = [1,99 1,98]1 ~ b.
e Solucio exata de Ay = b: y = [100 —99)7

e Seja a matriz
~ 1 0,99
A= [ 0,99 0,99 ] A.

e Solucio exata de Az =b: z=[2 —1/99]1
o Matriz A é quase singular (det(A) = —107%).

e Sistema linear malcondicionado.
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Interpretacao geométrica do malcondicionamento |

e Tres planos definidos por um sistema linear.

e Dois planos sao quase coincidentes.

e Deslocamento no ponto de intersecao.

Sistema malcondicionado

1=
\ ©2009 FFCE 441J
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Problemas do malcondicionamento I

e Solucio exata de Az =b: z =[1 1]
e Residuo para z = 0,9 1,1]7
B 109971097 - 1073
0,99 098 | | 1,1 1073

1,99
1,97

e Residuo nao é bom indicador de exatidao da solucao quando o sistema for

malcondicionado.

f—b—Ai—[

e Vetor  # x, mas r =~ 0.

\ (©2009 FFCE 442J
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Problemas do malcondicionamento I

e Solucio exata de Az =b: z = [1 1]
e Residuo para z = 0,9 1,1]1
) 10997 [09] - 1072
0,99 0,98 | | 1,1 1078 )

1,99
1,97

e Residuo nao é bom indicador de exatidao da solucao quando o sistema for

malcondicionado.

f—b—A:’ij‘—[

e Vetor & # x, mas r =~ 0.

e Instabilidade da solucao.

e Se A e/ou b forem medidas experimentais.

\ (©2009 FFCE 443J




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

\ (©2009 FFCE

Singularidade da matriz |

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

e Medir singularidade de A pelo determinante nao constitui boa pratica.

e det(A) ~ 0 nao indica necessariamente a ocorréncia de malcondicionamento.
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Singularidade da matriz |

e Medir singularidade de A pelo determinante nao constitui boa pratica.

e det(A) ~ 0 nao indica necessariamente a ocorréncia de malcondicionamento.

e Por exemplo

4 [ o001 0001
~ | —0,001 0,001

o det(A) = 21070 e é muito bem-condicionada.

e Seu determinante é pequeno porque seus elementos sao pequenos.
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Nimero de condicao |
e Numero de condicao

condiciio(A) = r(A) = [|A[[|AT]. (44)

e || - ||: uma norma matricial qualquer.

e Valor de k(A) depende da norma utilizada.
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Nimero de condicao |

e Numero de condicao

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

condigio(A) = w(A) = || A A7) (45)
e | - ||: uma norma matricial qualquer.
e Valor de x(A) depende da norma utilizada.
e Por exemplo
( % se A=Al
ko(A) = < (46)
| Guase A# AT
e MA™H = 2"1(A).
e Sistema Ax = b é malcondicionado se k(A) > 1.
\_(©2009 FFCt 447_J
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Exemplo 57 Calcular k9(A) e ko(B) para

10,99 B
A= [0,99 0,98] e b=

\ (©2009 FFCE

|
= = Ot

Exemplo de nimero de condicao |

DO CO W

O O O

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Exemplo de nimero de condicao |

Exemplo 57 Calcular k9(A) e ko(B) para

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

5 3 0
10,99 -
4= [0,99 0,98] A B
e Por ({40)
A(A) = (1,9801, —5,0504.107°) ~
ra(A) = LSO 3 456 10"
| —5,0504.1077]
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Exemplo 57 Calcular k9(A) e ko(B) para

A:[ 1 0,99] . B

1,7423.102
B) — )
2 B) \/2,454&101

\\\7()2009 FFCE

= = Ot

Exemplo de nimero de condicao |

DO CO W

O O O

— 2.6641.

0,99 0,08
e Por ({40)
A(A) = (1,9801, —5,0504.107°) ~
11,9801]
A) =
w204 = 725 0500107

Capitulo 2: Sistemas lineares \\\

= 3.9206.10% ¢

ABTB) = (1,7423.10%, 3,7222.10, 2,4548.10%) ~»
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Exemplo de nimero de condicao |

Exemplo 57 Calcular k9(A) e ko(B) para

5 3 0
1 0.99
0,99 0,98 Ti29
e Por @)
A(A) = (1,9801, —5,0504.107°) ~
1.9801
ko(A) = 19801 = 3.9206.10% ¢
| — 5,0504.1075)

ABTB) = (1,7423.10°, 3,7222.10", 2,4548 10") ~»

1,7423.102
ko(B) = : = 2,60641.
2,4548.101

e Com A: sistema linear malcondicionado.

e Com B: bem-condicionado.

\ (©2009 FFCE 451J




Capitulo 2: Sistemas lineares \

Exemplo classico de malcondicionamento |

e Matriz de Hilbert de ordem n

/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo

1
Hn: - - ,i,j:172,...,n.
1+9 —1
e Por exemplo
] _ 1 L 1]
L 111
Hy=| 1] eH3=15357}
|2 3 111
3 4 5

\ (©2009 FFCE 452J




//’ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo

Exemplo de matriz de Hilbert |

Exemplo 58 Matriz de Hilbert de ordem 4 e sua inversa.

1.0000 0.5000 0.3333 0.2500
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429
NinfH = 2.0833
Hinv =
16 -120 240 -140
-120 1200 -2700 1680
240 -2700 6480 -4200
-140 1680 -4200 2800

NinfHinv = 13620

\ (©2009 FFCE

Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\
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Exemplo de matriz de Hilbert |

Exemplo 58 Matriz de Hilbert de ordem 4 e sua inversa.

H =
1.0000 0.5000 0.3333 0.2500
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429
NinfH = 2.0833

Hinv =
16 -120 240 -140
-120 1200 -2700 1680
240 -2700 6480 -4200
-140 1680 -4200 2800

NinfHinv = 13620
e Considerando que

25 _
[Hilloo = 7~ 2.0833 e || H] Nl o = 13620,

e [, ¢ malcondicionada

_ 25
koo(Hy) = || Hyll ool H} oo = 13620 = 28375 > 1.
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Normas-oo e nimero de condicao das matrizes de Hilbert |

1 Hn[oc

|57 oo

Koo Hp)

O 00 I O Ol W |3

—_
-]

1,00000
1,50000
1,83333
208333
298333
2 45000
2 59286
2 71786
2 82897
2 92897

1,00000.10Y
1,80000.101
4,08000.107
1,36200.10%
4,13280.10°
1,18654.107
3,79965.10°
1,24631.101Y
3.88712.101
1,20716.10%

1,00000.10Y
2,70000.10°
7.48000.102
2 83750.10*
9,43656.10°
2,90703.107
9.85195.10°
3,38728.101Y
1,09965.1012
3,53574.1013
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Sensibilidade da solucao |

e Sistema Ax = b e 0b sendo uma pequena perturbacao em b.

e Modificacio dz na solucio x = A~ satisfaz

Sx = A~Lob.

\ (©2009 FFCE 456J
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Sensibilidade da solucao I

e Modificacio dx na solucio x = A™1b satisfaz
bz = A~ 16,
e Pelas propriedades das normas consistentes

[Allll = o]l e flox] < [AH]]|6b]:

e Combinando

100]
ol

€T
ozl ajpa-ylodl
2l

e Fim vista de (45

190]
< k(A)—|
|2l 1o]

\ (©2009 FFCE

e Sistema Ax = b e 0b sendo uma pequena perturbacao em b.
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Sensibilidade da solucao |

e Modificacio dx na solucio x = A~1h satisfaz
Sz = A~ L6,
e Pelas propriedades das normas consistentes

[ANlll = (o]l e fléx] < [[A]]|6b]:

e Combinando

e Sistema Ax = b e 0b sendo uma pequena perturbacao em b.

lox|| _ 1,,1190]
< [IAA™ 5
|| ol
e [lm vista de (45
|0z | 10b]]
< K(A)——. (47)
||| 1]
e Limite superior ao erro relativo na solucao x.
e Numero de condigao x(A).
\__ ©2009 FFCE 458 J
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Exemplo de perturbaciao no vetor de termos independentes |

Exemplo 59 Verificar (47]) para o sistema Az = b, com

1097, 1,99 [ o
A= [0,99 0,98]’ b= [1,97] ¢ 0b= [0,01]'

\__ ©2009 FFCE 459J
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Exemplo de perturbaciao no vetor de termos independentes |

Exemplo 59 Verificar (47]) para o sistema Az = b, com

10997 , [1,9 [ o

0,99 0,98 ] b= [1,97] ¢ 0b= [0,01 ]

o Scjam x = [1 1)1, ko(A) = 3,9206.10* (ver Exemplo 57), ||b|ls = 2,8002 e
|6b][2 = 1072,

e Limite superior ao erro relativo em termos da norma-2

0 ob 102 )
o2 < @(A)H 2 _ 3.9206.10" - oz ||
2|2 10]]2 2,8002  ||x|2

A=

< 1,4001.10%.

\__ ©2009 FFCE 46OJ
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Exemplo de perturbaciao no vetor de termos independentes |

Exemplo 59 Verificar (47]) para o sistema Az = b, com

1 097, [1,9 70

0,99 0,98 ] b= [1,97] ¢ b= [0,01 ]

o Sejam z = [1 1|1, ko(A) = 3,9206.10* (ver Exemplo [57), ||b||2 = 2,8002 ¢
|6b]]2 = 1072

e Limite superior ao erro relativo em termos da norma-2

0 ob 102 )
[ox2 < @(A)” 2 _ 3.9206.10" - oz ||2
2|2 10]]2 2,8002  ||x|2

e Com 6b, a solucao z variou de [1 1) para [100 —99]1 —
oz = [100—1 —99—1]1 ~» ||6x|]s = 1,4072.102.
e Sendo ||z|[o = 1,4142, na realidade, o erro relativo cometido foi

|6zl 1,4072.10°
lz|ls 1,4142

A —

< 1,4001.10%.

— 9.9505.101.
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Perturbacdo na matriz dos coeficientes |

(A+0A)(z+0x)=b—> Az +Adr+0A x4+ A dx =b~
Adx = —0A(x + dx).

e Tomando as normas consistentes

loz(| < [ A7 [[[l6A|z + o] ou

52 54|
< K(A)—|
[z +0z] = "V

e Seja

\ (©2009 FFCE
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Perturbacdo na matriz dos coeficientes |

(A+0A)(z+0x)=b—> Az +Adr+0A x4+ A dx =b~
Adx = —0A(x + dx).

e Tomando as normas consistentes

loz(| < [ A7 [[[l6A|z + o] ou

e Seja

[ox|| |0A]|
< K(A)——
|z + oz Al
e Maior malcondicionamento de Ax = b: maior a influéncia de 04 em A na

solucao .

\__ ©2009 FFCE 463J
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Perturbacdo na matriz dos coeficientes |

(A+0A)(z+0x)=b—> Az +Adr+0A x+ A dx =b~
Adx = —0A(x + dx).

e Tomando as normas consistentes

o[ < ([ AT [[[l6A |z + (| ou

® Seja

[ox|| |0A]|
< K(A)—— (48)
|z + oz Al
e Maior malcondicionamento de Ax = b: maior a influéncia de 04 em A na

solucao x.

e Coeficientes de A conhecidos com precisao de quatro decimais e nimero de
condicao 10%: solucao 2 pode ter precisio de uma decimal.
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Capitulo 2: Sistemas lineares ‘\\

Exemplo 60 Verificar

|

\ (©2009 FFCE

A8) para o sistema Axr = b, com
1 0,99 1 1,99 B
0,99 0,98]’ b= [1,97] ¢ o= [

Exemplo de perturbacdo na matriz dos coeficientes |

0 0
0 0,01 |
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Exemplo de perturbacao na matriz dos coeficientes |

Exemplo 60 Verificar (48) para o sistema Az = b, com

1097, [1,99 o o0
A_[0,99 0,98]’[)_[1,97]6&4_[0 0,01]‘

e Scjam ko(A) = 3,9206.10%, ||6A] = 1072 e || Al]o = 1,9801.
e Firro relativo em termos da norma-2

) oA 102 )
[0x2 < K2<A>H l2 3.9206.10% - [0z ||2
|z + oz || 1Al 1,9801 ||z + o2

< 1,9800.102.
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Exemplo de perturbacao na matriz dos coeficientes |

Exemplo 60 Verificar (48) para o sistema Az = b, com

1097, [1,9 o o0
A:[0,99 0,98]’b_[1,97]e5A_[0 0,01]'

e Scjam ko(A) = 3,9206.10%, ||6A[| = 1072 e || Al]o = 1,9801.
e Frro relativo em termos da norma-2

) oA 102 )
0|2 < %Q(A)H l2 3.9206.10° . o2
|z + dxll2 | A|l2 1,9801 ||z +dz|)2

< 1,9800.102.

e Com a perturbacio 64, z variou de z = [1 1]! para & =[2 —1/99]1.
e Variacio na solucao oz = 2—1 —1/99—1]".
e [irro relativo real

|6zl 14214

= — 7.1070.10~L.
|z +dxll2 2,0000
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Fim




