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3.13 Exemplos de aplicacao: curva de titulacao e interpolacao inversa

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\
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e Seja a tabela

X

0,1

0,6

0.8

Y

1,221

3 320

4953

Polindomios interpoladores I

\ ©2010 FFCf

e Obter funcao que relaciona as variaveis x e y.

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Calcular valor correspondente de y para um dado x nao pertencente a tabela.

e Polinomios sao as funcoes mais utilizadas para determinar esta relacao.
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e Seja a tabela

X

0.1

0.6

0,8

Y

1,221

3 320
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Polinomios interpoladores |
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e Obter funcao que relaciona as variaveis x e y.

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Calcular valor correspondente de y para um dado x nao pertencente a tabela.

e Polinomios sao as funcoes mais utilizadas para determinar esta relacao.
e Polinomio interpolador: construido para aproximar uma funcao.

e Fundamentais: integracao numeérica, calculo de raizes de equacoes e solucao de
equacoes diferenciais ordinarias.

e Fisquema simples: solucao de um sistema de equacoes lineares.




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \

Interpolacao linear |

e Pontos-base (xg,yg) e (z1,y1), com xg # x1, de y = f(x).

e Aproximagao de f(z), z € (zq, x1)
f(x) = Pi(x) = ag+ ajz.

e P (x): polinomio interpolador de grau 1.

\ (©2010 FFCE 5J
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Interpolacao linear |

e Pontos-base (xp, y0) e (x1,y1), com xg # x1, de y = f(x).

e Aproximacao de f(z), z € (g, x1)
fle) = Pi(z) = ap + a1
e Pi(x): polinomio interpolador de grau 1.

e Polinomio interpolador passa pelos pontos-base

Pi(zo) =y | {aoJralﬂfo:yo - [1 5130] [&o] _ [yo]

Pi(z1) = 11 ag + a1r] = Y Loy | | Y1

e Sistema triangular equivalente

oo [0} = L 20
Oz —x0| | a1 Y1 — Yo

\ (©2010 FFCf 6J
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Interpolacao linear |

e Pontos-base (xp, y0) e (x1,y1), com xg # x1, de y = f(x).

e Aproximagao de f(z), z € (zq, x1)
flz) = Pi(z) = ap + a1
e P (x): polinomio interpolador de grau 1.
e Polinomio interpolador passa pelos pontos-base
Pi(xg) = ap + a1xy = l x a
i) = — Vv tan = = (1] o] = (5]

e Sistema triangular equivalente

o] L] = [
Oz —x0| | a1 Y1 — Yo

e Solucao do sistema linear
_ ¥~
L1 — &0

aq € agp =Yy — aixy.

\ (©2010 FFCf 7J
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Polinomio interpolador |

e Polinomio interpolador de grau 1

Pi(z) = ag+ a1z = (yg — a1xg) + a1z = yo + a1(x — x9),

Yyt — Yo
(x

Pi(x) = yo +
T — X

— ).

\ (©2010 FFCE SJ
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Polinomio interpolador |

e Polinomio interpolador de grau 1

Pi(z) = ag+ a1z = (yg — a1xg) + a1z = yo + a1(x — x9),

Yyt — Yo
(x

Pi(x) = yo +
T — X

— xp)|.

o det(X) = x1 — zg # 0: sistema com unica solucao.

e Por dois pontos passa um unico polinomio de grau 1.

\ (©2010 FFCf 9J
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Polinomio interpolador |

e Polinomio interpolador de grau 1

Pi(z) = ag + a1z = (yo — a1xg) + a1z = yo + a1(x — xg),

Y1 — Y0
(

Pi(z) = yo +
T1 — X

r — x0). (1)

o det(X) = x1 — x( # 0: sistema com tinica solugao.
e Por dois pontos passa um unico polinomio de grau 1.

e Verifica-se
Pi(xo) =yo e Pi(z1) = y1.

\__ ©2010 FFCf 10J
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Exemplo: interpolacao linear |

Exemplo 1 Calcular P;(0,2) e P1(0,3) a partir da tabela
1| 0 1
x| 01 | 06 .
v | 1.2213.320

\ (©2010 FFCE

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\
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Exemplo: interpolacao linear |

Exemplo 1 Calcular P;(0,2) e P1(0,3) a partir da tabela

\ ©2010 FFCf

1| 0 1
z 01 06 .
v 1 1.221 3,320
L | oy w
e Polinomio interpolador de grau 1: Pj(x) = yy + (x — x0).
L1 — X0
3,320 — 1,221
Pi(0.2) = 1,221 + =22 (0,2 = 0,1) ~ P1(0.2) = LG4L.
3,320 — 1,221
Pi(0,3) = 1,221 + =22 (0,3 = 0,1) ~ P1(0.3) = 2,061,

12J
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Exemplo: interpolacao linear |

Exemplo 1 Calcular P;(0,2) e P1(0,3) a partir da tabela

v 0 1
z 01 06 .
v 1 1.221 3,320
L | yi— Y
e Polinomio interpolador de grau 1: Pj(z) = yg + (x — x0)
L1 — X0
3,920 — 1,221
P1(02) = 1,221 + Z—=—(0,2 - 0,.1) ~ P1(0.2) = 1,641
3,920 — 1,221
P1(0,3) = 1,221 + Z——="(0,3 = 0,1) ~ P1(0,3) = 2,061.

e Sendo f(z) = %, os erros cometidos foram
em x =0.2:1,641 — V% =(),149,
em x = 0.3:2,061 —>X"3 = ,239.

\__ ©2010 FFCE 13J
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Interpretacao geométrica da interpolacdo polinomial |

e Legenda o: pontos-base; ——: polinomio interpolador de grau 1;-.: polinomio
interpolador de grau 2 e — funcio f(z) = e?*.

Interpolacao polinomial

7-10 O dados
y=exp(2x)
- = - linear g4
s 4. /
6| - - - quadratica ‘

\ (©2010 FFCf 14J
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Interpolacao quadratica |

e Pontos-base (g, vyg), (x1,y1) e (z9,y2), com x; distintos, de y = f(x).

e Aproximacao de f(2), z € (zg,x2): f(z) ~ Py(x) = ag + a1z + asa”.

e P)(x): polinomio interpolador de grau 2.

\ ©2010 FFCE 15J
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Interpolacao quadratica |

e P)(x): polinomio interpolador de grau 2.

e Polinomio interpolador passa pelos pontos-base

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Pontos-base (g, vyg), (x1,y1) e (z9,y2), com x; distintos, de y = f(x).
e Aproximacao de f(2), z € (zg,x2): f(z) ~ Py(x) = ag + a1z + asx”.

2 i 2 |
Py(xg) = yo ap + a1x0 + aTf = Yo ro x| | a Yo
2 2
Py(x1) =y1 > qag+ax) +agry =y <= | 1 x1 27 || a1 Y1
> >
Py(x9) = y9 ag + a179 + asx5 = Yo ERZESHIRS 2
\__ ©2010 FFCE 16J
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Interpolacao quadratica |

e Pontos-base (g, vyg), (x1,y1) e (z9,y2), com x; distintos, de y = f(x).

e Aproximacao de f(2), z € (zg,x2): f(z) ~ Py(x) = ag + a1z + asx”.
e P)(x): polinomio interpolador de grau 2.

e Polinomio interpolador passa pelos pontos-base

Py(xg) = yo ag + ayrg + axd = g 1 xg 22 || ag Yo
Po(zy) =y = Sap+airy +agzi =y <= |1 21 257 || a1 |=| w1
Pyxg) =yy  |ap+aizgtagrs =y |1 ap a5 || az| |y

e X: matriz de Vandermonde.
o det(X) = (x9 — xp)(x9 — x1)(x] — x0) F# 0: sistema com tinica solugao.
e Por trés pontos passa um unico polinomio de grau 2.

e Por n + 1 pontos passa um unico polinomio de grau n.

\__ ©2010 FFCt 17J
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Exemplo: interpolacdo quadratica |

Exemplo 2 Calcular P»(0,2) usando os dados da tabela

1| 0 1 2
z; 0,1 | 0,6 | 08 |
y; 11,221 3,320 4,953

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

18J
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Exemplo: interpolacdo quadratica |

Exemplo 2 Calcular P»(0,2) usando os dados da tabela

v 0 1 2
x; 0,1 1 06 08 |
y; 11,22113,320 14,953
e Calculo dos coeficientes do polinomio interpolador
(10,1001] [ag 1,221
1 0,6 0,36 a; | = | 3,320 |.
| 10,80,64] | as | 4,953 |

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

19J
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L:
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: interpolacdo quadratica |

Exemplo 2 Calcular P»(0,2) usando os dados da tabela

e Decomposicao LU com pivotacao parcial

v 0 1 2
x; 0,1 1 06 08 |
y; 11,22113,320 14,953
e Calculo dos coeficientes do polinomio interpolador
(10,1001] [ag 1,221
1 0,6 0,36 a; | = | 3,320 |.
| 10,80,64] | as | 4,953 |
1 0 0 10,1 0,01
I 1 0|, U=100,7 0,63 e P =
10,714 1 0 0 —0,1]

(100
001

010
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\ ©2010 FFCf

Exemplo: interpolacao quadratica cont. |

e Sistema triangular inferior Lt = Py: ¢t = [1,221 3,732 —0,567]1.
e Sistema triangular superior Ua = t: a = [1,141 0,231 5,667]T.

QlJ
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Exemplo: interpolacao quadratica cont. |

e Sistema triangular inferior Lt = Py: ¢t = [1,221 3,732 —0,567]1.
e Sistema triangular superior Ua = t: a = [1,141 0,231 5,667]T.

e Polinomio interpolador de grau 2
Py(z) = 1,141 + 0,231z + 5,6672° ~ Py(0,2) = 1,414.
e Polinomio passa pelos pontos-base

Py(0,1) = 1,221, Py(0,6) = 3,320 e P»(0,8) = 4,953

\ (©2010 FFCE QQJ
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Metodologia alternativa para calcular polinémio P, (x)

e Coeficientes do polinomio interpolador via sistema lineares.
e Conceitualmente simples.

e Requer esforco computacional da ordem de n?.

e Por n + 1 pontos passa um unico polinomio de grau n.

e Metodologia alternativa: evitar a solucao de um sistema de equacoes lineares.

e Interpolacao com menor esfor¢co computacional.

\__ ©2010 FFCf QSJ
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Polinomios de Lagrange |

e Sejam n + 1 pontos-base (zq,yo), (T1,Y1),-- -, (Tn, Yn).

e Abscissas x; distintas.
e Valores y; = f(x;) e ¢ € (g, Tp).
e Construir um polinomio Ly, (z) de grau nao superior a n

Ln(xz) == Y, 1 :O,1,2,...,n. (2)

\ (©2010 FFCE 24J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Formula de Lagrange |

e Construir n + 1 polinomios de grau n, P;(x), 1 =0,1,2,...,n,

Pi(z;) #0 e PBixz;) =0, Vi#j.

25J
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Formula de Lagrange |

e Construir n + 1 polinomios de grau n, P;(x), 1 =0,1,2,...,n,
Pi(z;) #0 e Pi(xj) =0, Vi#j.

e Forma dos polinomios

Py(x) = (x —x1)(x — x9)(x — x3) ... (x — xp),
Pi(x) = (z — 20)(7 — 22)(x — 23) ... (¥ — Tp),
Py(x) = (x —xp)(x — x1)(x —x3)...(x — xp),

Pp(z) = (v — xp)(x — x1)(x — 22) ... (x — 2p—1),

\__ ©2010 FFCf sz
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Formula de Lagrange |

e Construir n + 1 polinomios de grau n, P;(x), 1 =0,1,2,...,n,
Pi(x;) #0 e Pi(xj) =0, Vi#j.

e Forma dos polinomios

Py(x) =(x —x1)(x — x9)(x — x3) ... (x — xp),
Pi(x) = (z — 20)(r — 22)(x — 23) ... (T — Tp),
Py(x) = (x —xp)(x — x1)(x —x3)...(x — xp),

Pp(z) = (v — xp)(x — x1)(z — 22) ... (x — 2p—1),

e Forma geral
n

Pi(a:):H(x—xj),i:O,l,Q,...,n. (3)
J71

\__ ©2010 FFCE 27J
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Formula de Lagrange cont. |

e [,(x) é de grau nao superior a n.

e Escrevendo Ly (xz) como combinagao linear dos polinomios Pj(x),

Ln(z) = coPy(x) + c1 Pi(xz) + coPo(x) + - - - + e Pu(x),

n

Lp(z) = Zczpz<x>

1=0

\__ ©2010 FFCE QSJ




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \

Formula de Lagrange cont. |

e [,(x) é de grau nao superior a n.

e Escrevendo Ly (xz) como combinagao linear dos polinomios Pj(x),

Ln(z) = coPy(x) + c1 Pi(xz) + coPo(x) + - - - + e Pu(x),

n
Lp(x) = Z c;Pi(x).
1=0
e Em cada x;, considerando Pj(x;) # 0 e Pix;) =0, Vi # j,
yi ~ i
n(Ti) = y; = ¢; Pi(z;) & Pi(x;) entao, L (z) a Pi(x;) i(@)

\__ ©2010 FFCE 29J
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Formula de Lagrange cont. |

e [,,(x) é de grau nao superior a n.

e Fiscrevendo Ly (x) como combinacao linear dos polinomios Pj(x),
Ln(x) = cogPy(z) + c1 Pi(z) + coPo(z) + - - - + e Pu(x),

n
Lu() = 3 e:Pi(x) )
1=0
e F'm cada x;, considerando Pj(x;) # 0 e Pi(xj) =0, V1 # 7,

n
Ln(;) = yi = ¢;Pi(;) — ¢; = =2, entiio, Lp(x) = Z
Bi(x;) i Pi(x;)
e Polinomio interpolador de Lagrange de grau n
n n
r—T
Ln(x) => ]| — (5)

oLy — &y
1=0 =0
j#i

\__ ©2010 FFCE BOJ
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Exemplo: polinomio de Lagrange de grau 1 |

Exemplo 3 Calcular L1(0,2) a partir da tabela

i 0 |1
v, 01 | 06 |
y; | 1.221]3.320

31J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \

Exemplo: polinomio de Lagrange de grau 1 |

Exemplo 3 Calcular L1(0,2) a partir da tabela
1| 0 1
x| 01 | 06 .
v | 1.2213.320

e Paran =1,

L1(0,2) = 1,641.

\ ©2010 FFCf

Ly(x) =y + 1 ,
Ty — T1 T1 — T
0.2 —0.6 0.2 —0.1
L1(02) = 122122 1 330022 — =,
01— 06 0.6 — 0.1

32J
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Comparacao dos polinbmios via sistema linear e de Lagrange |

e Polinomio de grau 1 via sistema linear,

\ ©2010 FFCf

Y1 — Yo
Pi(z) = yo + (z — x0),
T — X
~ Yox1 — Yoxo T Y1T — Y120 — YoT + Yox(
Pl(ﬁlj) T ’
r] — X
Yyolxr — ) + y1lxr — x Tr — I T — X
P(x) = ( ) ( ) _ Y0 + 1 -
T — X Ty — T T1 — X

33J
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Comparacao dos polinbmios via sistema linear e de Lagrange |

e Polinomio de grau 1 via sistema linear,

e Comparando,

Py(z) = Li(x).

\ ©2010 FFCf

Yl — Yo
Pi(z) =y + (z — ),
T — X
~ YoT1 — Yoxo T Y1T — Y120 — Yo + Yox(
Pl(CC) T )
T — X
yo(r1 — ) + y1(x — x0) T — 1 T — ()
Pi(z) = = 10 + 1 -
T — T Ty — T1 T — T
e Polinomio de Lagrange de grau 1,
r — I r — I
Li(z) = yo + Y1 :
Ty — T T — ()

34J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Exemplo: polinomio de Lagrange de grau 2 |

il 0 [ 1 | 2
;0 01 06 08 |
y; | 1.221]3.320 4,953

Exemplo 4 Calcular L9(0,2) usando os dados da tabela do Exemplo

35J
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Exemplo: polinomio de Lagrange de grau 2 |

Exemplo 4 Calcular L9(0,2) usando os dados da tabela do Exemplo
1| 0 1 2
x; 0,1 | 06 | 0,8 |
y;  1,22113,320 14,953

e Férmula de Lagrange (B]) com n = 2

 (z—z) (T —29) (z—20)(x—122) (x—x0)(x—21)
Lo{e) = (20—21)(x0—72) e (z1—20) (21 —29) i (w0 —x0)(T2—171)

(0,2 — 0,6)(0,2 — 0,8)
(0,1 — 0,6)(0,1 — 0,8)

0,2 —-0,1)(0,2—=0,8
+3,320( ’ IO, ’ >+
(0,6 —0,1)(0,6 — 0,8)

L5(0,2) = 1,221

(0,2 — 0,1)(0,2 — 0,6)
~~>
(0,8 —0,1)(0,8 — 0,6)

4,953 L5(0,2) = 1,414,

\__ ©2010 FFCE 36J
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Exemplo: polinomio de Lagrange de grau 2 cont. |

o Erro com Lo(x): 1,414 — e2*V2 = —0,078.
o Erro com Li(x): 1,641 — e?*V2 = 0,149,
e Firro com L9(0,2) menor que com L1(0,2).

\__ ©2010 FFCE 37J
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g ¢ p p G p

Exemplo: polinomio de Lagrange de grau 2 cont. |

o Erro com Lo(x): 1,414 — e2*V2 = —0,078.
o Erro com Li(x): 1,641 — e?*V2 = 0,149,
e Firro com L9(0,2) menor que com L1(0,2).

e Grau do polinomio interpolador aumenta: exatidao melhora.

e Interpolacao de Lagrange: menor esfor¢co computacional que sistema linear.

\__ ©2010 FFCE 38J
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e Seja a matriz

\ (©2010 FFCE

Dispositivo pratico |

T — Ty TO— T]1 T)— T
r1—Ty) T—T] T1— X9
To— T) T —T] T — T9

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \

:CO_.CCTL
:U]__an
£E2_xn
ZC—CEn

39J
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e Seja a matriz

\ ©2010 FFCf

Dispositivo pratico |

rT—T) TO—T] TO— T -
x| —T) T—T] T1—T9 -

G=|x9o—20 xo—T1 T — T9

e Acrescentando o termo (x — x;)/(x —

;) na fracao de (f))

x2 o o o

Capitulo 3:

ZL‘()—ZUn
:Cl_xn
5132—23”
x_ajn

Interpolagdo polinomial \

L — Xy
Z%H —Lx >
=0 :Ez_ajj x_ajz
JF#

e (;: produto dos elementos da (i + 1)-ésima linha de G.

e (G;: produto dos elementos da diagonal principal da matriz G.

40J
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Exemplo: uso do dispositivo pratico |

Exemplo 5 Determinar Ls(0,2) por (6 usando os dados do Exemplo [l

\ (©2010 FFCE 41J
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Exemplo: uso do dispositivo pratico |

Exemplo 5 Determinar Ls(0,2) por (6 usando os dados do Exemplo [l

02—0,10,1-0,601—0.8] 0,1 —0,5 —0,7
e MatrizG= [06—-0,102—-0606—-08]| =105 —-04 —0,2 |
108-0,108-0602-08| |07 0206

e Produtos de elementos de GG,
Gd — (071)(_074)(_076> — 070247 GO — <071>(_075><_077) = 0,035,
G1=(0,5)(—0,4)(—0,2) = 0,040 e Gy =(0,7)(0,2)(—0,6) = —0,084.

\ (©2010 FFCE 42J
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Exemplo: uso do dispositivo pratico |

Exemplo 5 Determinar Ls(0,2) por (6] usando os dados do Exemplo Wl

02—0,101-0601—0,8] 0,1 —0,5 —0,7
e MatrizG= [06—-0,102—-0606—08]| =105 —-04 —0,2 |
1 08-0108-0,602-08] |07 02—06

e Produtos de elementos de GG,
Gg=(0,1)(—=0,4)(—0,6) = 0,024, Gy = (0,1)(—0,5)(—0,7) = 0,035,
G1=(0,5)(—0,4)(—=0,2) = 0,040 e G9 = (0,7)(0,2)(—0,6) = —0,084.
e Usando (0) com n = 2,
Lo(x) =Gy (é—% + é—ll + é—é)
e Valor interpolado

1221 3,320 4,953
L5(0.2) = 0,024 = ’ ’
2(02) =0, (0,035 0,010 T Zo04

) ~ L5(0,2) = 1,414.
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Algoritmo: interpolacdo de Lagrange |

Algoritmo Polinémio_Lagrange
{ Objetivo: Interpolar valor em tabela usando polinomio de Lagrange }
parametrosdeentrada m, x, y, z
{ nimero de pontos, abscissas, ordenadas e valor a interpolar }
parametrosdesaida r { valor interpolado }
r< 0
para i < 1 até m faca
c 1;:d<+ 1
para j < 1 até m faca
se | # j entao
¢ cx(z—x(j)); d + d = (x(i) — x(j))
fimse
fimpara
r<—r+y(i)*xc/d
fimpara
fimalgoritmo

\ (©2010 FFCE

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Complexidade: interpolacao de Lagrange |

Operacoes Complexidade
adicoes on? +3n+ 1
multiplicacoes | 2n2 + 3n + 1
divisoes n—+1

e n: grau do polinomio interpolador.

\ ©2010 FFCf
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algoritmo,

m =3

x = 0.1000 0.6000

y =1.2210  3.3200

z = 0.2000

% fornecem o resultado
r = 1.4141

\\\7()2010 FFCE

Exemplo: uso do algoritmo |

Exemplo 6 Resolver o problema do Exemplo 4| utilizando uma implementacao do

%» 0Os parametros de entrada

0.8000
4.9530

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\
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Polinomios de Newton I

e Pontos (x;,4;), 1 =0,1,2,...,n da funcao y = f(x).
e Operador de diferenca dividida A" de ordem i:
o Ordem 0: AVy; = y; = [z].

Ay — ANy oy —y;

e Ordem 1: Ayi — — — [ZIZZ', :CZ'_H].
e L Lit1 —

\ (©2010 FFCE
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Polinomios de Newton I

e Operador de diferenca dividida A* de ordem i:
o Ordem 0: AVy; = 1; = [2].
Ay — ANy oy —y

\ (©2010 FFCE

e Pontos (z;,y;), 1 =0,1,2,...,n da funcao y = f(x).

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Ordem 1: Ay; = = = |24, Tjaq].
Li+1 — L4 Li+1 — Ly
A1 — A
e Ordem 2: A2yi — Yitl i — [CCZ', Li41, ZL‘H_Q].
Li42 — T4

48J
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e Ordem 0: Ay, = y; = [z].

ANy — Ay oy —

Polinomios de Newton I

e Pontos (z;,y;), 1 =0,1,2,...,n da funcao y = f(x).
e Operador de diferenca dividida A* de ordem i:

\ (©2010 FFCE

e Ordem 1: Ay; = = = |24, Tjaq].
Li+1 — Xy Li+1 — Ly
a2 Dy — Ay,
o Ordem 2: A%y; = = [T, Tj11, Tig o).
Li4+2 — Ly
An_ly- o An—l ,
COAT i+1 Yi
e Ordem n: A"y, = = |Tj, Tiady - Titp)-
Litn — Ly

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\
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Propriedades dos operadores de diferencas divididas |

e Teorema 1 (Diferencas divididas) Se y = f(x) for um polinomio de
grau n, entao suas diferencas divididas de ordem n + 1 sao identicamente

nulas, isto €, |x,xqy, x1,...,Tn] =0V z,
An—ly, _ An—l .
n 141 Yi
e sendo A"y; = . ' = i, Tit 1, s Tian)-
Li+n — L4

\__ ©2010 FFCE SOJ
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\ ©2010 FFCf

Exemplo |

Exemplo 7 Verificar a tabela de diferencas divididas do polinomio
y = bad — 22° — x + 3 para alguns pontos z; no intervalo [0; 0,9]

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

(

Ly

Yi

ANy;

Ay,

Ny,

Ay,

0
1
2
3
4
D

0,0
0.2
0.3
0.4
0,7
0,9

3.000
2,760
2,655
2,600
3.035
4125
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\ ©2010 FFCf

Exemplo |

Exemplo 7 Verificar a tabela de diferencas divididas do polinomio
y = bad — 22° — x + 3 para alguns pontos z; no intervalo [0; 0,9]

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

ix oy Ay Ay Ny Ay,
0100 3.000 —1.20

1022760 —1.05

210.32.655 —0.55

310.42.600 145

41073035 545

509 4,125

52J
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Exemplo |

Exemplo 7 Verificar a tabela de diferencas divididas do polinomio
y = bad — 22° — x + 3 para alguns pontos z; no intervalo [0; 0,9]

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

ix oy Ay Ay Ny Ay,
0003000 —1.20 05

1022760 —1.05 25

2103 2,655 —0.55 5.0

310426000 145 80
41073035 545

509 4,125

53J
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\ ©2010 FFCf

Exemplo |

Exemplo 7 Verificar a tabela de diferencas divididas do polinomio
y = bad — 22° — x + 3 para alguns pontos z; no intervalo [0; 0,9]

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

ix oy Ay Ay Ny Ay,
0003000 =120 05 | 5
1022760 —1.05 25 | 5

2103 2,655 =055 50 | 5
310426000 145 80
41073035 545

509 4,125

54J
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Exemplo |

Exemplo 7 Verificar a tabela de diferencas divididas do polinomio
y = bad — 22° — x + 3 para alguns pontos z; no intervalo [0; 0,9]

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Ay,

Ny,

&4

vixp oy Ay Yi
010,0 3,000 —1,20| 0,5 5] 0
1022760 —=1.05 25 5 | 0
2103 2,655 =055 50 | 5
310426000 145 80
41073035 545

509 4,125

55J
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Formula de Newton I

e Sejam n + 1 pontos (x;,¥;), ¢ =0,1,2,...,n, com x; distintos, tais que
y; = P(x;), sendo P(x) um polinomio de grau n.

e Diferenca dividida de ordem 1

1) = =0 ) = Play) + (o, ael(o — )

\ ©2010 FFCE 56J
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Formula de Newton I

e Sejam n + 1 pontos (x;,¥;), ¢ =0,1,2,...,n, com x; distintos, tais que
y; = P(x;), sendo P(x) um polinomio de grau n.

e Diferenca dividida de ordem 1

1) = =0 ) = Play) + (o, ael(o — )

e Diferenca dividida de ordem 2

[ZC,ZU()] o [370,331]
T — T

@, 30, 71] = ~ |z, o] = [z, 11 + [, 20, 1) (T — T1).

\__ ©2010 FFCf 57J
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Formula de Newton I

e Sejam n + 1 pontos (x;,¥;), ¢ =0,1,2,...,n, com x; distintos, tais que
y; = P(x;), sendo P(x) um polinomio de grau n.

e Diferenca dividida de ordem 1

1) = =0 ) = Play) + (o, ael(o — )

e Diferenca dividida de ordem 2

[ZC,ZU()] o [3:07371]
T — T

@, 30, 71] = ~ |z, o] = [z, 11 + [, 20, 1) (T — T1).

e Substituindo

P(x) = P(xo) + |xo, 21](z — 20) + [, 20, 21)(2 — x0)(x — 21).

\__ ©2010 FFCf 58J
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Formula de Newton cont. I

e Diferenca dividida de ordem 3

x, x0, v1] — |70, 1, T2)]
>
T — X9

T, 20, 21, 22| =
1z, 20, 1) = |70, 71, X2] + [T, T, T1, V2| (T — X9).
e Substituindo
P(x) = P(x) + |20, z1](x — 20) + |20, 71, 22| (¥ — 20) (0 — 21) +

z, xg, 21, 2ol (x — wo) (T — 21) (T — 29).
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Formula de Newton cont. I

e Continuando o desenvolvimento de [:L’, 0, T1, 5132],

P(x) = P(xg) + [x0, 21](x — z0) + |20, 21, 22)(T — 20) (2 — 1) +
X0, 21, T2, r3|(r — xp)(x — x1) (T —x9) + ... +

20,21, .., Tl — o) —21) .. (T — 2pHpq)

T, 20,21, Tp)(x —x0)(x —21) ... (T — Xp).

— 4+

e Sendo P(x) um polinomio de grau n, pelo Teorema

x, xg, 1, ..., 20| = 0.

\__ ©2010 FFCE 60J
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Formula de Newton cont. I

e Continuando o desenvolvimento de [CL’, 0, T1, ZUQ],

P(x) = P(xq) + [ro, v1)(x — 20) + [20, 21, T2 (7 — 20)(T — 1) +

=+ ;Q?o,xl,CCQ,.Tg](CU o 'CCO)(CE o 5171)(517 T CCQ) T ... T
+ :xo,azl,...,azn](z —x0)(x —x1) ... (x —xpH_1) +
+ |z, 20,21, - -, Tpl(x — xo)(x —21) ... (T — Xp).

e Sendo P(x) um polinomio de grau n, pelo Teorema
x, xg, 1, ..., 20| = 0.
e Polinomio de Newton de grau n

Py(z) :y0+Ay0(x—x0)+A2yo(x—xo)(x—x1)+. ANy (z—x0). . (2—20_1),

\ (©2010 FFCE 61J
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Formula de Newton cont. I

e Continuando o desenvolvimento de |z, g, x1, 9],
P(z) = P(xg) + [0, z1](x — 0) + [0, 21, 22)(x — 20)(z — 21) +

=+ ;.170,331,332,.173](33 o J:O)(x T .CEl)(ZU o CI?Q) T ... T
+ :xo,azl,...,xn](w —x)(x—x1) ... (x —xp_1) +
+ |z, 20,21, - -, Tpl(x — x)(x —21) ... (T — Xp).

e Sendo P(x) um polinomio de grau n, pelo Teorema
x, xo, 21, ..., 2n| = 0.
e Polinomio de Newton de grau n
Py (z) =yo+ Ayg(z—z0)+A2yo(z—0) (2—21)+. . AN yo(2—20). . .(T—2pH_1),

n 1—1
Pu(x)=yo+ Y Ny |[(x—z)). (7)
-1 j=0

\ (©2010 FFCE 62J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Exemplo: polinomio de Newton de grau 1 |

Exemplo 8 Calcular P;(0,2) a partir dos dados

X

0,1

0.6

Y

1,221

3.320 ]

63J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

X

0,1

0.6

Y

1,221

3.320 ]

e Para (7)) com n =1,

e Tabela de diferencas divididas

\\\7()2010 FFCE

Pi(x) = yo + Ayg(x — x0).

Exemplo: polinomio de Newton de grau 1 |

Exemplo 8 Calcular P;(0,2) a partir dos dados

64J//
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

X

0.1

0.6

Y

1,221

3.320

e Para ([7]) com n =1,

e Tabela de diferencas divididas

Pi(x) = yo + Ayo(z — x0).

(

Yi

Ny;

0
1

0,111,221 4,198 |
0,613,320

\\\7()2010 FFCE

Exemplo: polinomio de Newton de grau 1 |

Exemplo 8 Calcular P;(0,2) a partir dos dados
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Exemplo: polinomio de Newton de grau 1 |

Exemplo 8 Calcular P;(0,2) a partir dos dados

v 01 ] 06
y1.221]3320°

e Para (7)) com n =1,
Pi(x) = yo + Ayg(x — x0).

e Tabela de diferencas divididas

vxp oy Ay,
010,111,221 4,198 .
110.613.320

e Valor interpolado

P(0,2) = 1,221 4 4,198(0,2 — 0,1) ~» P;(0,2) = 1,641.
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

e Polinomio de grau 1 via sistema linear,

Y1 — Yo (QC
T — X
Pi(x) = yo + Ayo(x — x0).

Pi(x) = yo +

\\\7()2010 FFCE

Comparacao dos polinomios via sistema linear e de Newton |

o :l%))a
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Comparacao dos polinomios via sistema linear e de Newton |

e Polinomio de grau 1 via sistema linear,

Pi(x) = yo + Ayo(x — x0).
e Polinomio de grau 1 de Newton,

Pi(x) = yo + Ayo(z — x0).

\__ ©2010 FFCE 68J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Exemplo: polinomio de Newton de grau 2 |

Exemplo 9 Determinar P»(1,2) usando os dados

X

0.9

1.1

2.0

Y

3211

2 809

1,614

69J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Para ([7]) com n = 2,

\ ©2010 FFCf

X

0.9

1.1

2.0

Y

3211

2 809

1,614

Exemplo: polinomio de Newton de grau 2 |

Exemplo 9 Determinar P»(1,2) usando os dados

Py(x) = yo + Ayo(z — 20) + Aoz — z0)(z — 21).
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Para ([7]) com n = 2,

\ ©2010 FFCf

Exemplo: polinomio de Newton de grau 2 |

Exemplo 9 Determinar P»(1,2) usando os dados

X

0.9

1.1

2.0

y 3,211

2 809

1,614

e Tabela de diferencas divididas

Py(x) = yo + Ayo(z — 20) + Aoz — z0)(z — 21).

iy Ay | Ay,
0093211 —2.0100.620
111,112,809 —1,328
212.0/1,614

71J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Para (7)) com n = 2,

e Valor interpolado

\ ©2010 FFCf

Exemplo: polinomio de Newton de grau 2 |

Exemplo 9 Determinar P»(1,2) usando os dados

X

0.9

1.1

2.0

(TS

211

2.809

1,614

e Tabela de diferencas divididas

Py(x) = yo + Ayo(z — 20) + A yo(z — 20)(z — 21).

iy Ay | Ay
01093211 —2.010 0,620
111,112,809 —1.328 |
21201614

P5(1,2) = 3,211 + (—2,010)(1,2 — 0,9) + (0,620)(1,2 — 0,9)(1,2 — 1,1) ~»

Py(1,2) = 2,627.
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Exemplo: polinomio de Newton de grau 4 |

Exemplo 10 Calcular Py(0,2) a partir de

X

0,1

0.3

0.4

0,6

0.7

Y

0,3162

05477

0,6325

0,7746

0,8367

\\\7()2010 FFCE
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: polinomio de Newton de grau 4 |

Exemplo 10 Calcular Py(0,2) a partir de

X

0,1

0.3

0.4

0.6

0.7

Y

0,3162

05477

0,6325

0,7746

0,8367

e Para ([7]) com n = 4,

\\\7()2010 FFCE

Py(x)=yo + Ayo(z — z0) + Ayo(x — 20)(x — 21) +

Nyo(z — m0)(z — 1) (T — 22) +

ANyo(x — @) (2 — 21)(x — 29)(z — 3).
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: polinomio de Newton de grau 4 cont. |

e Tabela de diferencas divididas

Doy Ay ANy Ny Ay,
010.1 03162 1.1575| —1.0317 | 1.1468| —1.2447
110,310,547710,8480  —0,4583 | 0,4000
210.40,6325 0,7105| —0,2983

310.6/0.7746 | 0.6210

407)0.8367
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: polinomio de Newton de grau 4 cont. |

e Tabela de diferencas divididas

L

Yi

Ny;

=~ W DN — O .

0.1
0.3
0.4
0,6
0,7

0,3162
0,5477
0,6325
0,7746
0,8367

1,1575
0,8480
0,7105
0,6210

P4(0,2)=0,4456.

\ ©2010 FFCf

e Valor interpolado

P4(0,2)=0,3162 + 1,1575(0,1) + (—1,0317)(0,1)(—0,1)+

1,1468(0,1)(—0,1)(—0,2) + (—1,2447)(0,1)(—0,1)(—0,2)(—0,4) ~
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Avaliacao do polinémio de Newton |

e Seja o polinomio (7)),

n 1—1
Pp(z) =yo+ » Ny ][z —=j).
i=1 =0

e Avaliando pelo processo de Horner,
Po(2)=( . .(&N'yo(z—2p1)+ N yo) (z—2p2)+. . .+
Nyo)(z—21)+ Ayo) (2 —x0) +y0-
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Algoritmo: interpolacdo de Newton |

Algoritmo Polinomio_Newton
{ Objetivo: Interpolar valor em tabela usando polinomio de Newton }
parametrosdeentrada m, x, y, z

{ nimero de pontos, abscissas, ordenadas e valor a interpolar }
parametrosdesaida r { valor interpolado }

para i < 1 até mfaca

Dely(i) < y(i)

fimpara

{ construgao das diferencas divididas }

para k < 1 até m— 1 faca

para /i < m até k + 1 passo —I faca =
Dely(i) <— (Dely(i) — Dely(i — 1))/(x(i) — x(i — k))
fimpara
fimpara
{ avaliacdo do polinomio pelo processo de Horner }
r < Dely(m)

para i < m — 1 até 1 passo —I faca
r < rx(z—x(i))+ Dely(i)
fimpara
fimalgoritmo
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Vetor auxiliar Dely |

e Construir a tabela de diferencas divididas.

e Economizar espaco de memdria: valores de Nyg, Ay, ... , Alyg sdo
armazenados nas primeiras n + 1 posicoes de Dely.

\ ©2010 FFCE 79J
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g ¢ p p G p

Vetor auxiliar Dely |

e Construir a tabela de diferencas divididas.

e Economizar espaco de memdria: valores de Ayy, Ayg, ... , Ay sdo
armazenados nas primeiras n + 1 posicoes de Dely.

e Para cinco pontos

z: i Dely'™ Dely'?) Dely'®) | Dely!*
vo yy| Nyg | Nyy | Ay | Ay

r1yr Ayg | ADyg | Ayy | Ay
To Yo Ay | Ny | Nyg | Ny

r3 3] Ays | Ny | Nyg | Ny

Ot =~ W DN /| =,

zylys Ayz | Ny | Ny | Ay

e onde De/yi(k> significa i-ésima posicao do vetor Dely na k-ésima repeticao do

comando para k < 1 até m — 1 faca.

\ (©2010 FFCE 8OJ
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Complexidade: interpolacdao de Newton |

Operacoes Complexidade
adicoes on? + 4n
multiplicacoes n

divisoes %nQ -+ %n

=

e n: grau do polinomio interpolador.

81J
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Exemplo: uso do algoritmo |

Exemplo 11 Calcular P4(0,2) a partir dos dados da tabela do Exemplo [10] usando
o falgoritmol.

% Os parametros de entrada

m =5

x = 0.1000 0.3000 0.4000 0.6000 0.7000
y = 0.3162 0.5477 0.6325 0.7746 0.8367

z = 0.2000
%» produzem o resultado
r = 0.4456

\\\7()2010 FFCE 824//
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m=>5

x = 0.1000
y = 0.3162
z = 0.2000

r = 0.4456

\\\7()2010 FFCE

0.3000
0.5477

% produzem o resultado

% 0Os parametros de entrada

0.4000
0.6325

Exemplo: uso do algoritmo |

0.6000
0.7746

0.7000
0.8367

Exemplo 11 Calcular Py(0,2) a partir dos dados da tabela do Exemplo
o falgoritmol.

e Seqiiencia de vetores Dely produzida pelo algoritmo

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

10 usando

i x|y | Dely™ | Dely'® | Dely® | Dely”

110,10,3162] 0,3162] 0,3162] 03162 0,3162
2103105477 1,1575| 1.1575| 1,1575| 1,1575
310,4]0,6325| 0,8480 | —1,0317| —1,0317 | —1,0317
410,6/0,7746 | 0,7105 —04583 | 1,1468| 1,1468
510,7]0,8367] 0,6210 —0,2983 | 0,4000 —1,2447

8;//
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T

SN H NS X B 3 KH NS X B

H N < X B

Calculo de P1(0,2)

= 2

= 0.1000 0.3000

= 0.3162 0.5477

= 0.2000

= 0.4320

Calculo de P2(0,2)

= 3

= 0.1000 0.3000 0.4000
= 0.3162 0.5477 0.6325
= 0.2000

= 0.4423

Calculo de P3(0,2)

= 4

= 0.1000 0.3000 0.4000
= 0.3162 0.5477 0.6325
= 0.2000

= 0.4446

\\\7()2010 FFCE

Exemplo: uso do algoritmo |

Exemplo 12 Calcular P;(0,2), P5(0,2) e P3(0,2) usando os dados da tabela do
Exemplo (10| e o falgoritmo.

0.6000
0.7746

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

8@//
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Exemplo: uso do algoritmo cont. |

e Sendo y = /x: valor exato /0,2 & 0,4472.

e Diferenca entre valor interpolado e exato

P,(0,2)

|Pa(0,2) — /0,2

0,4320
0,4423
0,4446
0,4456

=0 N S

0,0152
0,0049
0,0026
0,0016

\\\7()2010 FFCE

e Diferenca diminui a medida que grau do polinomio interpolador aumenta.

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

854//
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e Ordem 1: Ay;
e Ordem 2: A?y;
e Ordem n: A"y,

\ ©2010 FFCf

Polinémios de Gregory-Newton |

e Valores das abscissas x; igualmente espacados.

= Ay = AV = yi1 — i,
= Ayip1 — Ay,
= A"y — Ay,

Capitulo 3:

e Funcao y = f(x) passa pelos pontos (z;,y;), ¢t =0,1,2,.
iyl — T; =hVi.

o Operador de diferenca finita ascendente A de ordem i

e Ordem 0: AYy; =y,

Interpolagdo polinomial \\\

n, sendo

86J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: calculo da tabela de diferencas finitas |

Exemplo 13 Verificar a tabela de diferencas finitas

(

L

Yi

Ay;

A%y

A3y,

Ay,

= W N = O

3.5
4.0
45
5,0
5,5

0,82
10,91
12,05
13,14
16,19

87J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: calculo da tabela de diferencas finitas |

Exemplo 13 Verificar a tabela de diferencas finitas

(

L

Yi

Ay;

A%y

A3y,

Ay,

= W N = O

3.5
4.0
45
5,0
5,5

0,82
10,91
12,05
13,14
16,19

1,09
1,14
1,09
3.05

88J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: calculo da tabela de diferencas finitas |

Exemplo 13 Verificar a tabela de diferencas finitas

iz oy | Ay A%y Ay Aty
0135 982109 005

14,0 1091/1.14 —0.05
2451205 1.09 1,96

315.0 13,14 3.05

4155/16,19

89J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: calculo da tabela de diferencas finitas |

Exemplo 13 Verificar a tabela de diferencas finitas

iowp oy Ay Ay Ay Aty
0135 982 1.09 005 —0.10
114.011091 1,14 —0,05 2,01
21451205 1,09 1,96

315.0 13.143.05

4551619

90J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: calculo da tabela de diferencas finitas |

Exemplo 13 Verificar a tabela de diferencas finitas

iowp oy Ay Ay Ay Aty
0135 982109 005 —0.10 211
114.011091 1,14 —0,05 2,01
21451205 1,09 1,96

315.0 13.143.05

4551619

91J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Relacdo entre os operadores de diferenca finita e dividida |

A"y,
n, i
Ayi = nlhn | (8)
Exemplo 14 Para a tabela do Exemplo [13]
Ay 10,91 — 9,82 1,09
Ayg = —— ’ = ——— =218
D= 7 Ta0-35 105 °°
AQ
2. Y1
AV =02 ™
vimus  yo—yi  13.14—12.05  12,05—10.01
Ays — Ayy _ xg—xQQ B :c;—xll _ 5,0—-45  45—40 _ —0,05 — 010
T3 — X1 r3 — T 5,0 —4.,0 210,52 T
\@2010 FFCE 92J
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Formula de Gregory-Newton |

e Polinomio interpolador de Newton

o) =yo+ Ayo(z—z0) + N yo(w—x0)(2—21) + . + A yg(z—20). . .(2—2p_1).

\ ©2010 FFCE 93J
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Formula de Gregory-Newton |

e Polinomio interpolador de Newton

o) =yo+ Ayo(z—z0) + N yo(w—x0)(2—21) + . + A yg(z—20). . .(2—2p_1).

e Variavel auxiliar
r — T
Uy = u(x) = .

h

\ (©2010 FFCE 94J
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Formula de Gregory-Newton |

e Polinomio interpolador de Newton

o) =yo+ Ayo(z—z0) + N yo(w—x0)(2—21) + . + A yg(z—20). . .(2—2p_1).

e Variavel auxiliar
r — T
Uy = u(x) = .

h

e Verifica-se que
r — xg = hug,

r—xy=x—(xpg+h)=xz—20—h=huy—h~z—21 =h(uy — 1),
r—x9=x— (xg+2h) =0 — 29— 2h = huy — 2h ~ © — 29 = h(uy — 2),

r—2,_1=x—(xg+(n—1)h)=x—29—(n—1)h~ x—x,_1 = h(uz—n+1).

\__ ©2010 FFCE 95J
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Formula de Gregory-Newton cont. |

e Substituindo na férmula de Newton e aplicando a relacao (8) entre operadores,

B Ay A2yq
Pp(x)=yp + m ——hug + 52 —Shuzh(uy — 1)+ ... +
Ay
—n huzh(ugz —1)... h(uz —n+1).

A2y A"y

Pp(x) = yo+ Aygug + Ug(ug—1)4.. .+

- Ug(ug—1) .. (up—n+1),

\__ ©2010 FFCE 96J
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Formula de Gregory-Newton cont. |

e Substituindo na férmula de Newton e aplicando a relacao (8) entre operadores,

B Ay A2yq
Pp(x)=yp + m ——hug + 52 —Shuzh(uy — 1)+ ... +
Ay
—n huzh(ugz —1)... h(uz —n+1).

AZ AT
?JO x( 1)+ o Yo

Pp(x) = yo+ Aypug + Ug(ug—1) ... (up—n+1),

n!

n Nyo 1—1
T)=yo+ Y - I [ —3) 9)
i—1 =0

\__ ©2010 FFCE 97J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

X

0,1

0.6

Y

1,221

3.320 ]

\\\7()2010 FFCE

Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 1 |

Exemplo 15 Calcular Pj(0,2), usando os dados da tabela do Exemplo

984//
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Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 1 |

Exemplo 15 Calcular Pj(0,2), usando os dados da tabela do Exemplo

v 01 ] 06
y1.221]3320°

e Usando (9) comn =1: Pi(z) = yy + Aypuy.

e Tabela de diferencas finitas

\__ ©2010 FFCE 99J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Tabela de diferencas finitas

\ ©2010 FFCf

X

0.1

0.6

Y

1,221

3.320

e Usando (9) comn =1: Pi(z) = yy + Aypuy.

L

Yi

Ay;

0,111,22112,099 .
0,613,320

Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 1 |

Exemplo 15 Calcular Pj(0,2), usando os dados da tabela do Exemplo
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Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 1 |

Exemplo 15 Calcular Pj(0,2), usando os dados da tabela do Exemplo

v 01 ] 06
y1.221]3320°

e Usando (9) comn =1: Pi(z) = yy + Aypuy.

e Tabela de diferencas finitas

voxp oy | Ay
001 1.221 2,099
110,613,320

T —x) _ 0,2 —0,1 02
h 0,5

e Variavel auxiliar u, =

\ ©2010 FFCE 101J
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Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 1 |

Exemplo 15 Calcular Pj(0,2), usando os dados da tabela do Exemplo

v 01 ] 06
y1.221]3320°

e Usando (9) comn =1: Pi(z) = yy + Aypuy.

e Tabela de diferencas finitas

AR RAY

010.11.221 2,009 .

10,6 3.320
— 2—0.1

x ZCO:O, 0, — 02
h 0,9

e Valor interpolado: Pj(0,2) = 1,221 + 2,099(0,2) ~ P;(0,2) = 1,641.

e Mesmos resultados: (1)) no Exemplo [1], por (f]) no Exemplo [3 e por ([7]) no
Exemplo [§|

e Variavel auxiliar u, =

\ (©2010 FFCE 102J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

e Polinomio de grau 1 via sistema linear

T — X

Comparacao dos polinémios via sistema linear e de Gregory-Newton |

Pi(z) = yo + (11 — vo)

P1<33) = yp + Aypuyg.

\ (©2010 FFCf

T1 — T
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Comparacao dos polindmios via sistema linear e de Gregory-Newton |

e Polinomio de grau 1 via sistema linear

T — X

P () — _
1(z) =vyo+ (n yo)xl_xo,

Pi(z) = yo + Aypus.

e Polinomio de grau 1 de Gregory-Newton

Pi(x) = yo + Ayouy.

\ (©2010 FFCf 104J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Exemplo 16 Calcular P»(115) a partir da tabela

\ (©2010 FFCf

Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 2 |

110

120 | 130

2041

2079 2,114
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo 16 Calcular P»(115) a partir da tabela

\ ©2010 FFCf

Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 2 |

X

110

120 | 130

Y

2041

2079 2,114

2
e Usando (@) comn =2: Py(x)=yy+ Ayouy + #ux(ux —1).
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Tabela de diferencas finitas

Exemplo 16 Calcular P»(115) a partir da tabela

Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 2 |

x| 110

120

130

y 2,041

2.079

2114

iy Ay Ay
01110 2.041 0.038 —0.003
1120/2,079 0,035 |
2 13012,114

\ ©2010 FFCf

2
e Usando (@) comn =2: Py(x)=yy+ Ayouy + #ux(ux —1).
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Tabela de diferencas finitas

Exemplo 16 Calcular P»(115) a partir da tabela

Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 2 |

x| 110

120

130

y 2,041

2.079

2114

e Variavel auxiliar u, =

h

\ ©2010 FFCf

10

i x|y Ay | Ay
01110 2.041 0.038 —0.003
1120/2,079 0,035 |
2 13012,114
— 115 — 110

L0 —05.

2
e Usando (@) comn =2: Py(x)=yy+ Ayouy + #ux(uaj —1).
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Exemplo: polinomio de Gregory-Newton de grau 2 |

x| 110 | 120 | 130
y 2,04112,079 12,114

Exemplo 16 Calcular P»(115) a partir da tabela

2
e Usando (@) comn =2: Py(x)=yy+ Ayouy + #ux(ux —1).

e Tabela de diferencas finitas

iy Ay A%y
0/11012,041/0,038 | —0,003
11120 12.0791 0,035 |
2113012.114
r—x9 115 —110
Ao 10

e Variavel auxiliar u, =

0,5.

e Valor interpolado
—0,003

Py(115) = 2,041 + (0,038)(0,5) + (0,5)(0,5 — 1) ~ Py(115) = 2,060.

\__ ©2010 FFCE 109J
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Algoritmo: interpolacao de Gregory-Newton |

Algoritmo Polinomio_Gregory-Newton
{ Objetivo: Interpolar valor em tabela usando polinomio de Gregory-Newton }
parametrosdeentrada m, x, y, z

{ nimero de pontos, abscissas, ordenadas e valor a interpolar }
parametrosdesaida r { valor interpolado }

para i < 1 até m faca

Dely (i) <= y(i)

fimpara

{ construcao das diferencas finitas }

para k < 1 até m — 1 faca

para i < m até k + 1 passo —1 faca pe
Dely(i) <— Dely(i) — Dely(i — 1)
fimpara
fimpara

{ avaliagdo do polinomio pelo processo de Horner }
u e (z - x(1))/(x(2) — x(1))
r < Dely(m)
para i < m — 1 até 1 passo —I faca
r<rx(u—i+1)/i+ Dely(i)
fimpara
fimalgoritmo

\ (©2010 FFCE 110J
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Avaliacao do polinémio de Gregory-Newton |

e Seja o polinomio (9)

(A

n Nyo 1—1
Pn<x):y0+z T H(ux_]>
1=1 7=0

e Avaliando pelo processo de Horner,

Ur — N+1 Ur — 1 Uy —
Pn(x):<<<...(ﬁny0 = - >+...+A2y0> ”72 +Ay0> ”71 >+yo.

\ (©2010 FFCE 111J
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Vetor auxiliar Dely |

e Construir a tabela de diferencas finitas.

e Economizar espaco de memdria: valores de Alyg, Ayg, ... , Ay sdo
armazenados nas primeiras n + 1 posicoes de Dely.

\ (©2010 FFCf 112J




Algoritmos Numéricos 2% edicgdo Capitulo 3: Interpolacido polinomial
g ¢ p p G p

Vetor auxiliar Dely |

e Construir a tabela de diferencas finitas.

e Economizar espaco de memdria: valores de Ay, Ayg, ... , Ay sdo
armazenados nas primeiras n + 1 posicoes de Dely.

e Para quatro pontos

z: y; Dely'V Dely!? Dely!®

? i | |
Lo yo AVyg  Alyy | Ay
2lz1iy1 Ayo  |Ayo  Ayp
3wo 0 Ay Afyy Ay
4wz iy3 Ayp Ay Adyg
e onde De/y-<k> significa i-ésima posicao do vetor Dely na k-ésima repeticao do

/
comando para k < 1 até m — 1 faca.

\ (©2010 FFCE 113J
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Complexidade: interpolacdo de Gregory-Newton |

Operacoes Complexidade

adicoes n? 4+ 4n + 2

=

multiplicacoes n

divisoes n-+1

e n: grau do polinomio interpolador.

e Comparacao com a lcomplexidade do algoritmo de Newton.

e Algoritmo de Gregory-Newton apresenta uma complexidade menor em relacao
a operacao de divisao.

\ (©2010 FFCE 114J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Exemplo: uso do algoritmo |
Exemplo 17 Calcular P»(115) com os dados da tabela do Exemplo |16/ usando o
algoritmo,
% Os parametros de entrada
m =3
x = 110 120 130
y = 2.0410 2.0790 2.1140
z = 115
% produzem o resultado
r = 2.0604
\@2010 FFCE 115J
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\\\7()2010 FFCE

m =3

x = 110

y = 2.0410
z = 115

% Os parametros de entrada

120 130

2.0790

% produzem o resultado
r = 2.0604

Exemplo: uso do algoritmo |

2.1140

Exemplo 17 Calcular P»(115) com os dados da tabela do Exemplo
algoritmo,

e Seqiencia de vetores Dely produzida pelo algoritmo

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

16

i 2y | Dely't) Dely®
1/110/2.041 2,041 2,041
21120 12,079] 0,038 0,038/
31130 2,114 0,035 —0,003

usando o
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Escolha dos pontos para interpolacao |

e [ixemplos usando todos os pontos da tabela.

e Fiscolher n 4+ 1 pontos dentre os m valores de uma tabela, sendo m > n + 1.
e Construir um polinomio interpolador de grau n.

e Nao se devem construir polinomios de grau elevado por causa do erro de
arredondamento.

e Deve-se evitar uma extrapolacao: z ¢ |xq, xp.

\ (©2010 FFCE 117J
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dados

\ ©2010 FFCf

Exemplo: escolha de pontos |

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo 18 Interpolar z = 1,4 usando um polinomio de terceiro grau com os

0.7

1.2

1,3

15

2.0

2.3

2.6

0,043

1,928

2497

3 875

9.000

13,467

19.176




Algoritmos Numéricos 2% edicgdo Capitulo 3: Interpolacido polinomial
g ¢ p p G p

Exemplo: escolha de pontos |

Exemplo 18 Interpolar z = 1,4 usando um polinomio de terceiro grau com os
dados

2z 07 121131151201 23 | 26
y 0.043 1,928 2.497/3.875/9.000| 13,467 19.176 ]

e 520 necessarios 4 pontos para determinar um polinomio interpolador de grau 3.

e Ponto interpolado deve ser o mais proximo possivel destes 4 pontos.

\ (©2010 FFCE 119J
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Exemplo: escolha de pontos |

Exemplo 18 Interpolar z = 1,4 usando um polinomio de terceiro grau com os

dados

2 07 [ 1213115120 23 | 26
y 0.04311,92812,4973.875 9,000 13,467 19,176

e 520 necessarios 4 pontos para determinar um polinomio interpolador de grau 3.

e Ponto interpolado deve ser o mais proximo possivel destes 4 pontos.

e Passo 1: escolher 2 pontos, sendo que z = 1,4 deve estar entre 1,3 e 1,5.

\ (©2010 FFCE 120J
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Exemplo: escolha de pontos |

Exemplo 18 Interpolar z = 1,4 usando um polinomio de terceiro grau com os

dados

2 07 [ 1213115120 23 | 26
y 0.04311,92812,4973.875 9,000 13,467 19,176

e 520 necessarios 4 pontos para determinar um polinomio interpolador de grau 3.

e Ponto interpolado deve ser o mais proximo possivel destes 4 pontos.
e Passo 1: escolher 2 pontos, sendo que z = 1,4 deve estar entre 1,3 e 1,5.

e Passo 2: terceiro ponto sera 1,2 enao 2.0: 1.4 —1,2<2,0—1,4.

\ (©2010 FFCE 121J
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Exemplo: escolha de pontos |

Exemplo 18 Interpolar z = 1,4 usando um polinomio de terceiro grau com os

dados

2 07 [ 1213115120 23 | 26
y 0.04311,92812,4973.875 9,000 13,467 19,176

e 520 necessarios 4 pontos para determinar um polinomio interpolador de grau 3.

e Ponto interpolado deve ser o mais proximo possivel destes 4 pontos.

e Passo 1: escolher 2 pontos, sendo que z = 1,4 deve estar entre 1,3 e 1,5.
e Passo 2: terceiro ponto sera 1,2 enao 2.0: 1.4 —1,2<2,0—1,4.

e Passo 3: quarto ponto sera 2,0 e nao 0,7: 2,0 — 1,4 < 1,4 —0,7.

\ (©2010 FFCE 122J
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Exemplo: escolha de pontos |

Exemplo 18 Interpolar z = 1,4 usando um polinomio de terceiro grau com os
dados

2 07 [ 12 13 15120 23 | 26
y 0,04311,928/2.497 3.875 9,000 13,467 19,176 '

e 520 necessarios 4 pontos para determinar um polinomio interpolador de grau 3.

e Ponto interpolado deve ser o mais proximo possivel destes 4 pontos.

e Passo 1: escolher 2 pontos, sendo que z = 1,4 deve estar entre 1,3 e 1,5.
e Passo 2: terceiro ponto sera 1,2 enao 2,0: 1,4 — 1.2 <2,0—1.,4.

e Passo 3: quarto ponto sera 2.0 enao 0,7: 2.0 — 14 <14 —0.7.

e A interpolacao cibica utilizara os quatro pontos

o0 1] 2 |3
v 1213 15 20 |
y; 1,928]2,4973.875 9,000
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e Pontos utilizados:

\ (©2010 FFCE

Célculo de L3(1,4)

i 0 1 2 |3
7 12 113 15 20 |
y; | 1,928]2.497]3.8759.000

e Matriz GG para o polinomio de Lagrange

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\
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e Pontos utilizados:

G —

\ ©2010 FFCf

Célculo de L3(1,4)

i 0 1 2 |3
7 12 113 15 20 |
y; | 1,928]2.497]3.8759.000

e Matriz GG para o polinomio de Lagrange

(14-1212-1312-151,2—2,0]
13-1,214—-131,3—1,51,3—2,0
15-1215-1,31,4—1,51,5—2,0

12,0-1,22,0-1,32,0-1,5 1,4-2,0_

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

0,2 —

0,1
0,3

0,8

0,1 —0.3 —0,8
0,1 —0,2 —0.7
0,2 —0,1 —0,5 |
0,7 0,5 —0,6 |
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e Pontos utilizados:

Célculo de L3(1,4)

1|0 | 2 3
x;, 1.2 | 1.3 15 | 2,0 |
y; | 1,928 12,497 3.87519,000

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Matriz GG para o polinomio de Lagrange
(14-1212-1312-151,2—2,0]
1,3—1214-1,31,3—1,51,3—2.0
1,0—1215-1,314—-151,5—2,0
12,0-1,22,0-1,32,0-1,51,4-2,0

e Produtos de G

0.2 —0,1 —0,3 —0.87
0,1 0,1 —02—0.7
0,3 02 —-01-05]

0,8 0,7 0,5-06

G:

G = (0,2)(0,1)(=0,1)(—0,6) = 1,2.1073,
Go = (0,2)(=0,1)(=0,3)(—0,8) = —4,8.107%,
G1 = (0,1)(0,1)(—0,2)(—0,7) = 1,4.1073,
Go = (0,3)(0,2)(=0,1)(—=0,5) = 3,0.1073,
Gs = (0,8)(0,7)(0,5)(—0,6) = —1,68.10~1

\ ©2010 FFCf
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Célculo de L3(1,4)

e Usando () com n = 3,

Lofe) = G

Y0

91

G

_|_

G

cont.

Y2

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Y3

+G2

_I_

G

)
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Célculo de L3(1,4) cont.

e Usando () com n = 3,
yo . Y1 Y2 Y3
L =G
3= G (Go Yo Ta G3>7
1928 2497 3875 9,000
—3T —3T 3T 1|~
481073 141073 301073 —1.68.10

L3(1,4) =1,21073 (

L3(1,4) = 3,144.
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Erro de truncamento da interpolacdo polinomial |

e Frro cometido ao aproximar uma fungao f(x) por polinomio interpolador.

e Sendo Py (x) um polinomio interpolador de grau n de Lagrange, Newton ou
Gregory-Newton,

n-+1 n
_ {n+(1§?H($_m’ Ty < &< xp .
=0

Th(x)

\ (©2010 FFCE 129J
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Erro de truncamento da interpolacdo polinomial |

e Frro cometido ao aproximar uma fungao f(x) por polinomio interpolador.

e Sendo Py (x) um polinomio interpolador de grau n de Lagrange, Newton ou
Gregory-Newton,

e T
Tp(z) = E— H(m —x;), 19 < & < T,
1=0
e Funcao f(x) definida no intervalo [a, b] que contém os pontos xq, 1, ..., Tn.

e Supondo que a derivada f*T1(x) existe e é continua no intervalo (a, b).

\__ ©2010 FFCE 130J
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Erro de truncamento da interpolacdo polinomial |

e Frro cometido ao aproximar uma fungao f(x) por polinomio interpolador.

e Sendo Py (x) um polinomio interpolador de grau n de Lagrange, Newton ou
Gregory-Newton,

e T
Th(z) = 1) Zl_%(a: —x;), g < & < xp. (10)
e uncao f(x) definida no intervalo [a, b] que contém os pontos xq, 1, ..., Tn.

e Supondo que a derivada f*T1(x) existe e é continua no intervalo (a, b).

e Na pratica, £ é tomado como o ponto no intervalo [zq, xy| C (a,b), onde
f”“(aj) apresenta o maior valor em maodulo.

e Fixpressao de Tj,(x) fornece a cota maxima do erro de truncamento.

\ (©2010 FFCE 131J
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Exemplo: erro de truncamento |

Exemplo 19 Sendo f(z) = 2% + 322 + 1, calcular Py(0,1) e T5(0,1) a partir de

X

0.0

0,2

0.4

Y

1,0000

1,1232

15312

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\
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Exemplo: erro de truncamento |

Exemplo 19 Sendo f(z) = 2% + 322 + 1, calcular Py(0,1) e T5(0,1) a partir de
] 00 | 02 | 04
y 11,0000 11232 15312

2
e Célculo de P%(0,1): Po(x) = yo + Aygug + #u,f(ux —1).

e Tabela de diferencas finitas

vi |y Ay A%y

0,0 1,0000]0,1232]0,2848

0.2 1,1232/0,4080 |

0.4 15312

r—x9 0,1 =00
h 0.2

O — Of .

e Variavel auxiliar: u, = ~ Uy = 0,5.

e Valor interpolado

0,2848
P5(0,1) = 1,0000 + 0,1232(0,5) + —

(0,5)(0,5 — 1) ~» P5(0,1) = 1,0260.
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Calculo do erro de truncamento I
e Calculo de T5(0,1)

fla)=2c" +32° + 1, f(x) =8 + 6z, f"(x) = 242> +6, f"(x) = 48z ~
¢ =0.4.

e
3!

(0,1 —0,0)(0,1 — 0,2)(0,1 — 0,4) ~ T5(0,1) = 0,0096.

T5(x)
48(0,4)

(z — z0) (T — 21) (7 — 29) €

T2<071> —

\ (©2010 FFCf 134J
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Calculo do erro de truncamento I
e Calculo de T5(0,1)

fla)=2c" +32° + 1, f(x) =8 + 6z, f"(x) = 242> +6, f"(x) = 48z ~
¢ =0.4.

e
3!

(0,1 —0,0)(0,1 — 0,2)(0,1 — 0,4) ~ T5(0,1) = 0,0096.

T5(x)
48(0,4)

(x —xp)(x — 1) (T —29) €

T5(0,1) =

e Cota maxima do erro de truncamento.

e Frro real cometido

[£(0,1) — Py(0,1)] = [1,0302 — 1,0260| = 0,0042 < T5(0,1).
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g ¢ p p G p

Influéncia da escolha dos pontos no erro de truncamento |

e Frro de truncamento: analise tedrica da interpolacao.

e Frro de truncamento é diretamente proporcional ao produto das distancias
entre o valor interpolado e os pontos-base

n+1 n
_ {n%—(lé;? ][z =), m9 <& <an
=0

Th(x)

e Pontos escolhidos para construir o polinomio interpolador devem ser os mais
proximos do ponto a ser interpolado.

\__ ©2010 FFCE 136J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Exemplo: influéncia da escolha dos pontos |

flz)=e* —2? —u.

Exemplo 20 Verificar a influencia da escolha dos pontos, usando a funcao
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e Tabela de f(x)

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: influéncia da escolha dos pontos |

flz)=e" —2? — .

Exemplo 20 Verificar a influéncia da escolha dos pontos, usando a funcao

X

1.1

1.4

1.9

21

2,0

3,0

3.2

v 0.694210,6952

1,1759

1,6562

3 4325

80855

11,0925

\\\7()2010 FFCE

e Calcular P»(2,2): necessarios 3 pontos.

e Pontos de abscissas ¢ = 2,1 e x = 2,5.
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Exemplo: influéncia da escolha dos pontos |

e Tabela de f(x)

flz)=e* —2° —u.

Exemplo 20 Verificar a influencia da escolha dos pontos, usando a funcao

X

1.1

14

1,9

21

2.0

3,0

3.2

Y

0,6942

0,6952

1,1759

1,6562

34325

80855

11,0925

\\\7()2010 FFCE

e Calcular P»(2,2): necessarios 3 pontos.

e Pontos de abscissas v = 2,1 e v = 2.5.

e Terceiro ponto: escolhido entre x4, = 1,9 e x5, = 3.0.

e Pontos nao igualmente espacados: método de Lagrange ou de Newton.
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Calculo de P5(2,2) com z, = 1,9

e Célculo de P 4(2,2) por Newton

X

1,9

2.1

2,0

Y

1,1759

1,6562

34325 |

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\
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e Valor interpolado

\ ©2010 FFCf

Calculo de P»(2,2) com z, = 1,9

e Célculo de P 4(2,2) por Newton

X

1.9

21

2.5

Y

1,1759

1,6562

34325

e Tabela de diferencas divididas

o Por ([7) com n = 2: Py(x) = yg + Ayp(z — z0) + Nyg(x — 2)(x — z7).

Ly

Yi

ANy;

Ny

O — O <.

1.9
21
25

1,1759
1,6562
3 4325

2.4015
4.4408

33088

Py 4(2,2) = 1,1759 4 2,4015(2,2 — 1,9) + 3,3988(2,2 — 1,9)(2,2 — 2,1) ~»

Py 4(2,2) = 1,9983.

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \

Calculo de T5(2,2) com z, = 1,9

e Erro de truncamento, por ([10]), para n = 2,

e

Tyalz) = 7z — 2o)(z — 21)(z — 2), para algum €, 7y <& < 22

e Cota maxima do erro de truncamento

(@) =e" €€ (1,9; 2,5) = £ =25,

2.5
T) 4(2,2) = %(2,2 —1,9)(2,2 = 2,1)(2,2 — 2,5) ~ Th 4(2,2) = —0,0183.

e Valor negativo indica interpolacao por excesso: % 4(2,2) > f(2,2).
e [irro real cometido

£(2,2) = Py.g(2,2)] = 1,9850 — 1,9983] = 0,0133 < |T5.4(2,2)]-
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Calculo de P5(2,2) com z;, = 3,0

e Célculo de P, p(2,2) por Newton

X

21

2,0

3,0

Y

1,6562

34325

80855

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\
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e Valor interpolado

\ ©2010 FFCf

Calculo de P5(2,2) com z;, = 3,0

e Célculo de P, p(2,2) por Newton

X

21

2,0

Y

1,6562

34325

e Tabela de diferencas divididas

L

Yi

Ay;

O — O .

2.1
2.5
3.0

1,6562
34325
8 0855

4 4408
9.3060

Py 3(2,2) = 1,6562 + 4,4408(2,2 — 2,1) + 5,4058(2,2 — 2,1)(2,2 — 2,5) ~>

Py (2,2) = 1,9381.

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \

Célculo de T5(2,2) com z; = 3,0

e Cota maxima do erro de truncamento

f'z)=¢" €€(2,1; 3,0) = & =30,

3.0
Ty 5(2,2) = %(2,2 —2,1)(2,2 = 2,5)(2,2 — 3,0) ~» T5(2,2) = 0,0303.

e Valor positivo indica interpolagao por falta: P 5(2,2) < f(2,2).
e [rro real

1£(2,2) — Py3(2,2)] = [1,9850 — 1,9381| = 0,0469 < |T55(2,2)].
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Célculo de T5(2,2) com z; = 3,0

e Cota maxima do erro de truncamento

f'z)=¢" €€(2,1; 3,0) = & =30,

3.0
Ty 5(2,2) = %(2,2 —2,1)(2,2 = 2,5)(2,2 — 3,0) ~» T5(2,2) = 0,0303.

e Valor positivo indica interpolagao por falta: P 5(2,2) < f(2,2).
e [rro real

1£(2,2) — Py3(2,2)] = [1,9850 — 1,9381| = 0,0469 < |T55(2,2)].

e Comparagao entre os dois pontos z;

v |y —220T5;(2,2) f(2,2) — P (2,2)
19 03 | —0,0183 —0,0133
30 08 | 00803 0,0469
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g ¢ p p G p

Comparacado das complexidades: tabelas |

Polinomio Adicoes Multiplicacoes | Divisoes
Lagrange M2+ 3n+12n°+3n+1 n+1
Newton on? + 4n n %712 + %n
Gregory-Newton | n? +4n+2 |n n—+1

e n: grau do polinomio interpolador.
e Polinomios de Gregory-Newton: menor complexidade para adicao.

e Divisao: complexidades lineares de Lagrange e Gregory-Newton, enquanto
Newton é quadratico.

e Polinomios de Lagrange: menos eficientes em termos de multiplicacao.
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \

Polinémios de complexidade

Adicao

\ ©2010 FFCf

T T T
- Lagrange
60 - == Newton / /_
——  Gregory—Newton s
501
40
(%]
Q
0
o
©
<
30
20
10
| | | | | | |
1 1,5 2 2,5 3 3,5 4,5

14

12

[y
o

Divisdes
0]

Comparacao das complexidades: graficos |

Polinémios de complexidade

Newton /
Gregory—Newton ,

e Polinomios de grau n > 2 e pontos igualmente espacados: Gregory-Newton;

e Polinomio de grau n = 1 ou pontos nao igualmente espacados: Newton.

Divisao

148J
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Splines clbicos |

e Sejam n + 1 pontos (x;,y;), t =0,1,2,...,n, com

T <1 <...<Tp-1<Ip.

e Construir n polinomios interpoladores ctbicos s;(x): splines ctibicos.

e Passam por dois pontos sucessivos (x;, ;) € (T;11,Y;+1), sendo cada
polinomio utilizado no intervalo |x;, x;1].

e Total de n polinomios na forma

si(z) = aj(x — ;) + bj(x — ) > +eiw—a) +d;, i =0,1,2,...,n—1. (11)

\ (©2010 FFCf 149J
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e Condicoes

\ ©2010 FFCf

e Obtem-se por

12

a

15

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Condicoes dos splines clbicos |

e Passam por (x;,¥;) e s@o continuos,

si(x;)) =1 1=0,1,2,....,.n—1¢e sp_1(xn) = yn, (12)
si(@it1) = sit1(@it1), ©=0,1,2,...,n—2. (13)
e Inclinacoes e concavidades sao continuas,
sh(wiq1) = Sé+1(£€i_|_1), i1=0,1,2,...,n— 2, (14)
st (1) = 541 (@ig1), 1=0,1,2,...,n —2. (15)
11)) n equacoes com 4n incognitas: a;, b;, ¢; e d;.

fornecem apenas 4n — 2 equacoes.

e 520 necessarias mais 2 equacoes para calcular todas as 4n incognitas.




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \

Calculo dos coeficientes I

e Para x = x; em ([11)) e comparando com (12
si(xi) = d;,
di:yl-,i:O,l,Q,...,n—l. (16)

e Para x = x; 1 em ([11]) e comparando com ([13)) em vista de ([12

Si(ziv1) = Sit1(Tis1) = Yit1,
>
a; (i1 — 15)° + bl — 23)* + ci(wipn — ;) + di = i,
e Definindo
hi = xi11 — T4, (17)

e ¢ substituindo ((16)),

aih? + bih% +cihi +y; = Y1 (18)
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Calculo dos coeficientes cont. I

e As derivadas de (|11]) sao
sh(x) = 3a;(x — ;)% + 2bi(x — ;) + ¢, (19)
s'(z) = 6a;(z — ;) + 2b;. (20)
e Para x = x; em (20
s (x7) = 6aj(x; — ;) + 2b;,
s (x
b; = @(20,/@_0,1,2,...,71—1. (21)
e Para x = x; 1 em (20))
si (2i41) = 6aj(zip1 — x;) + 2b;.
e Em vista de ([19]) e substituindo ([17]) e (21
”(:1: )
z+1<372+1) = 6a;h; +2— 5
\@2010 FFCE 152J
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Calculo dos coeficientes cont. I

st (ip1) — 85 ()

6h;
e Substituindo (|16]), (21) e (22) em ({18
7, 7,

3¢+1(%‘+1> — 32/<5I3i)h3 n S; (24)
Gh; !

e [ixplicitando a;

a; = i=0,1,2,....n—1. (22)

)

2
hi + cihi +Yi = Yit1-

e [ixplicitando ¢;

st (Tip1) + 287 (24)

c; = Ay; — 7 hi, 1=0,1,2,....,.n—1, (23)
e sendo A\y; o operador de diferenca dividida

hi
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e sendo

\ (©2010 FFCf

e Para:1=0,1,2,...

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\

Coeficientes dos splines cubicos |

.n— 1

sy (zip1) — st ()

a; =




Algoritmos Numéricos 2% edicgdo Capitulo 3: Interpolacido polinomial
g ¢ p p G p

Sistema linear subdeterminado I

e As inclinacoes de dois splines cubicos adjacentes s;_1(x) e s;(x) sao iguais no
ponto comum (x;, y;)

si_1(xi) = s3(z;).
e Em vista de ([19),
31 (2 — xi—1)"+2b_1 (2 — 1)+ ¢i—1 = 3aj(w; — m;) +2b; (2, — ;) + ¢;.

e Substituindo ([17]), (21)), (22) e (123
si (@) = si_1(®io1) Si—1(Zi-1) Vi — Yio1 8 (@) + 287 (@)
3— — h; 2 %iz hi_ — — hi_
6hi_1 -t 2 IR 6 :
_ Y1~ Y 5@+1<33z+1> + 25”<$z>h
hi 6 "
e Simplificando, obtém-se a i-ésima equacao parat=1,2,3,...,n—1

hi18i_y(2i—1) +2(hi—1+h)sg (25) + hisileq (2i41) = 6(43% Ayi_1). (25)
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Sistema linear subdeterminado cont. |

e Sistema linear subdeterminado com n — 1 equacoes e n + 1 incognitas.

e Sistema linear

20

1o 2(ho+hi)

2<h1 —|—h2)
ho 2<h2—|—h3) hs

e Solugao: s (x;), 1 =0,1,2,...,n.

¢ da forma

ho

hn—2 2 (hn—2 + hn—l) hn—l

e [ista eliminacao pode ocorrer de varias formas.

Ny — Ay

Nyo— Ayy

Ny3— Ay
_&yn—l - Ayn—Q_

e Lliminar 2 incognitas: sistema linear com matriz quadrada de ordem n — 1.
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Splines cubicos naturais |

e Forma mais simples e freqientemente usada de eliminar duas incognitas do

sistema (25
sp(@0) =0, 26)
si(xp) =0
e Substituir s(j(zg) na primeira equagao do sistema e s, (xp) na ltima.
e Sistema linear tridiagonal simétrico
O(ho+hi) M W o) - Ay — Ay
hq 2(h1—|—h2> ho 8/2/(332) AyZ_Ayl
ho 2(h2—|—h3> hs Sé’(ﬂ?g) —0 Alyg—AXyQ
i hn—Q Q(hn—2+hn—1)_ _8;7{_1<xn—1>_ _myn—l . Ayn_2_
(27)
e Solugao fornece as n — 1 derivadas s/ (z;),i =1,2,3,...,n — 1.
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Exemplo: construcdo do sistema tridiagonal simétrico |

Exemplo 21 Dados os pontos (1,2), (2,4), (4,1), (6,3) e (7,3), calcular as
segundas derivadas 57’;’ (), 1 =0,1,2,3,4 dos splines cubicos naturais.

e Calculo de h; por (|17

ho=x1—xg=2—1~hg=1, hi=29—21=4—2~ h| =2,
ho=x3—x190=06—4~ho=2, hg=x4—23=7—06~ hy=1.

e Calulo de Ay;, usando (24

— 4 — 32 — 1—4
Alyozyl 70 = —— ~ Ayp = 2, Ay1=y2 Jl = ——~ Ay = —1,5;
ho 1 hy 2

— 3—1 — 3— 3
My =" 2 =1, Ay =BT g =0
ha 2 hs 1
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Exemplo: construcdo do sistema tridiagonal simétrico cont. |

e Substituindo em (27)),

2(1+2) 2 0 st (1) - —15-2 | —4,7
2 2(242) 2 si(xa) | =6|1—(=15) | ~ s"(x)=| 36|
0 2 2(241) || sh(x3) o 0—1 | —2,2

e Segundas derivadas

sh(zg) = 0; s(z1) = —4,7; s5(x9) = 3,6; s5(x3) = —2,2; s}j(wy) = 0.
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Exemplo: determinacdo dos splines cubicos naturais |

Exemplo 22 A partir dos pontos do Exemplo 21|, determinar as equacoes dos
quatro splines cibicos naturais na forma

si(z) = aj(x — z;)° + bi(x — z;)* + ¢cj(x —x) +d;, i=0,1,2,...,n— 1,
e sendo as segundas derivadas

so(zo) = 0; sy (1) = =47, sh(wg) = 3,6; s3(x3) = —2,2; sy(x4) = 0.
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Spline natural sy(x)

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

\ ©2010 FFCf

— 5/1/(;1;1) — 56’(:1:0) _ —4.7 —0 s an _4_7
! 6hq 6 x 1 VT 60’
/!
0
by — 30<2370) ~dop=0
/! /!
+2 —47+2 %0 167
(@:A%_ﬁﬂm) SﬂﬂmmZQ_ 742X 1o g = 20T,
6 6 60
dy = yo ~ dy = 2,
A7 167
s0(%) = —( 1)? + 0z — 1)° + (@ —1)+2.
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Spline natural s1(x)

\ ©2010 FFCf

o salwa) —siler) 36— (=47) 83
! 6h 6 x 2 FT 1207

o sile) AT 4T

! 2 2 L= Ty
s (xo) + 25" (x 3.06+2x —4.7

Cl:Ayl_ 2( 2) - 1( 1)h1:—1,5— 9 + ; ; ><2/\/>01:
di =y ~ dy = 4,
33 o AT , 13
=z —2P — (2 =22+ —(z—2)+4

() 120( ) 20(37 ) +3O(£€ ) +

13

)

30
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Spline natural sy(x)

o Sg<373)—8,2/<332) _ —2,2—3,6,\f>a _ _@
: 6ho G x 2 2760’
/!
3,0 9
2 2 5|
s (xa) + 254 (x —22+2x3,6 2
CQZAyQ_ 3( 3)6 2( 2>h2:1_ 7_|_6 9 XQMCQZ—g,
do =Yg~ dy =1,
29 9
82(:1:):—@(a:—4)3+5(33—4)2——(x—4)+1

\ ©2010 FFCE 163J
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Spline natural s3(x)

 sy(zy) —s5(z3) 00— (—2,2) 11
az = — ~ 43 = o,
6hs 6 x 1 30
/
by — 53 (x3) =22 by — 1
2 10
sh(x4) + 25k (x3) 042 x —2,2 11
63:&y3—4 z 3 ha =0 — ; ><1’\/>(33:1—5,
d3 = y3 ~ d3 = 3,
11 . 11 , 11
33(:1:):%(:1:—6) —1—0(513—6) +1—5(:17—6)+3

\ (©2010 FFCf
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\ ©2010 FFCf

Derivadas dos splines naturais |

@) = oz~ 12+ o e sfi() = —1 (z ~ 1),
(o) = o =22 - e =)+ 5 e @) = (w2 —
ha) = —o(z 47+ Ta—4) — 3 o shla) = ——(x—4) + =
sh(w) = %(ZC —6)% — %(x — 06) +% e s5(x) = %(m —6) — %

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\
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\ ©2010 FFCf

Continuidade dos splines naturais |

e Os splines sao continuos: s;(x;41) = Sj1(j41)

s0(2) = 51(2) =4, s1(4) =s2(4) =1 e s59(6) = s3(6) = 3.

e Primeiras derivadas continuas: sj(z41) = s, (241

13 2 11
H2) = $12) = 22, $h(8) = shd) = —2 o sh(6) = 55(6) = -
o Segundas derivadas continuas: s7 (z;11) = s, (1)
A7 18 11
2 =2 = T A= H =2 ¢ 6) = 46 =




Algoritmos Numéricos 2% edicgdo Capitulo 3: Interpolacido polinomial
g ¢ p p G p

Exemplo: interpolacao com splines cubicos naturais |

Exemplo 23 Interpolar os valores z = 1,2; 2.9; 5,2 e 6,7 usando os splines cubicos
naturais obtidos no Exemplo 22,

50(1,2) = —(1,2 — 17+ 0(1,2 — 1)* + 16%7(1,2 — 1) +2 = 2,5504:
s1(2,9) = 18230(2 9 —2)3 — 32(2,9 —2)% + ;—3(2,9 —2) +4 = 2,9907:
59(5,2) = —%(5,2 — 43+ 2(5,2 —4)? — %(5,2 — 4)+ 1 = 1,9568:
55(6,7) = ?1)—(1)(6,7 —6)% — %(6 7—6)° + 1;(6,7 —6) 4+ 3 = 3,1001.

\__ ©2010 FFCE 167J
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Graficos dos splines cubicos naturais |

splines cubicos naturais

e Legenda o: pares (x;,y;); ——: splines so(x) e so(x); — si(x) e s3(x); e A:
valores interpolados.

e Splines s;(x) esbogados além de seus intervalos de utilizagao |x;, z;11].

\__ ©2010 FFCE 168J
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Algoritmo: Derivadas s/ (x;) dos splines cibicos naturais

Algoritmo Splines_naturais
{ Objetivo: Calcular as segundas derivadas para os splines cibicos naturais }
parametrosdeentrada n, x, y
{ nimero de pontos dados, abscissas em ordem crescente e ordenadas }
parametros desaida s2, CondErro
{ segundas derivadas e condigao de erro }
se n < 3 entao, CondErro < 1, abandone, fimse; CondErro < 0
{ construgao do sistema tridiagonal simétrico }
m<—n—2; Ha < x(2) — x(1); Deltaa < (y(2) — y(1))/Ha
para i < 1 até m faca
Hb < x(i+2) — x(i 4+ 1); Deltab < (y(i +2) —y(i+ 1))/Hb
e(i) <— Hb; d(i) < 2 % (Ha + Hb)
s2(i + 1) < 6 * (Deltab — Deltaa); Ha < Hb; Deltaa <— Deltab
fimpara
{ eliminagao de Gauss }
para i < 2 até m faca
t<e(i—1)/d(i—1);d(i)«d(i)—txe(i—1);s2(i+ 1)<« s2(i+1)—tx*s2(i)
fimpara
{ solucao por substituigoes retroativas }
s2(m+ 1)<« s2(m+1)/d(m)
para i < m até 2 passo —I faca
S2(i) « (s2(i) —e(i—1)xs2(i+ 1))/d(i— 1)
fimpara
s2(1)«+0;s2(m+2)«+ 0
fimalgoritmo

\ (©2010 FFCE

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\
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Complexidade: Derivadas s?(x;) dos splines cibicos naturais

Operacoes Complexidade

adicoes 20n — 47

multiplicacoes bn — 13

divisoes 3n—7

e n: numero de pontos, n > 3.

\ ©2010 FFCE 170J
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n=2>5
x =1 2 4
y = 2 4 1

s2 =0 -4.7000
CondErro = 0

\ (©2010 FFCE

% Os parametros de entrada

6
3

% produzem os resultados

3.6000

Exemplo: uso do algoritmo |

Exemplo 24 Resolver o Exemplo 21| usando o

-2.2000

algoritmo,

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial ‘\\
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e Impoe-se a condicao

Splines cuibicos extrapolados I

e Outra forma de eliminar duas incognitas do sistema linear

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

29)).

so (1) = 81 (x1) e sp_o(zn—1) = sy (wp-1), (28)
o sendo s’ (z) obtido da derivacao de (20)).
e 'm vista de (22
s” (xiiq) — s (x;
s (x) = (i) = i ’>, i=0,1,2.....n—1. (29)
hi
\@2010 FFCE 172J
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Calculo das derivadas I

e Considere em (28): sy (z1) = s{"(x1).
e Avaliando em (29)

s1(@1) — sg(wg) _ sh(wa) — sf(a1)
ho hy |

n,« (ho+hy)s(z1) = hosh(x2)

e A partir da condigao de (28): /" ,(xp—1) = s (zp—1)

3;7/,_1(517n—1> — SZ_Q(xn—Q) Sg(xn) — 5%_1(3771—1)

hn—Q hn—l ’

(hp—1 + hn—2)5;;—1(37n—1> - hn—lsg_Q(xn—Q)

n—

\\\7()2010 FFCE
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

e Substituindo s{j(zp) na primeira equacao de
um sistema linear tridiagonal nao simétrico

<h0+h1)(h0—|—2h1) h% — h(Q)

20

Sistema linear tridiagonal n3o simétrico |

) e s/'(xy) na tltima, tem-se

_ i}
hl hl S/ll(xl)
h1 2(h1+h2> ho 82 (:CQ)
hy  2(ho+hs) hs :
hy o—hi (hp—14+hn—2)(hy—1+2h,_9) 1
h h _Sn—l(xn—1>_
| n—2 n—2 _
ANy — Ay
Ayo— Ny
=0| Ay3—Ays
_Ayn—l _Ayn—Q_ ( )
30
e Solugao: derivadas s/ (z;), i =1,2,3,...,n— 1.
\ ©2010 FFCf 174J
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Calculo das derivadas cont. I

e As derivadas s{j(z) e sp(zy,) sdo dadas por

7 - (ho + h1)5/1/(5’71> — hOS/Q/($2> )

L (31)
(hp—1+ hp—2)s! _(xp_1) — hp_18) _o(xp_2)

hn—2 y,

Sg(fﬂn) =

e A derivada s{(xp) ¢ uma extrapolagao linear de s{(x1) e sh(z2).
o £ ) () ¢ uma extrapolacao linear de s/ o(xp_2) e s/ _{(zp_1).
e Fisses splines cibicos se ajustam perfeitamente a uma y = f(x) cibica.

e [istes splines sao também conhecidos como not-a-knot.

\__ ©2010 FFCE 175J
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Exemplo: construcdo do sistema tridiagonal n3o simétrico |

Exemplo 25 Dados os pontos (1,2), (2,4), (4,1), (6,3) e (7,3), calcular as
segundas derivadas sg’ (x;), 1 =0,1,2,3,4 dos splines cubicos extrapolados.

e Calculo de h; por (|17

hy=x1—xg=2—1~hg=1, hi=29—21=4—2~ hy =2,
ho =23 —29=6—4~ ho=2, hg=x4—x3=7—06~ hy=1.

e Calculo de Ay;, usando (24

— 4 — 2 — 1—4
Alyozyl 70 = —— ~ Ayy = 2, AlylzyQ Il = ——~ Ay = —1,5;
h 1 hq 2

— 3—1 — 3—3
AlyQZyS y2=—vﬁlyzzla Ayg:‘m ygz—’\*ﬂlwzo-
ho 2 hs 1

\__ ©2010 FFCE 176J
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Exemplo: construcdo do sistema tridiagonal nao simétrico cont.

e Substituindo em ({30),

(1+2)(1+2x2) 2212 1 i i i
5 5 0 s (1) —1,5-2 ] )
—41/12
2 2(2 + 2) 2 sl(xo) | =6 1—(=1,5) | ~ s"(x)=| 37/12|
—17/12
; 2212 (142)(1+2x2) || h(xs)| | 0-1
_ 2 2 i
e Por (31))
1 +2)x —41/12 —1 x 37/12
st(ag) = L2 /2 M2 oo,
1+2)x —=17/12 —1 x 37/12
st (z4) = 1+2) /2 / = —11/3.
e Segundas derivadas
20 41 37 17 11
so(20) = = s1(21) = 1 sy(2) = o s5(x3) = T sy(g) = 5

\__ ©2010 FFCE 177J
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Exemplo: determinacdo dos splines cubicos extrapolados |

Exemplo 26 A partir dos pontos do Exemplo 25 determinar as equacoes dos
quatro splines cubicos extrapolados na forma

si(z) = aj(x — z;)° + bi(x — z;)* + ¢cj(x —x) +d;, i=0,1,2,...,n— 1,

e sendo as segundas derivadas

y 20 1 30 e, 11

so(rp) = Y s1(z1) = D) sH(w9) = 19’ sg(r3) = ——, sy(@4) = ——

\__ ©2010 FFCE 178J
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Spline extrapolado sy(x)

s{(z1) — s{ () —41/12 — (—20/3) 13
an = ~ AN = —
! 6hq 6 x 1 YL
2
—20/3 10
by — sp(0) _ _/ ~ by = ——,
2 2 3
s (1) + 2s/) () —41/12 + 2 x —20/3 115
CO:AyO— 1 G 0 hO— — / G / XlMCO:g,
dp = yo ~ do = 2,
13 10 115
so(x) = (@ - 1)3—§(:1:— 1)? + o —1)+2

\__ ©2010 FFCE 179J
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Spline extrapolado s1(x)

. sh(wg) — s{(w1) _ 37/12 — (—41/12) 13
Ghy O X 2 24’
7
—41/12 41
by — s1(21) _ / o by =
2 2 24
+ 2 37/12 4+ 2 x —41/12 1
:Ay1—82< 2 81(x1>h1=—1,5— /1242 / X2~ cp = —,
6 6
di = y1 ~ dy =4,
13 41 1
s1(z) = 24(:1:—2) —ﬂ(a:—Q) 4(:1:—2) + 4.
\__ ©2010 FFCE 180J
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Spline extrapolado s(x)

. :Sg<£€3)—82<£€2) —17/12—37/12/\»& :_§
2 6ho 6 % 2 2Ty
I
,  SHwa) _3T12 3T
2 2 24’
9 _
CQZAyQ—SS( 3) + Sz(mg)hzzl_ 17/12+2X37/12X2/\»62:—1,
6 § 12
dy = yo ~ dy = 1,
3 , 37 , 7
82(517>:—é(517—4) +ﬂ(x—4) —E(az—4)+1

\ (©2010 FFCf 181J
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Spline extrapolado s3(x)

v silwy) — s§(wg)  —11/3 - (-17/12) v 3
Ghs 6 x 1 8
_ sh(z3) _ —17/12 s ba 17
: 2 2 ST oy
f 2 —11 2 x —17/12 1
03:Ay3—84(x4>+ sg(xg)hg_ B /3+2x —17/ SR 3
0 §) 12’
d3 = y3 ~ d3 = 3,
3 . 17 , 13
s3(x) = —é(a: —6)° — ﬂ(x —6)° + E(az —6)+3

\ (©2010 FFCf 182J
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Derivadas dos splines extrapolados |

sha) = e =12 = 2= )+ 57 sf@) = e - 1) - Fesfll@) = =
(@) = ol — 2~ o{a—2) — 5, sl@) = Z@—2) ~ T esl(x) =

shla) =~ = 47+ (e —4) = . @) = e = 4)+ o sl@) = —,

sh(x) = —lx — 6)° — <z — 6) + 0o, si(x) =~z —6) — 1L e s'(z) = —.

\__ ©2010 FFCE 183J
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Continuidade dos splines extrapolados |

e Os splines sao continuos: s;(x;11) = sj1(xj41)
s0(2) = s1(2) =4, s1(4) = s2(4) =1 e s$2(6) = s3(6) = 3.

e Primeiras derivadas continuas: s(z;41) = s, (@j41)

1 7 13
h(2) = $4(2) = 5. s(4) = sh(t) = —= © $5(6) = s4(6) = =
o Segundas derivadas continuas: s7 (z;11) = s, (zi11)
41 37 17
(2 = 1@ = 1 W = S = ¢ 6) = (6) = 10
o Terceiras derivadas continuas: s (z1) = s{'(z1) e 87" 5(xp—1) =5 {(xp_1)
13
s (x1) = 81 (21) 59 (2) = s7'(2) = -,
9
sy (v3) = 55 (23) : 55 (6) = 55'(6) = vt

\ (©2010 FFCf 184J
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g ¢ p p G p

Exemplo: interpolacdo com splines clbicos extrapolados |

Exemplo 27 Interpolar os valores z = 1,2; 2.9: 5,2: 6,7 usando os splines cubicos
extrapolados obtidos no Exemplo [26]

13 15
(L (1.2 —1) +2 = 2,8293;

10 )
1,2 -1
(7 ) 24

1,2
80(7) 3

2 1) —

13 11 1
51(2,9) = (2.9 - 2)% — 529 - 2)% — 1(2,9 = 2) +4 = 2,7861;

3 37 7
52(5,2) = —(5.2 - 1) + + 57052 — 1)? — (5.2 —4) +1 = 18720

53(6.7) = —2(6,7 _ 6P — Y762+ i(

6,7 —6) + 3 = 3,2826.
24 )+

\__ ©2010 FFCE 185J
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3,5

1,5

Graficos dos splines cubicos extrapolados |

splines cubicos extrapolados

Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

T

550

valores interpolados.

\ ©2010 FFCf

e Legenda o: pares (x;,y;); ——: splines so(x) e so(x); — s1(x) e s3(x) e A:

e Splines s;(x) esbogados além de seus intervalos de utilizagao |x;, z;1].
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g ¢ p p G p

Algoritmo: Derivadas s (x;) dos splines ctibicos extrapolados

Algoritmo Splines_extrapolados
{ Objetivo: Calcular as segundas derivadas para os splines cibicos extrapolados }
parametrosdeentrada n, x, y { numero de pontos dados, abscissas em ordem crescente e ordenadas }
parametros desaida s2, CondErro { segundas derivadas e condi¢ao de erro }
se n < 4 entao, CondErro <— 1, abandone, fimse; CondErro < 0
{ construgao do sistema tridiagonal nao simétrico }
m<—n—2; Ha < x(2) — x(1); Deltaa < (y(2) — y(1))/Ha
Hb < x(3) — x(2); Deltab < (y(3) — y(2))/Hb; d(1) <— (Ha+ Hb) x (Ha+ 2 x Hb)/Hb
c(2) « (Hb? — Ha®)/Hb; s2(2) < 6 x (Deltab — Deltaa)
para /< 2 até m— 1 faca
Ha < Hb; Deltaa <— Deltab; Hb < x(i + 2) — x(i + 1); Deltab <— (y(i+2) — y(i+ 1))/Hb
d(i) <= 2% (Ha+ Hb); e(i — 1) < Ha; c(i+ 1) < Hb
s2(i+ 1) < 6 *x (Deltab — Deltaa); Ha <— Hb; Deltaa <— Deltab
fimpara
Ha < Hb; Deltaa <— Deltab; Hb < x(n) — x(n — 1); Deltab < (y(n) —y(n—1))/Hb
d(m) < (Ha+ Hb) x (Hb+ 2 % Ha)/Ha; e(m — 1) < (Ha® — Hb?)/Ha; s2(m + 1) < 6  (Deltab — Deltaa)
{ eliminacao de Gauss
para i < 2 até m faga
t<e(i—1)/d(i—1);d(i)«d(i)—txc(i); s2(i+ 1)« s2(i+ 1) — t*s2(i)
fimpara
{ solugao por substituigdes retroativas }
s2(m+ 1)« s2(m+1)/d(m)
para i < m até 2 passo —I faca

s2(i) <= (s2(i) — ()*52(+1))/d(i—1)

fimpara

Ha 3 x(2) —x(1); Hb <— x(3) — x(2); s2(1) < ((Ha+ Hb) % s2(2) — Ha x s2(3))/Hb
ﬁHaf_X(Z_l)_ x(n—2); Hb <= x(n) —x(n—1); s2(m+ 2) < ((Ha+ Hb) x s2(m + 1) — Hb x s2(m))/Ha

malgoritmo

\ ©2010 FFCE IS 187J
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Complexidade: Derivadas s/ (x;) dos splines cubicos extrapolados

Operacoes Complexidade

adicoes 20n — 37

multiplicacoes | 5n — 3

divisoes 3n

e n: numero de pontos, n > 4.

e Operacao de potenciacao (h2) contabilizada como uma multiplicacao.

\__ ©2010 FFCE 188J
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Exemplo: uso do algoritmo |

Exemplo 28 Resolver o Exemplo 25 usando o jalgoritmo,

% Os parametros de entrada

n=2>5
x =1 2 4 6 4
y = 2 4 1 3 3

%y produzem os resultados
s2 = -6.6667 -3.4167 3.0833 -1.4167 -3.6667

CondErro = 0

\\\7()2010 FFCE
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e Calculadas as derivadas s/ (z;)

® scus coeficientes sao

Avaliacao dos splines cubicos I

si(x) = aj(x — 2;)° + bz —

11

dos splines cibicos da forma ([11)),

) el —x)+d;, i=0,1,2...,n—1,

0 — Siy1(Tig1) — 87 (i) \
1 6h@ )
p — 5i(%i)
o2 s 1=0,1,2,....,n—1,
¢ = Ay — Sip1(@iv1) + 257 (@) h
§
di = Yi, )
e sendo .
hi = Tip1 — @,
—a 2 0=0,1,2,...,n— 1.
A = Yi+1 yz’
h; )

\ ©2010 FFCf
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Algoritmo: avaliar splines cubicos |

Algoritmo Splines_avaliar
{ Objetivo: Avaliar os splines ctibicos naturais e extrapolados }
parametrosdeentrada n, x, y, m, z, ts

{ nimero de pontos dados, abscissas em ordem crescente, ordenadas, }

{ nimero de pontos a interpolar, valores a interpolar e tipo de splines }
parametros de saida sz, CondErro

{ valores interpolados e condi¢ao de erro }

se ts = 0 entao

[s2, CondErro| < Splines naturais(n, x, y) (algoritmo)

senao
[s2, CondErro| < Splines_extrapolados(n, x, y) (jalgoritmol)
fimse

se CondErro # 0 entao abandone, fimse; CondErro < 0
para j <+ 1 até m faca
se z(j) > x(1) e z(j) < x(n) entao
{ pesquisa binéria para localizar o intervalo }
inf < 1; sup <+ n k=
repita
se sup — inf < 1 entao interrompa, fimse
ind < trunca((inf + sup)/2)
se x(ind) > z(j) entao sup < ind, senao inf < ind, fimse
fimrepita
{ avaliacao do spline pelo processo de Horner }
h < x(sup) — x(inf); a < (s2(sup) — s2(inf))/(6 % h); b < s2(inf) *x 0,5
c < (y(sup) — y(inf))/h — (s2(sup) + 2 * s2(inf)) « h/6; d < y(inf); h < z(j) — x(inf)
sz(j) < ((axh+b)xh+c)xh+d
escreva inf—1, a, b, ¢, d, z(j), sz(j)
senao
sz(j) < 0; CondErro <— CondErro + 1
fimse
fimpara
fimalgoritmo

\ (©2010 FFCE 191J
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Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \\\

Complexidade: avaliar splines cubicos |

Operacoes Complexidade

adicoes O9m

multiplicacoes| 7m

divisoes 3m

=

e m: numero de pontos a serem avaliados.

\ ©2010 FFCf

e Desconsiderando as operacoes da pesquisa binaria.




Exemplo: avaliacdo de spline cubico natural |

Exemplo 29 Dados os pontos (1,2), (2,4), (4,1), (6,3) e (7,3), interpolar os
valores z = 1,2; 0,1; 2,9; 5,2 e 6,7 usando os splines cubicos naturais.

% Os parametros de entrada

n=>5

x =1 2 4 6 7

y =2 L 1 3 3

m =5

z = 1.2000 0.1000 2.9000 5.2000 6.7000

ts =0

% produzem os resultados

spline a_i b_1 c_1i d_1i z_] sz_]
s_0: -0.7833 0.0000 2.7833 2.0000 1.2000 2.5504
s_1: 0.6917  -2.3500 0.4333 4.0000 2.9000 2.9907
s_2: -0.4833 1.8000 -0.6667 1.0000 5.2000 1.9568
s_3: 0.3667 -1.1000 0.7333 3.0000 6.7000 3.1001
sz = 2.5504 0 2.9907 1.9568 3.1001

CondErro = 1

e CondErro = 1: um valor a interpolar (z(2)) fora do intervalo |1, 7].

e Valor 0 é atribuido a sz(2) (ver Exemplo 23)).
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Exemplo: avaliacdo de spline cibico extrapolado |

Exemplo 30 Dados os pontos (1,2), (2,4), (4,1), (6,3) e (7, 3), interpolar os
valores z = 1.2; 2,9: 0,5; 5,2; 6,7 e 8,3 utilizando os splines cubicos
extrapolados.

% Os parametros de entrada

n=>5

x =1 2 4 6 7

y =2 4 1 3 3

m=6

z = 1.2000 2.9000 0.5000 5.2000 6.7000 8.3000

ts =1

% produzem os resultados

spline a_i b_1i c_1i d_1i z_] sz_]
s_0: 0.5417  -3.3333 4.7917 2.0000 1.2000 2.8293
s_1: 0.5417 -1.7083 -0.2500 4.0000 2.9000 2.7861
s_2: -0.3750 1.5417 -0.5833 1.0000 5.2000 1.8720
s_3: -0.3750 -0.7083 1.0833 3.0000 6.7000 3.2826
sz = 2.8293 2.7861 0 1.8720 3.2826 0

CondErro = 2

e CondErro = 2: dois valores a interpolar (z(3) e z(6)) fora do intervalo |1, 7];

e Variaveis sz(3) e sz(6) recebem valor 0 (ver Exemplo [27)).
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Comparacao dos splines clbicos |

et —2<x <0,
rsen(bx)+1, 0<z <4,

e Seja a funcao

o) =

e definida por n pontos distintos (=2, f(—=2)), (=2 + h, f(—2+ h)),
(_2 + Qha f(_2 + 2h))7 S (47 f(4))7

e sendo h = (4 —(=2))/(n—1).
e Reconstruir a curva de y = f(x) por meio dos splines cubicos.

e Usar m = 121 pontos.

\__ ©2010 FFCE 195J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 3: Interpolagdo polinomial \

Splines cubicos com diferentes nimeros de pontos |

splines naturais dados 7 pontos splines extrapolados dados 7 pontos

o) O pontos - ©) O pontos /
4 funcéo funcéo .
splines - == splines

Splines naturais dados 7 pontos Splines extrapolados dados 7 pontos
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splines naturais dados 13 pontos

Splines cubicos com diferentes nimeros de pontos

splines extrapolados dados 13 pontos

o O  pontos
4 funcéo
splines

pontos
funcéo
splines

Splines naturais dados 13 pontos
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Comparacao de splines cibicos, com m = 121 pontos interpolados |

n=70h=1)

n=13(h=0,)

n =25 (h=0,25)

n =61 (h=0,1)

Natural

Extrapol

Natural

Extrapol

Natural

Extrapol

Natural

Extrapol

~1.95
—0,95
0,05
1,05
2.05
3.05

0,00625
0,01625
0,02107
0,11802
0,51399
0,73943

0,05198
0,02866
0,02496
0,11486
0,50526
0,77121

0,00105
0,00216
0,06734
0,09564
0,23972
0,20128

0,00189
0,00222
0,06788
0,09614
0,24657
0,29666

0,00033
0,00002
0,03382
0,00626
0,00956
0,00100

0,00001
0,00003
0,03382
0,00626
0,00956
0,00062

0,00006
0,00000
0,01022
0,00023
0,00016
0,00036

0,00000
0,00000
0,01022
0,00023
0,00016
0,00036
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