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Capitulo 4: Ajuste de curvas |

4.1 Regressao linear simples

4.2 Qualidade do ajuste

4.3 Regressao linear multipla

4.4 Ajuste via decomposicao em valores singulares

4.5 Diferenca entre regressao e interpolacao

4.6 Exemplos de aplicacao: tensao-deformacao de aco e produto ionico da agua

4.7 Exerciclos

\ (©2009 FFCf QJ




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

Relacoes entre variaveis |

semideterministicas e empiricas.

por uma formula matematica precisa.

as variaveis.
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e Relacoes entre variaveis envolvidas em um experimento: deterministicas,

e Deterministicas: variaveis relacionadas entre si por algum tipo de lei expressa

e Variacao nas observacoes € atribuida a erros experimentais.

e Semideterministicas: alguma teoria prescreve uma forma para a relacao entre

e Realizar experimentos para obter informacoes acerca de parametros do modelo.

e Empiricas: relagoes entre variaveis envolvidas nao sao conhecidas.




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 4: Ajuste de curvas \

Relacdes entre variaveis cont. |

e Determinar uma férmula matematica que relacione as variaveis.

e Diagrama de dispersao: grafico com valores observados das variaveis fornece
idéia da relacao entre elas com algumas variacoes aleatorias.

e Somente com suficiente conhecimento sobre uma relacao empirica é possivel
desenvolver uma teoria que conduza a uma formula matematica
(semideterministica).
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Perturbacao na verdadeira relacao |

e Precisao limitada dos instrumentos de medida.
e Perturbacoes incontrolaveis das condicoes experimentais.

e Fatores que introduzem erros nos dados.

\ (©2009 FFCE
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e Variacao das leituras de uma variavel: erros de medida experimentais e a
outras variaveis, cujos valores se alteram durante um experimento.
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Objetivo do ajuste de curvas |

e Relacionar, por um modelo matemaético, a varidvel resposta (ou dependente)
com o conjunto de variaveis explicativas (ou independentes).

e Para ter controle.
e Determinar algum parametro.

e Fazer previsao acerca do comportamento da variavel resposta.
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Analise de regressao |

e Conjunto de métodos:

e Eistimativa de parametros.

e Analise de variancia e de residuos.
e Testes de hipoteses.

e Lidam com formulacao de modelos matematicos que descrevem relacoes entre
variaveis.

e Modelos com proposito de predicao e outras inferencias estatisticas.

e Ajuste de curvas: determinacao de parametros de modelos semideterministicos.
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Regressao linear simples |

e Relacoes mais simples entre duas variaveis sao as relacoes lineares.

e Variavel independente ou explicativa x € relacionada com a variavel
dependente ou resposta y por meio de um modelo linear

Yy = by + biz.
e Eisbocar os dados em um grafico de coordenadas cartesianas denominado
diagrama de dispersao.

e Diagrama mostra a natureza da relacao intrinseca entre as duas variaveis
estudadas.
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Diagrama de dispersao |

e Variaveis explicativas x e as respostas y

2]03[27145(59[78 m
y 18119313933

Diagrama de disperséo

w w
I3
T T

variavel resposta y
N
ol
T

15

0 1 2 3 4 5 6 7 8
variavel explicativa x
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verdadeira relacao linear.

\ (©2009 FFCE

Retas de regressao |

e Modelo simples que relaciona duas variaveis x e y

y:50—|—51£€+6.

e 5y ¢ B1: parametros a serem estimados.

e Como estimar os parametros 5y e (517

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\

e ¢. componentes desconhecidos e aleatorios de erro que se sobrepoem a
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Modelo 1 I

e Primeira tentativa: obtida por um polinomio interpolador linear.

e Nao se pode tracar uma unica reta que passe por todos os pontos
simultaneamente.

e Reta esbocada a partir de dois pontos quaisquer, por exemplo, o primeiro e o

ultimo
203738
y 1833
e Fquacao da reta u(x) que passa por estes dois pontos
Y1—Yo 373_178
= —x0)=1,8 —0,3)=1,840,2(x—0,3
u(z) ?Jo+x1_x0(l’ ) ’+7,8—0,3<$ 3)=1.8+0,2(x—0,3) ~

u(x) = 1,74 4+ 0,2z.

\ (©2009 FFCE 11J
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Grafico do modelo 1 |

e Modelo 1: u=1,74+0,2z.

e d; = y; — u;: distancia vertical entre o 2-ésimo ponto dado 1; € o ponto
u; = 1,74 4+ 0,22, de mesma abscissa x;.

Ajuste do modelo 1

3,5

T

u4:1,74+0,2x4

2,5

T

15

T
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Qualidade do modelo 1 I

e Qualidade do ajuste: soma de todas as n distancias verticais de y; aos pontos
da reta u; = 1,74 + 0,2z;, considerando valores positivos de d;

n n
— by —bra)” =Y d7,
1=1

D(bo,by) = > (y; — u;)” =
5
D(1,74:0,2) Z(yZ — 1,74 — 0,22;)°.

Mz

1=1 z'=1

e Resultados do ajuste pelo modelo 1: v = 1,74 + 0,2x.

QAN AR

1103/18/1.80 0.00
2197119228 —0.38
314531264 046
45939292 0098
5
D

7813313,30 0,00
(1,74;0,2) = 1,3164
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Modelo 2 |

e Segunda tentativa: também obtida por polinomio interpoladaor linear.

e Tracar a reta por dois pontos quaisquer.

e Pontos escolhidos nao pertencem ao diagrama de dispersao, por exemplo,

x |20
y 213
e Fquacao da reta u(x) que passa por esses pontos
— 3—2
u(a:)zyoerl y0($—$0)=2—|— (x —2)=2+40,25(x —2) ~
T — I 6—2

u(x) = 1,5+ 0,25x.
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Grafico do modelo 2 |

Ajuste do modelo 2

e Modelo 2: uw = 1,5+ 0,25x.

3,5

2,5

15
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Qualidade do modelo 2 |

e Resultados do ajuste do modelo 2

AR d;
1103181575 0225
212.71,9/2.175 —0,275
31453112625 0475,
459392975 0925
578 3.313.450 —0.150
D(1,5,0,25) = 1,2300

e Modelo 2 ¢ mais adequado

\ (©2009 FFCE

D(1,5;0,25) = 1,2300 < D(1,74:0,2) = 1,3164.
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Método dos quadrados minimos |

e Qualidade do ajuste depende da equacao da reta escolhida.

e Reta que nao passa por dois pontos do diagrama de dispersao produziu
resultado melhor.

e Por onde se deve tracar a reta de modo a obter o menor valor do desvio D7

e Método dos quadrados minimos consiste em encontrar uma estimativa da reta
u = By + Biz.

e Produzir o menor valor possivel do desvio

n n

D(Bo, B1) = Y (yi —w;)” =Y (i — Bo— Brz;)”

1=1 1=1

\__ ©2009 FFCE 17J
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e Funcao desvio

e Derivadas parciais

\ (©2009 FFCE

D(Bo, B1) = Y (yi — us)”

Deducao dos quadrados minimos |

n

1=1

dD(By, B1) -
8500 L — 9 ;(yi — Bo — b
oD(By, B1) ~

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\
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Minimo da funcdo D(fy, 51)

e Valores para os quais a funcao D(f, £1) possui um minimo: onde as
derivadas parciais se anulam.

e Sc D(by, by) for o ponto de minimo de D(Sy, 51)

n n n n
—22(% — by —b1x;)) =0 — Zbo+zbl$z = Zyz e
— — — —
n
—2 Z( — by —bixj)r; =0 — Z boxr; + Z blx Z XT;Y;.
i=1

\__ ©2009 FFCE 19J
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Reta de quadrados minimos |

e Na forma matricial e simplificando a notacao

S s = 5 )

e Valores em que D([fy, 81) apresenta um minimo sao obtidos pela solugao do
sistema linear (1)), denominado equages normais.

e Utilizando as operacoes l-elementares

[n 2T : ] [bol_lzlyi ]
0 — (X )"+ a7 ] b —n 2T DY+ DL Ty
e Parametros da reta de quadrados minimos u(x) = by + bjx

py = T2 Yi TN Ty 2 Y b
(i) —nya; n |

\ (©2009 FFCE zoJ
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Exemplo: ajuste linear por quadrados minimos |

Exemplo 1 Calcular a reta de quadrados minimos utilizando dados da
2[03[27(45[59[7.8
y 18119313933

e Valores dos somatorios

9
ZT; Yi €L LY

03] 1.8] 0,09] 054
271 19| 729 513
45 31 2025|1395
59 39| 34.81/23,01
781 3.3 60,84 2574
S 121,2]14,0123,28] 68,37

e Solucao de quadrados minimos
by — DTiD Yi TN TiYi
> )2 —nd a? (21,2)2 — 5 x 123,28
by — Yy — by w140 - 0,25698 x 21,2
n

y;
3.24
3,61
0.61|.
15.21
10.89
12,56

Ot = W DN | .

21,2 x 14,0 — 5 x 68,37

\ (©2009 FFCE

tabelal

~s by = 0,2698 e

~ by = 1,6560.
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Ajuste por quadrados minimos |

e Reta de quadrados minimos: u = 1,6560 + 0,2698x

Ajuste de quadrados minimos

3,5

T

T

2,5

15

T
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Qualidade do modelo |

e Resultados do ajuste por quadrados minimos

AEAN AT d;

1103 1.8 1.7369]  0.0631
219.7/19/2,3845 —0.4845
31453128701 02299 |
4593932478 0,6522
5,
D

7813.313,7604 —0.4604
(1,6560; 0,2698) = 0,9289

e Melhor dos tres modelos propostos

D(1,6560;0,2698) = 0,9280 < D(1,5:0,25) = 1,2300 < D(1,74;0,2) = 1,3164.

\__ ©2009 FFCE QSJ
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Coeficiente de determinacao |

® Seja a expressao para o i-ésimo ponto

yi —§ = (y; —u;) + (u; — 9),

1
osendoui:boeryC@'e@:E Zyz

e Tomando o quadrado em ambos os termos da igualdade

(y;i — 9)* = (y; — w))* + (u; — 9)* + 2(y; — w;) (u; — ).

e Calculando o somatorio para 7z = 1, 2 )
n n
Y wi—u)7 =) (v +Z +2Z yi — up)(u; — ). (3)
1=1 1=1
n
e Pode-se mostrar que Z(yz —uj)(u; —Y) =
1=1

\ (©2009 FFCE 24J
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Soma de quadrados |

e Somatorios

n n n
D=7 =) i—w)+> (u—y)"
1=1 1=1 1=1
e SQTot (soma de quadrados total)
n
> (i — 1)
1=1
e SQRes (soma de quadrados residual)
n
> (i —u)”.
1=1
e SQReg (soma de quadrados devido a regressao)
n
> (ui—g)’
1=1

\__ ©2009 FFCE 25J
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Cilculo de 72 |

e Qualidade do ajuste do modelo u = by + bz aos dados

2 SQReg _ SQTot — SQRes o2 SQRGS.
SQTot SQTot SQTot
o 12 coeficiente de determinacao
0<r?<1.

e Quanto mais préximo 2 for da unidade, melhor serd o ajuste.

\ (©2009 FFCE zsj
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Calculo de r? cont. |

e Considerando que

n n
D(bo,b1) =Y (y; —u)” = > _di, (4)
1=1 1=1
2
n n
> (Wi Z%—Qyzyz+ny ’\*Z Zyz—— DY
1=1 1=1
e Coeficiente de determma(;ao
D(by, by)

e Proporcao da variacao total dos dados em torno da média y que ¢ explicada
pelo modelo de regressao.

\__ ©2009 FFCE 27J
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Variancia residual I

D(by, b
2 _ Dbo.by)| (6)
n—p
e D(by,by): somatério dos desvios (dado por ().

e n: numero de pontos e

e Variancia residual o2

e p: numero de parametros estimados.
e No caso de regressao linear simples u = by + byx: p = 2.

e Tanto o numerador quanto o denominador de () irdo diminuir se forem
introduzidos mais parametros no modelo.

e Reducao global de o2 que definira se mais parametros devem ou nao ser
incorporados ao modelo.

\ (©2009 FFCE QSJ
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Exemplo: qualidade do ajuste |

Exemplo 2 Calcular o coeficiente de determinacao e a variancia residual da tabelal
do exemplo anterior

AN AL d;

1103/1.8 1.7369 0.0631
2192711.912.3845 —0.4845
31453128701 02299
4593932478 0.6522
517833 37604 —0.4604
D(1,6560; 0,2698) = 0,9289

e Coeficiente de determinacao
D(bg, b 0,9289
rf=1— bo.b) ’ ~ 7% = 0,7235.
Sy?— 5 (i) 42,56 — (14,0)%/5

e Variancia residual

2 D(bg, by) _ 0,9289
n—op H—2

~ 02 = 0,3096.

\__ ©2009 FFCE 29J
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Exemplo: reta de quadrados minimos |

Exemplo 3 Calcular a reta de quadrados minimos

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\

x1,2125/30/41] 62| 7.1 88| 95
y16,816,1199/97/121 17,9 18.0/21,5]|
e Dispositivo para regressao linear simples por quadrados minimos
1 12 68 144, 8,161 46,24 54037 1,3963| 1,9497
2125 6,1 625 1525 3721 7,7330 —1,6330] 2,6667
3130 99 900 2970 98,01 86289 12711 1,6157
4141 97 1681 39,77 94,09 10,5999 —0.8999| 0,8098
51 6,2 12.1] 3844 75,02 146,41 14,3627 —2,2627| 51198
6| 7,1 179 504112709 320,41 159753 1,9247 3,7045
7 88 18,0 7744115840 324,001 19,0213|—1,0213| 1,0431
81 95 21,5 90,25/204,25 462,25 20,2756, 1,2244| 1,4992
> 142.41102,01290,04 657,64 | 1528,62102,0003 1 —0,0004 | 18,4085

\ (©2009 FFCE
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Exemplo: reta de quadrados minimos cont. |

e Calculo dos parametros
by — DTy yi—mny xiy; 42,4 x102,0 — 8 x 657,64

= by = 1,7918
(Do x)? —nd as (1242 —8x 200,04 1
. — b - 102,0 — 1,7918 x 42,4
bozzyl ].Z'CEZ: ) 9 ’ /\/}b02372535
n 8
e Coeficiente de determinagao
D(bg, b 18,4085
=1 o, o) =1- 7 fv>7“2:0,9193.
Sy — () 1528,62 — (102,0)2/8

e Variancia residual

D 18.4
2 _ Dibo,by) _ 184085 5 3.0681.
n—7p 8 — 2

\ (©2009 FFCE 31J
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Grafico da reta de quadrados minimos |

e Fquacao de quadrados minimos: u = 3,2535 + 1,7918x.

Ajuste de quadrados minimos

T

22

20

T

18

T
O
O

T

16

14

T

T
O

12

10
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Regressao linear miultipla |

e Modelo mais completo que relaciona a variavel resposta y com as p variaveis
explicativas x;

y:ﬁo+51x1+ﬁgx2+...+ﬁp:cp+e, (7)

e 5,, 1 =0,1,...,p: parametros a serem estimados e
e ¢: variavel aleatoria desconhecida que interfere na verdadeira relacao linear.

e Método dos quadrados minimos utilizado para estimar os p + 1 parametros [3;

n n

D(Bo, B1, Bay -+ Bp)=> (yi—ui)” = (yi—Bo—Bixin—Poxio—. ..—Bptip)”

1=1 1=1

e sendo x;; a i-ésima observacao da j-ésima variavel explicativa.

\__ ©2009 FFCE 33J
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Método dos quadrados minimos |

e Derivadas parciais da fungao desvio D(By, 81, 52, - . ., Bp)

D( o, 53?@2, P Zi;(yi — By — Bizi1 — Powio — ... — Bpip),
D(5, 555/312» o Pp) zn: — By — Brzil — Potio — ... — BpTip)Til,
D(po, 51875522» o Pp) Z — Bo — Brxi1 — Boio — .. — BpTip)Tio,
D(5, ngf’ ) Z :50 — Bz — Powio — .. = BpTip)Tip.

_o2w0s Frc 34 )
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Minimo da funcdo desvio D |

OD(by, by, b, . ., by)

=0,:=0,1,...,p
d

\ (©2009 FFCE
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e Se D(by, by, bo, ..., bp) for o ponto de minimo da fungao D(By, 51, Bo, - - -, Bp)

n n

-+E byTipTi1 = E TiYi,
i—1 i—1
n n

-+E byTipTio = E Tl

—2 Z(yz — b() — bl.il?il — bQ.CI?Z'Q — ... bpxip):() s Z bo + Z blxﬂ + Z bgl’ig + ..
1=1 1=1 1=1 1=1
n n n n
—2 Z(yz'—bo—bﬂm—bﬂﬂ—- =byip) i =0~ Z 50$¢1+Z b1%1%1+2 boxjoxi1+. .
1=1 1=1 1=1 1=1
n n n n
—2 Z(yi—bo—blxﬂ—ngig—. . .—bpxip):cig =0~ Z b0$i2+z blxﬂl’ig—FZ bQZUZ'QCUZQ—l—. .
i—1 1=1 1=1 1=1
—2 Z(yz'—b()—blxﬂ—bgl’ig—. . .—bpxip)xip:() > Z bol’ip—i—z blilﬁﬂil?ip—FZ bgl’ig.fip—l-. .
i—1 =1 1=1 1=1

n n
1=1 =1

n n
.+ prxz’p — th
1=1 1=1

35J
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Equacdes normais |

e Sistema de equacoes lineares na forma matricial

N T D Tin Y Ty by D Vi
DT DL TT D Tip%i] > TipZil | | b1 > Ty
Z T2 Z L1749 Z T2 -y TipTio | | b2 |=| Do wioyi | - (8)

Z Lip Z Li1Lip Z Li2Lgp * = Z LipLip | bp i D LipYi |

e Vetor solucao b ((p+ 1) x 1) do sistema de equagoes lineares fornece os
parametros para a equacao de quadrados minimos

u = by + bz + bowo + ... + bpxyp.

\__ ©2009 FFCE 36J
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Regressao linear miultipla: qualidade do ajuste |

e Coeficiente de determinacao

D(by,b1,...,b
7“2:1— (207 1{ 3 p)Z. (9)
Z Y. —n (Z yz)

e Variancia residual

D(by,b1.bo,....b
0_2: ( 0, U1, U2, ) p). (10)
n—p

\__ ©2009 FFCE 37 J
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Regressao polinomial |

e Caso particular da regressao linear multipla.

e Relaciona a variavel resposta y com uma variavel explicativa x
yZﬁo+ﬁ1:€+ﬁgx2+...+ﬁgaz9+e.

e [iquacoes normais

no Yax o Yar o> af 1 o | | S w
Sa; Sxr Sad - Z$§]+2 by > Ty
Sa? Sad Sat T b = Sty |- (1)

: : +1 » .o , : :
Yol Y Yal T a [by] [ X

\__ ©2009 FFCE BSJ
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Algoritmo: regressao linear miultipla e polinomial via equacbes normais

Algoritmo Regressao_linear EN
Objetivo: Calcular parametros de quadrados minimos de modelo linear multiplo }
via equagoes normais }
parametros de entrada n, v, p, x, y
numero de pontos, nimero de varidveis, numero de parametros, }
varidveis explicativas e varidveis respostas }
parametros de saida b, r2, sigma2, CondErro
{ coef. de regressao, coef. de determinagao, variancia residual e condicao de erro }
se v>1ev+ 1+ pentao CondErro < 1, abandone, fimse
CondErro < 0; vpl < v+ 1; pml <—p—1
para i < 1 até n faca { inclusao de uma coluna de 1’s relativa & by }
para j < vpl até 2 passo —1 faga x(i,j) < x(i,j—1) fimpara; x(/,1) < 1
fimpara
sev=1ep>2entao { seregressao polinomial, entdao gera poténcias de x }
para j < 2 até pml faga
Jpl —j+1 .
para i < 1 até nfaga x(i, jpl) «+ x(i,2), fimpara
fimpara
fimse
{ equacdes normais }
para i < 1 até p faca
para j < 1 até p faga

Soma <« 0; para k < 1 até n faga, Soma < Soma + x(k, i) x x(k,j), fimpara

Sxx(i,j) <= Soma  { matriz dos coeficientes }
fimpara
Soma < 0; para k < 1 até n faga, Soma <— Soma + x(k, i) x y(k), fimpara
Sxy (i) < Soma { vetor dos termos independentes }
fimpara
[L, Det, CondErro] <— Cholesky(p, Sxx) { decomposi¢ao de Cholesky }
t < Substituicoes_Sucessivas(p, L, Sxy)
para i < 1 até p faca
para j < 1 até i fagca U(j, i) + L(i,j), impara; { U = transposta de L }
fimpara
b < Substituicoes_Retroativas(p, U, t) { coeficientes }
D« 0; Sy2+«+ 0
para | «+ 1 até n faga
u < 0; para j « 1 até p faga, u < u+ b(j) x x(i,j), fimpara
d « y(i) — u; D+ D+d? Sy2 « Sy2 +y(i)?

fimpara
r2+ 1—D/(Sy2 — Sxy(1)? /n)  { coeficiente de determinacao }
sigma2 < D/(n — p) variancia residual

fim algoritmo
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Definicio de modelo no algoritmo |

e Modelos permitidos e correspondentes valores de v e p

u=by+bjx ~ v=1, p=2,
u=0bg+bix1+boxo ~ v=2, p=3 ¢
u="by+bx+bx’ ~ v=1 p=3.
e Modelos nao permitidos neste algoritmo: v > 1 ev+1#p

w=by+ b+ boxo+ b5 ~ v=2, p=4.
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Complexidade: regressio linear multipla e polinomial via equacées normais

Operacoes Complexidade Operacoes Complexidade

adicoes (p* +3p+2)n+5 adicoes (p* +2p+Dn+p+3

multiplicacoes | (p* + 2p + 2)n + 1| | multiplicacoes (%pQ + %p +3)n+1

divisoes 3 divisoes 3

Regressao linear multipla Regressao polinomial

e n: numero de pontos.
e p: numero de parametros.
e Potenciacao contada como multiplicacao.

e Desconsideradas operacoes para solucao do sistema linear.

\ (©2009 FFCE 41J
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Exemplo: produto interno bruto dos Estados Unidos de 1947 a 1962 |

usando o

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\

algoritmo

Exemplo 4 Ajustar os dados da tabela ao modelo

u = by + byxr1 + boxo,

(

1

2

3

4

5

§

7

8

9

10

11

12

13114 15 | 16

Lil

60.3

611

60,2

612

63.2

63.6

65.0

63.8

66.0

67.9

68.2

66.5

68.7/69.669.3/70.6

L2

108

109

110

112

112

113

115

116

117

119

120

122

1231125128 1307

Yi

234

259

258

285

329

347

365

363

396

419

443

445

483 1503|518 555

\ (©2009 FFCE

e r: total de empregos (milhoes),

e yy: 0 PIB americano (bilhoes de ddlares).

e 19: populagao com 14 anos ou mais (milhoes) e
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= 16
2
= 3

Mo oS B

60.
61.
60.
61
63.
63.
65.
63.
66.
67.
68.
66.
68.
69.
69.
70.

3000
1000
2000

.2000

2000
6000
0000
8000
0000
9000
2000
5000
7000
6000
3000
6000

Capitulo 4: Ajuste de curvas ‘\\

% Os parametros

108.
109.
110.
112.
112.
113.
115.
116.
117.
119.
120.
122,
123.
125.
128.
130.

\\\7()2009 FFCE

Exemplo: produto interno bruto dos Estados Unidos de 1947 a 1962 cont.

de entrada

0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
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Capitulo 4: Ajuste de curvas ‘\\

234

259

258

285

329

347

365

363

396

419

443

445

483

503

518

555
% produzem os resultados
coeficientes de regressao

b(0) = -1.40740e+03

b(1) = 1.34511e+01

b(2) = 7.80271e+00

coeficiente de determinacao = 0.99267
variancia residual = 8.37581e+01
condicao de erro =0

e Variancia residual o2 = 83,7581.
\ (©2009 FFCE

Exemplo: produto interno bruto dos Estados Unidos de 1947 a 1962 cont. I

e Equacao de quadrados minimos u = —1,40740.10° + 1,34511.10' 2z, + 7,80271 5.

e Coeficiente de determinacao 7% = 0,99267.

=
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Exemplo: raiz quadrada de x para 0,01 < x <1 |

Exemplo 5 A partir da tabela, que compila valores de v/x para 0,01 < z <1,
determinar o polinomio de quadrados minimos de grau g = 3 utilizando o
algoritmo

.

0,0110,1000
0,10 10,3162
0,20 10,4472
0,30 10,5477
0,40 0,6325
0,50 0,7071
0,60 0,7746
0,70 10,8367
0,80 10,8944
0,90 0,9487
1.00| 1,0000

—
—_ O O 00 ~J O Ot i W DN =

—
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Capitulo 4: Ajuste de curvas ‘\\

Exemplo: raiz quadrada de x para 0,01 < x <1

% Os parametros de entrada
=11
1
=4

Mo oS B

.0100
.1000
.2000
.3000
.4000
.5000
.6000
.7000
.8000
.9000
.0000

R O O O O O O O O o o

.1000
.3162
L4472
.5477
.6325
.7071
L7746
.8367
.8944
. 9487
.0000

P O O O O O O O O O O

\ (©2009 FFCE

cont.
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Exemplo: raiz quadrada de = para 0,01 <z <1 cont. I

% fornecem os resultados
coeficientes de regressao

b(0) = 1.01126e-01

b(1) = 2.06854e+00

b(2) = -2.17822e+00

b(3) = 1.01865e+00

coeficiente de determinacao = 0.99738
variancia residual = 2.96085e-04
condicao de erro =0

e Polinomio de quadrados minimos que aproxima /x para 0,01 <z <1

u = 1,018652° — 2,178222% + 2,06854z + 0,10113.

e Coeficiente de determinacio 2 = 0,99738.
e Variancia residual o = 2,96085.10%.
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tabela

Exemplo: populacdo do Brasil |

Exemplo 6 Sejam os dados historicos dos censos demograficos do Brasil, de acordo
com o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), apresentados na

Ano

Urbana

Rural

1940
1950
1960
1970
1930
1991
1996
2000

12.880.182
18.782.891
31.303.034
52.084.984
80.436.409
110.990.990
123.076.831
137.953.959

28.356.133
33.161.506
38.767.423

41.054.053 |.

38.566.297
35.834.485
33.993.332
31.845.211

\ (©2009 FFCE

Deseja-se determinar qual o melhor grau para uma regressao polinomial.

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\
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Exemplo: diagrama de dispersao |

Censo demogréfico do Brasil

T T T T T T T
140+ | O O  urbana o -
(©) O rural
O
120 1
O
/a 100 I~ .
]
o]
=
é 80 | |
(@]
(T
O
&
2
o 60 -
o
O
40 o © o) ]
o) 5 o R
@)
20 ' o n
O
| | | | | | |
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
ano

e Ajuste urbana x ano nao deve ser feito por um polinomio de grau 1.

e Polinomio de grau mais elevado.
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Exemplo: escolha do grau do polinomio de quadrados minimos |

e o?

0,96602 9.58219.101
0,99776|7,59261.10"
0,99939|2.57228.10"
0,99940 | 3,42930.10"
0,99980 | 1,65615.10"
0,99998 | 4,17203.10~!

S O = W N QY

e ¢: grau do polinomio.

e 72 coeficiente de determinacao.

e o2 variancia residual.
e Mudancas de variaveis para reduzir erros de arredondamento.
e Variavel explicativa centrada de modo que x = Ano — 1970.

e Varigvel resposta dada em milhdes de habitantes y = Urbana.1079.
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2
2

\ (©2009 FFCE

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\

Exemplo: escolha do grau do polinbmio de quadrados minimos cont. |

2

g2

O = W NN RO

§

0,96602
0,99776
0,99939
0,99940
0,99980
0,99998

9,58219.10!
7.59261.10Y
25722810V
3,42930.10"
1,65615.10"
4,17203.10~1

e Fvitar grau elevado.

e Ideal seria n > p.

e - aumenta quando grau do polinomio de quadrados minimos aumenta.
e 0~ val reduzindo até grau g = 3 e depois comeca a oscilar.

e Grau escolhido para o ajuste polinomial.
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\ (©2009 FFCE

Regressao polinomial de grau 3

Exemplo: polinomio de grau 3

Capitulo 4: Ajuste de curvas ‘\\

140

T

T

120

100

[e)
o
T

populagao (milhdes)
(e}
o
T

T

40

T

20

1940 1950 1960 1970 1980
ano

urbana X ano

1990

2000

52J




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

Transformacdes n3o lineares |

e Substituicao de variaveis por funcoes dessas variaveis.

y = ax’ ~ log,(y) = log,(a) + blog,();

y = ab” ~ log,(y) = log.(a) + log,(b)x;
b

y = ae” ~ log.(y) = log,(a) + bx;

y = ea—l—bxl-i—cm ~S 1Oge(y) —a -+ b:Cl + CTo:

\ (©2009 FFCE

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\

e Modelos nao lineares nos parametros transformados em modelos lineares.

y = aziz§ ~ log,(y) = log,(a) + blog.(z1) + clog,(z2);
1 1
Yy = ~ —=a+ br] + cuy;
a+bry+cry Yy
— ! ] ! 1] = b
v = 1+ eatbri+cry ~ 108, & o = a + bx; + cro.
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Exemplo: cinética de reacdo quimica de primeira ordem I

Exemplo 7 Em uma reacao quimica de primeira ordem, a constante k£ de
velocidade se relaciona com a concentracao ¢ e o tempo t pela expressao

C= c()e_kt,

onde ¢q € a concentracao inicial de um reagente. Usando os dados da tabela e o
algoritmo), calcular a constante de velocidade

I 213415
01 02 03 04 05 .
0,061 0,32]0,21]0,11 0,08
e t: tempo (segundos).
e c: concentragao (M).
e Para tal,
¢ = cpe M~ log,(c) = log,.(cp) — kt.
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Exemplo: cinética de reacao quimica de primeira ordem cont.

% Os parametros de entrada
=5
1

o < B

0.1000

0.2000

0.3000

0.4000

0.5000
logc =

-0.5798

-1.139%4

-1.5606

-2.2073

-2.5257
% fornecem os resultados
b(0) = -1.14650e-01
b(1) = -4.95970e+00

coeficiente de determinacao = 0.99179
variancia residual = 6.78379e-03
condicao de erro =0

e Equacao de regressio: log,(c) = —1,14650.107! — 4,95970t ~» ¢y = e~ L14650.1071 0,89168 M .
o i = 4,95970 segundos .

e Coeficiente de determinacao v = 0,99179.

e Variancia residual o = 6,78379.1073.
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Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\

e Dados (ano, urbana) da

\ (©2009 FFCE

tabelal

Malcondicionamento das equacdes normais |

e Seja a equacao de regressao polinomial
w=Dby+ bz +box® + ...+ by,

e parametros b; calculados pelas equacoes normais.

com numero de pontos n = 8.

56J




//,rAlgoritmos Numéricos 2% edigéo

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\

2

das equacoes normais.

o 1o X1TX) — o0,

\ (©2009 FFCE

e ~: coeficiente de determinacao.

T2

K9 <XTX)

-1 O O i W N Y

0,96602
0,99776
0,99939
0,99940
0,99980
0,99998
1,00000

4,514.107
8,298.10°
6,498.108

8.591.10M |

7.418.10
9.923.1017
6,753.10%

e A medida que o grau g do polinomio aumenta, 7

2

Malcondicionamento das equacdes normais cont. |

e g: grau do polinomio de regressao.

o ro( X1 X): nimero de condi¢io em norma-2 da matriz dos coeficientes X1 X

— 1.

e Equacoes normais possuem matriz dos coeficientes malcondicionada.
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Ajuste via decomposicao em valores singulares |

e Modelo de regressao linear multipla na forma matricial

y= X[ +e,

e y: vetor (n X 1) contendo as n observagoes da variavel resposta,

e X: matriz (n X (p+ 1)), n > p+ 1, contendo os n valores das p varidveis
explicativas, além da primeira coluna de 1’s relativa a 3,

e 5: vetor ((p+ 1) x 1) dos parametros a serem estimados e

e . vetor (n x 1) dos erros aleatérios.
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Forma matricial I

Y1 Lz 212 -+ 21y 6 €1
Y2 1 xop x9 -+ X9 8, €9
Y3 1 w31 x30 -+ a3 €3
Y= y X = P 3 6 — 52 € €=
Y4 L xy 242 -+ 24y | €4
Bp
Yn L xpg xp2 - Tnp - T €n
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Calculo dos parametros |

e Método dos quadrados minimos: minimizar a funcao

f8) = lly = XBl3 = (y = XB)' (y — XB).
e Pelas regras de diferenciacao matricial
Of(8)  Of(8) dly—XB)
ol oy —Xxp)t  opt
0f ()
op
e A funcao f(B) apresenta um minimo em f(b), onde b é o ponto em que a
derivada se anula

O1O) _ oxTry — xb) = 00 (XTX ) = XTy.

ap

e Equagoes normais (8) na forma matricial.

= —2X"(y — XB).

\ (©2009 FFCE

=20y — XB)' (-X) = -2(y - XB)' X.
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Equacoes normais |
e Segunda derivada

0(0f(8)/9B) _ 0(=2XTy+2X XB) .1y
opL opL |

e Matriz X X tem elementos reais, é nao singular e definida positiva.
e O ponto f(b) é, de fato, um minimo de f(5).

e O sistema (X X)b = X1y apresenta uma tnica solucao.

e Fquacoes normais formam um sistema malcondicionado.

e Processo alternativo para a estimativa de 5 que evita a formacao da matriz
xX'x.
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Decomposicao em valores singulares I

X (nx (p+1)), tal que
X =Usv’

e UU: matriz ortogonal (n X n),
e V. matriz ortogonal ((p+1) X (p+1)) e
e S: matriz diagonal (n x (p 4 1)) da forma

- [5)

e 51: matriz quadrada diagonal de ordem p + 1.

\ (©2009 FFCE

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\

e Decomposicao em valores singulares consiste em fatorar uma matriz

(12)
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Estimativa dos parametros |

e Soma de quadrados residual

ly — Xb||5 = |ly — USV 0|3,

e Matriz ortogonal UZ nao altera o valor da norma
ly = X0l = [U"y = UTUSVIb3~ [ly = Xbll5 = [U"y — SV bJ5.
e Definindo
Uly =a= [@1]’ (13)

ag
e a1: vetor de tamanho p 4+ 1 e a9: vetor de tamanho n —p — 1,

b=V"0, (14)

- [S11; [S1b
sh= |5 o= %)

>
5 = 9 5
~ |ly — Xb||5 = ||la1 — S1b||5 + [Jag]|5.

2
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Estimativa dos parametros cont. |

e Soma de quadrados residual sera minima quando b for a solucao do sistema

diagonal i
S1b=ay.
e lm vista de (|14)) e da ortogonalidade de V',
b=Vb. (15)
e Soma de quadrados residual
Dby, by, - - - bp) = [laz||3 = ag az.

e Valores preditos

u:Xb:USVTb:USB:Ulslb] «»u:U[CLl].

e Vetor desvio d

d:U[O]. (16)
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e Matriz X e vetor y

\ (©2009 FFCE

Exemplo: regressao linear via DVS |

Exemplo 8 Calcular os parametros da reta de quadrados minimos do Exemplo
utilizando a decomposicao em valores singulares.

10,3
12,7
14,5
15,9

17,38

€ Y=

1,8
1,9
3.1
3.9
3.3

Capitulo 4: Ajuste de curvas \\\
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Exemplo: regressao linear via DVS cont. |

e Decomposicao em valores singulares de X

[ 0,0414 —0,8144 —0,3904 —0,3366 —0,2635 |
0,2513 —0,4559 0,1351  0,3940 0,7453
U= |04087 —0,1871 0,8174 —0,2246 —0,2816 |,
0,5311 0,0219 —0,2412 00,6611 —0,4714
| 0,6972  0,3057 —0,3209 —0,4939  0,2712

11,2679 0
o 8 1’1§67 [ [0.1713 —0,9852
- © Y T 109852 01713 |
0 0
b O O —
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Exemplo: regressao linear via DVS cont. |

e Por ([13) ] )
6,1910
—1,8179
a=Uly=1 10,0883 |.
0,3949
| —0,874T

e Vetor b é a solucio do sistema diagonal S1b = aq
11,2679 0 by C6.1910 . 0,5494
~ p— ~~> b p— .
01,1467 | | by | —1,8179 —1,5853

e Vetor b dos coeficientes é obtido por (|15

b=Vb~sb= [1’6559].

0,2697

e (ver [exemplo).
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Algoritmo: regressao linear miltipla e polinomial via DVS |

Algoritmo Regressao_linear DVS
Objetivo: Calcular parametros de quadrados minimos de modelo linear multiplo }
via decomposigao em valores singulares }
parametros de entrada n, v, p, x, y
nimero de pontos, nimero de varidveis, nimero de parametros, }
variaveis explicativas e varidveis respostas }
parametros de saida b, r2, sigma2, CondErro
{ coef. de regressao, coef. de determinagao, variancia residual e condicao de erro }
sev>1ev+ 1+# pentao CondErro < 1, abandone, fimse
CondErro < 0; vpl <~ v+ 1; pml < p— 1
para i < 1 até nfaca { inclusdo de uma coluna de 1’s relativa a by }
para j < vpl até 2 passo —1 faga x(i,j) < x(i,j — 1) fimpara
x(i, 1)« 1
fim para
sev=1ep>2entao { seregressao polinomial, entdo gera poténcias de x }
para j < 2 até pml faca
pl—j+1 .
para i + 1 até n faga x(i, jp1) < x(i,2), fimpara
fimpara
fimse
(U, S, V]« dvs(xz) { chamada da rotina para decomposicao em valores singulares }
para i < I até nfaga { Célculo do vetor auxiliar a = Uy }

a(i)« 0
para j < 1 até nfaga a(i) < a(i) + U(j, i) * y(j) fimpara

fimpara

para(l ; < I até pfaga { Calculo do vetor dos coeficientes b = VS a; }
b(i) < 0

para j < I até p faga - _
b(r) <= b(i) + V(i.j)/SU.J) * a(j)
fimpara
fimpara
D« 0 { Calculo do desvio }

para i<« p+ 1 até nfaga, D + D + a(i)Z, fim para
Sy < 0; Sy2 <~ 0 { Célculo dos somatorios auxiliares }
para i <— 1 até nfaca

Sy < Sy +y(i); Sy2 <= Sy2 + y(i)
fim para
r2 < 1—D/(Sy2 — Sy?/n) { coeficiente de determinacao }
sigma2 <— D/(n — p) variancia residual }

fim algoritmo

2

Capitulo 4: Ajuste de curvas \
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Definicio de modelo no algoritmo |

e Modelos permitidos e correspondentes valores de v e p

u=by+bjx ~ v=1, p=2,
u=0bg+bix1+boxo ~ v=2, p=3 ¢
u="by+bx+bx’ ~ v=1 p=3.
e Modelos nao permitidos neste algoritmo: v > 1 ev+1#p

w=by+ b+ boxo+ b5 ~ v=2, p=4.
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Complexidade: regressdo linear mdltipla e polinomial via DVS |

Operacoes Complexidade Operacoes Complexidade

adicoes n’+(p+2)n+p*—p+5| adicoes n?+4n+p?+3
multiplicacoes | n®+2n+p?—p+1 multiplicacoes | n?+ (%}D2 — %er 3)n+p’—p+1
divisoes p*+3 divisoes p*+3

Regressao linear multipla

e n: numero de pontos,
e p: numero de parametros.

e Potenciacao tratada como multiplicacoes.

\ (©2009 FFCE

e Desconsideradas operacoes para decomposicao em valores singulares.

Regressao polinomial
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© o o< B

16
2

=3

60.
61.
60.
61
63.
63.
65.
63.
66.
67.
68.
66 .
68.
69.
69.
70.

3000
1000
2000

.2000

2000
6000
0000
8000
0000
9000
2000
5000
7000
6000
3000
6000

% Os parametros

108.
109.
110.
112.
112.
113.
115.
116.
117.
119.
120.
122.
123.
125.
128.
130.

\ ©2009 FFCE

algoritmo,

de entrada

0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000

Exemplo: uso do algoritmo |

Exemplo 9 Ajustar os dados do Exemplo 4| ao modelo u = by + byx1 + boxo
usando o

Capitulo 4: Ajuste de curvas ‘\\
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234

259

258

285

329

347

365

363

396

419

443

445

483

503

518

555
% produzem os resultados
coeficientes de regressao

b(0) = -1.40740e+03

b(1) = 1.34511e+01

b(2) = 7.80271e+00

coeficiente de determinacao = 0.99267
variancia residual = 8.37581e+01
condicao de erro =0

o 12 =0,99267 e 0* = 83,7581 (ver

\\\7()2009 FFCE

Exemplo: uso do algoritmo cont. |

e Equacao de quadrados minimos: u = —1,40740.10% 4 1,34511.10%2; + 7,8027 125,

exemplo|).

Capitulo 4: Ajuste de curvas ‘\\
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desastrosas.

\ (©2009 FFCE

Comparacao dos métodos computacionais para RLM |

e [iquacoes normais: vantagens

— Maior velocidade com que podem ser formadas e resolvidas.
— Com o uso de precisao dupla, a diferenca de exatidao dos dois métodos,
poucas vezes, valera a pena ser considerada.

e [iquacoes normais: desvantagens

— Numero de condicao da matriz X I'x ¢o quadrado daquele da matriz X.
— Diffcil computar as matrizes X X e X Ty, exatamente.

— Perturbacoes teitas no problema basico podem ter consequéncias

73J
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Comparacao dos métodos computacionais para RLM cont. |

e Decomposicao em valores singulares: vantagens

— Superiores propriedades numéricas.

— Grande quantidade de memoria disponivel a um custo relativamente baixo.
e Decomposicao em valores singulares: desvantagens

— Requerem maior quantidade de memoria.

— Complexidade computacional ¢ maior que a da decomposicao de Cholesky:.

\ (©2009 FFCE 74 J
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Diferenca entre regressao e interpolacao |

e Polinomio interpolador de grau n — 1 construido de modo a passar por n

pontos

P,_i(z) = ag+ a1z + asz’ + ... + ap_1z" L.

e Possui n coeficientes a;, 1 =0,1,...,n — 1.

e Numero de pontos utilizados para gerar o polinomio interpolador ¢ igual ao
numero de coeficientes do polinomio.

e Polinomio de regressao de grau g, utilizando n pontos
Ug(z) = by + bz + box” + ... + bya?,
e tal que g < n — 1.

e Quando g = n — 1 o polinomio de regressao sera identico ao polinomio
interpolador.

\ (©2009 FFCE
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Sistema linear e equacbes normais |

(22, 12).

e Coeficientes obtidos pela solucao do sistema linear
)]l
Lay| | a Y2
e Pré-multiplicando pela transposta da matriz dos coeficientes
o) (1] (] = [ ] ()
v 22| [1a2] | T1 T2 | | Y2
[2 $1+ﬂ?2] [ao]:[y1+y2 ]
1+ X9 x% + x% aq T1Y1 + T2Y9

calcular os parametros de uma regressao linear simples.

\ (©2009 FFCE

e Polinomio interpolador de grau g = 1 que passa por n = 2 pontos (x1,¥;) €

e Sistema linear idéntico as equagoes normais (l]), para n = 2, utilizadas para
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e Dados da tabelal

3,5

2,5

15

\ (©2009 FFCE

Regressao polinomial quadratica |

Regressao com polinbmio de grau 2

Capitulo 4: Ajuste de curvas \
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e Polinomio passa por

3,5

T

T

2,5

151

Capitulo 4: Ajuste de curvas \

Regressao idéntica a interpolacao |

todos os pontos do diagrama de dispersao.

Interpolacdo com polinbmio de grau 4

\ (©2009 FFCE
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Uso da regressao e da interpolacao |

e Em termos de complexidade computacional, a interpolacao ¢ um processo
mais simples que a regressao polinomial.

e A interpolacao deve ser utilizada quando se necessita de um valor
intermediario nao constante de uma tabela.

e A regressao tem que ser utilizada quando se deseja estimar um parametro de
um modelo semideterministico e/ou prever um valor dado por esse modelo.

e A variancia residual torna-se indefinida quando o nimero de parametros p do
modelo for igual ao nimero de pontos n

0_2_ D<b07b17b27”°7bp>.
n—p
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