Algoritmos Numéricos 2¢ edicao

Capitulo 5: Integracdo numérica




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 5: Integracdo numérica \

Capitulo 5: Integracao numérica |
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Integracdo numeérica |

e Seja uma funcao f(x) integravel no intervalo |a, b]

/ f(x) dz = F(b) - F(a), onde F'(z) = f(x).

e Uso de métodos numéricos para avaliar a integral de f(z):

— forma analitica de F'(z) de dificil obtengao ou

— conhecidos somente valores discretos de f(x).
e Aproximar a funcao f(x) por um polinomio interpolador.
e Determinar analiticamente a integral desse polinomio no intervalo |a, b|.
e Integracao numeérica:

— tormulas de Newton-Cotes e

— quadratura de Gauss-Legendre.

e Integrais simples e duplas.
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FOormulas de Newton-Cotes I

e Funcao f(z) aproximada por polinomio interpolador.

e Por exemplo, um polinomio de Gregory-Newton
T — T

Aiy 1—1
.'OH<Ux_j>a onde ug = : (1)
S

fl@) = Pale) =g+ 30 = .
1=1
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Regra do trapézio |

/a ) de ~ /a b () de

e Para ([l)) com n =1

e Mudanca de variavel de x — u, e simplificando a notacao de u; — u

r—T
U= ; L > r = hu + xg ~ dx = hdu,
Lo — L0
rT=a=T) — U= ; ~u=0e¢
r1—x9 h
r=b=x1 — u= ——~u=1
: h h
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Regra do trapézio cont. |

e Usando a notacao y; = f(x;)

b=x1 1
I = / Pi(x) dx = /O (yo + ulyp)h du.
a

e [ntegrando, analiticamente, este polinomio de grau 1 em relacao a u

- 111
2
U Y1 — Yo h
L =h yoqu?Ayo =h<yo+ 5 >=§(2yo+y1—yo),
_ 110
h
I = 5(3/0 + y1) - (2)
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Exemplo 1 Calcular /
1
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[
T

Exemplo da regra do trapézio |

— dx pela regra do trapézio.

I

e Polinomio de grau 1 passa pelos pontos com abscissas

a=x90=1¢ b=x1 =71,
h=7—1=060,

6 /1 1

L7

Capitulo 5: Integracdo numérica \
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Integracao numérica pela regra do trapézio |

e Aproximacao de f(x) = 1/x por polinomio interpolador P;(x) de grau 1.

=
Formula de Newton—Cotes com polinémio de grau 1

T T T T T T T

TE o (=1 |
\ y=P.(x)
I
|

0,8 i
I
|
!

06F
|

> I
|

04F
|
|
I

02F
I ®s
| |
| |

0 F I I _
| | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7

X
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Regra do 1/3 de Simpson |

e Aproximando f(x) por um polinémio interpolador Po(x) de grau 2

/ F(2) do ~ /bjpz(x) i,

e Mudanca de variavel
Lo — X0

r=a=x) — U= ; ~u=>0e
— 2h
x:b:xQHu:thxozﬁvu:Z

e Fiquacao de integracao

\ (©2009 FFCE

b=1x9 2 U2 —u
Iy = / Py(x) dx = / Yo + ulyy + A%yg | b du.
A=) 0 2
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Regra do 1/3 de Simpson cont. |

e Integrando, analiticamente, este polinomio de grau 2 em relacao a u

_ u? woou?\ 11°
I=h YA A

1
Ir =nh [2?/0 +2(y1 —yo) + g(yz — 2y1 + yo)],

h
I = g(yo + 4y + y2) | (3)

\__ ©2009 FFCE 10J
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Exemplo da regra do 1/3 de Simpson |

7

1

Exemplo 2 Calcular / — dz, usando a regra do 1/3 de Simpson )
1 L

e Para construir um polinomio de grau 2 sao necessarios 3 pontos.

e Polinomio de grau 2 passa pelos pontos com abscissas

a=x9g=1, z1=4 eb=x9=7,
7T—1

h='"-_3
>
3 /1 1 1
I =2 4 I — 2.1429.
2 3(1+ 4+7)M 2= 4
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Integracdo numérica pela regra do 1/3 de Simpson \

e Aproximacao de f(x) = 1/x por polinomio interpolador Py(x) de grau 2.

=
Formula de Newton—Cotes com polinémio de grau 2
R T T T T T T T
1 b/ f)=1x |

\ y=P_(x)
I
|
0,8 i
I
|
!
06F
|
> I
|
04F
|
|
I
02F
I
|

| |

oL 1 i I
| | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7
X
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Regra dos 3/8 de Simpson |
b=1x3
/ f(x) dor ~ / P;(x) dx.

e Mudanca de variavel
L) — L0

T=0=x) — U= ; ~ u=0e
— 3h
x:b:xgﬁu:mghxozzvu:&

e Fquacao de integracao

b=1x3
I3 = / Pa(z) dr,
a

2 6

\ (©2009 FFCE

e Aproximando f(x) por um polinémio interpolador P3(z) de grau 3

3 2 3 2
u° —u u® — 3u” + 2u
I3 = / (yg + uAyp + AQyo + A3y0> h du.
0

Integracdo numérica \

13J
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Regra dos 3/8 de Simpson cont. |

e Integrando, analiticamente, este polinomio de grau 3 em relacao a u

- 113
2 3 2 4 3 2
U U U U U U

Is=nh y0u+—2Ay0+(———>A2y0+<———+—>ﬁgyo :

6 4 24 6 6
9 9 3
I3 =h |3yp + 5(@/1 — o) + 1@2 — 2y1 +yo) + g(yg — 3y2 + 3y1 — vo) |,
3h
I3 = g(yo + 3y1 + 3y2 + y3) - (4)
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Exemplo da regra dos 3/8 de Simpson |

7
1
Exemplo 3 Calcular / — dx pela regra dos 3/8 de Simpson ()

1 L

e Abscissas
a=x9g=1, x1=3, 190=5 eb=2x3=7,
7—1
h=——=2,
3

3x2/1 1 1 1
I = S 4343541 )~ Iy = 2,0571.
TR <1+ 37" 5+7>M3 ’

\ (©2009 FFCE

e 520 necessarios 4 pontos para construir um polinomio de grau 3.
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=
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Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

Integracdo numérica pela regra dos 3/8 de Simpson |

e Aproximagao de f(x) = 1/x por polinomio interpolador Ps(x) de grau 3.

0,8

0,6

0,4

0,2

Formula de Newton—Cotes com polinémio de grau 3

f(x)=1/x
y=P,(¥)

16J
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Comparacao das formulas de Newton-Cotes |

7
1
/ — dx = loge(x)q = log,(7) =~ 1,9459.
1

e Considerando

X

e Resultado da integracao melhora a medida que o grau do polinomio
interpolador aumenta

In |[In —log.(7)
34286 14827
21429 0,1970
20571 01112

W DN |3

\ (©2009 FFCE 17J
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Formula geral de Newton-Cotes |

e Comparando (2)), (3)) e (4)

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

nh <
n .
1=0
e c;. coeficientes de Cotes.

n| d, co | Co C3 Cq Cs Co cr | cg
1 o 1] 1
2 6/ 1| 4 1
3 sl 1] 3 3 1
40 90| 7| 320 12| 32 7 I=
502880 19| 75| 50| 50 75019
6| 840| 41| 216, 27 272 27| 216 41
7117280 | 751 13577 | 13231 2989 | 2989 | 1323 3577| 751
8128350 | 989 | 5888 | —928 | 10496 | —4540 | 10496 | —928 | 5888 | 989

e Dificilmente é usado polinomio de grau superior a 3.

e Resultado melhorado pela subdivisao do intervalo de integracao e aplicacao de
uma formula de Newton-Cotes em cada subintervalo.

18J
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Regra do trapézio composta I

e Integracao baseada em polinomio interpolador de grau 1

h

I = 5@0 +y1).

e Subdividindo o intervalo |a, b] em m subintervalos iguais e aplicando a
equacao a cada 2 pontos

b=xm,
/ f(x) dx =~ Iy, com
a

=X
h h h h
I} = §(yo +y1) + §<y1 + y2) + §(y2 +y3) + e+ §(ym—1 + Ym),
h
I = §(y0+2y1 +2ys + -+ 2Ym—1 + Ym),

h ™m

Iy = 52%% (6)
i=0

e Qualquer valor de nimero de subintervalos m.
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Representacao geométrica da integracao numeérica pela regra do trapézio composta |

e f(x) =e"sen(10x) + 8 com 6 polinomios interpoladores Pj(x) de grau 1.

Férmula composta de Newton—Cotes com polindmios de grau 1

1 fx)=e*sen(10x)+8

y=P,(x)

14

0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
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Exemplo da regra do trapézio composta |

3
Exemplo 4 Calcular / 22 log,(z) dx pela regra do trapézio composta (|§|) com
1

m = 4 subintervalos.

poltme 3=l s
m 4
e Dispositivo pratico com quatro colunas: : =0,1,..., m,
v, =a,a+ h,a+2h,... b y; = f(x;) e ¢; sendo os coeficientes de Cotes
Uox Y (G
0110 00000 1
115 1,3684 2
2120 55452 2/
3125 14,3170 2
430296625 1

0,5
I = =-(0,0000 + 2(1,3684 + 5,5452 + 14,3170) +29,6625) ~» I = 18,0309,

\ (©2009 FFCE QlJ
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Exemplo da regra do trapézio composta |

— cos(x)

2
e
Exemplo 5 Calcular / dz pela regra do trapézio composta (H) com
0

m = 5 subintervalos.

2x + 4

Ly Yi &
0,0/0.1839 1
04101817 2
0,80.2105 2|
2
2
1

1,20.2751
1,6 0,3837
2.0 0,5360

U W N — O S

0,4
é (0,1839 + 2(0,181740,2105+0,27514-0,3837) + 0,5360) ~ I1 = 0,5644.

I =

\ (©2009 FFCE QQJ
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Regra do 1/3 de Simpson composta |

e Integracao baseada em polinomio interpolador de grau 2

h

I = g(yo + 4y + y2).

e Subdividindo o intervalo |a, b] em m (multiplo de 2) subintervalos iguais e
aplicando a equacao a cada 3 pontos

b=xm
/ f(x) dx =~ Is, com
a

h h h

I = g(yo +4y1 + y2) + g(yz +4ys +yg) + -+ g(ym—Q + 4Ym—1+ Ym),

h
Iy = g(yo + 4y + 2yo +4ys +2ys + - + 2ym—2 + 4Ym—1 + Ym);

m

h
Iy = gchiyi- (7)
1=0
e Numero de subintervalos m multiplo de 2, grau do polinomio interpolador.

\__ ©2009 FFCE QSJ
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Representacdo geométrica da integracdo numérica pela regra do 1/3 de Simpson composta |

o f(x) =e"sen(10x) + 8 com 3 polinomios interpoladores Py(x) de grau 2.

Férmula composta de Newton—Cotes com polindmios de grau 2

B fx)=e*sen(10x)+8

y=P,(x)

14

0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
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Exemplo da regra do 1/3 de Simpson composta |

1

1+ 22
composta (7)) com passo de integracao h = 0,25.

_b—a_l—O
- h 0,25

1
Exemplo 6 Verificar que m = 4 / dx usando a regra do 1/3 de Simpson
0

m >»m =4 (multiplo de 2).

Ly Yi C
0,00 1,0000
0,25 0,9412
0,50 0,800
0,75 0,6400
1,00 10,5000

.

= QO DN — O
— s DN s

0,25
= ’3 (1,0000 + 4(0,9412 + 0,6400) 4 2(0,8000) + 0,5000) ~» Iy = 0,7854 ¢

4 x Iy =3,1416 ~ .

Iy

\__ ©2009 FFCE 25J
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Exemplo da regra do 1/3 de Simpson composta |

er:C

1 + 2x)2
composta ([7]) com m = 6 (multiplo de 2) subintervalos.

(
h b—a _ 3—0
m 0
Ly Yi
0,0/ 0,0000
0,5 0,3398
1,00 0,8210
1,5 1,8830
2,00 4,3679
2.5110,3065
6]3,024,6997
0,5

2=(0,0000+4(0,3398+1,8830+10,3065) +2(0,8210-+4,3679) +24,6097) ~>

Iy = 14,1991
\__ ©2009 FFCE 26 J

3
Exemplo 7Calcular/ (

dx usando a regra do 1/3 de Simpson

> h =0,5.

)
S

Ol = W N — O ~.
S SO NG TS N S S

Iy =
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Regra dos 3/8 de Simpson composta |

e Integracao baseada em polinomio interpolador de grau 3

3h
I3 = —~(y0 +3y1 + 3y2 + y3).
e Subdividindo o intervalo |a, b| em m (multiplo de 3) subintervalos iguais e

aplicando a equacao a cada 4 pontos

b=tm 3h
/ f(z) de ~ I3 = —(yo + 3y1 + 3y2 + y3) +
a

- 3
3h 3h
g(ys +3ys +3y5 +yg) + -+ - + g(ym—S + 3Ym—2 + 3Ym—1 + Ym),
3h
I3 = g(yo+3y1+3y2+2y3+3y4+3y5+2y6 4 2 —3F3Ym—2+3Ym—11+Ym),
3h
I3 = gzczyz- (8)
i—0

e Numero de subintervalos m multiplo de 3, grau do polinomio interpolador.

\__ ©2009 FFCE 27J
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Representacdo geométrica da integracdo numérica pela regra dos 3/8 de Simpson composta |

e f(x) =e"sen(10x) + 8 com 2 polinomios interpoladores P3(x) de grau 3.

Férmula composta de Newton—Cotes com polindmios de grau 3

B fx)=e*sen(10x)+8

y=P,(x)

14

0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
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Exemplo da regra dos 3/8 de Simpson |

4
Exemplo 8 Calcular / log, (:I:3 + Vel + 1) dx pela regra dos 3/8 de Simpson

composta (§) com m = 6 (multiplo de 3) subintervalos.
b—a 4-1
h = =5 > h =0,5.

Ly Yi C
1.0/ 1,0744
1,51.7433
2.012,3884
25129578
3.013.4529
3.53,8860

4042691 1
3% 0,5

Iy = ———=(1,0744+3(1,7433+2,3884+3,4529+3,8860) +2 x 2,0578+4,2691) ~

I3 = 8.5633.
\__ ©2009 FFCE 29 J
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Exemplo da regra dos 3/8 de Simpson |

T+ sen(x)

1 + cos(x)
composta () com passo de integracao h = 0,3.

b— 2,7—=0
m = haz ’073 —m =9 (multiplo de 3),

2.7
Exemplo 9 Calcular / dx, usando a regra dos 3/8 de Simpson
0

Li Yi
0,0 | 0,0000
0,3 0,3046
0,6 | 0,6380
0,9 1,0381
1,21 1,5650
1,0 2,3325
1,81 3,5894
2,1 59844
24111,7113
2,7132,6014

e

O© 0 ~J O T = W N~ O .

= W W N W WD Www

3% 0,3

I3 = (0,0000 4 3(0,3046 + 0,6380 + 1,5650 + 2,3325 + 5,9844 + 11,7113)+

2(1,0381 + 3,5804) + 32,6014) ~» I3 = 12,3147,

\__ ©2009 FFCE 30J
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Erro de integracao dos métodos de Newton-Cotes |

e Firro de truncamento do polinomio de Gregory-Newton de grau n

- o)
Thz) = Z1_%(:1: — x;) CrSik Ty < 0 < xp.
e Regra do trapézio baseada em polinomio de graun =1
(01

Ti(2) = (z = @o)(w — 21) = 20 < 01 <21,

e firro de integragao Fq 1 cometido ao utilizar a regra do trapézio

B = /xf’fl(x — z)(z — Zvl)f”(el) dx.

0 2
e Mudanca de variavel de x para u = u, = L —hiUo
1
1 ar h?’ ar 3 9 h3 ar
Eu/lmmmu—mﬁ;LMmLf;1>C;_%> R0
: 0
\ (©2009 FFCE BlJ
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Erro de integracdo dos métodos de Newton-Cotes cont. |

e Firro de integracao global considerando os m subintervalos

< h3 /! /! /!
By =) BEii=——("00)+f"(6) + -+ [ (0m)),
1=1

e (), determinado em cada um dos m subintervalos.

e Se f"(x) for continua no intervalo [a, b, entao existe algum valor de
v = 0 € [a, b] para o qual o somatdrio acima é igual a m f"(0).

e Passo de integragao: h = (b — a)/m.

e Erro global de integracao da regra do trapézio

h3m f" (0) (b—a)>mf"(0)
i = — —
1 5 3 THR a < 6 <b,

\ (©2009 FFCE 32J
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Erro de integracdo das regras de Simpson |

e Regra do 1/3 de Simpson

b—a)
Ey = _(18077621 f0), a<0<b. (10)
e Regra dos 3/8 de Simpson
b—a) .
E3 = _(807734) f90), a <0 <. (11)

e Valor de # é o ponto no intervalo |a, b|, no qual a derivada de f(x) apresenta o
maior valor em modulo.

e Fquacoes fornecem a cota maxima do erro de integracao.

\__ ©2009 FFCE 33J
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Exemplo 10 Calcular

\ (©2009 FFCE

3

1
12:5(9+4><47+139)«»12:112.

Exemplo da erro de integracao |

(4:1:3 + 327+ x + 1) dx utilizando a regra do 1/3 de

h

Simpson (7)) com m = 2 subintervalos.

h=1,

_b—a_3—1

- m 2
LT Y |G
O 1/ 9 1
1] 2| 47| 4/
2 3139 1

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

34J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 5: Integracdo numérica \

Exemplo do erro de integracao cont. |

e Frro de integragao por ([10))
f(x) = Ard 43207+ 41, fl(x) = 122° 46241, () = 24x+6, f"(x) = 24,

- b—a) . (3—1)°
w :OHE :—( ZU& = — XO E:O
o) 2= gt 0= g m X0 B
e Resultado exato
3 2 3
/(4x3+3x2+x+1)d33— x4+x3+?+az = 1155 — 3,5 = 112.
1
1

\__ ©2009 FFCE 35J
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Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

70

h:b—azw—o >h::
m § §

iomi |y c(t) ¢(LS)]¢i(25)
0 0 3,0000 1 1 1
1 w/6  4,1881] 2 4 3
2| /3 | 57157 2 2 3
3| /2 78105 2 4 2
412w /3/10,9866| 2 2 3
5 brw/6/16,2082 2 4 3
6| w 25,1407 1 1 1

\ (©2009 FFCE

Exemplo de comparacao dos erros de integracao |

Exemplo 11 Calcular a integral (" + sen(x) + 2) dx usando as trés

0
primeiras formulas de Newton-Cotes com m = 6 subintervalos.

36J
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Exemplo de comparacao dos erros de integracao cont. |

e Regra do trapézio
T

I = ——(3,0000+2(4,1881+5,7157+7,8105+10,9866-+16,2082)+25,1407),

I, = 30,8816. ([l=

e Regra do 1/3 de Simpson

L (3,0000+4(4,1881+7,81054+16,2082)+2(5,7157-+10,0866)+-25,1407),

[:
27 6% 3

I, = 30,4337. ([l=

e Regra dos 3/8 de Simpson

3
Iy = :8(8,0000+3(4,1881+5,7157+10,9866+16,2082)+2><7,8105+25,14O7),

I35 = 30,4455,

\__ ©2009 FFCE 37J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 5: Integracdo numérica \

Exemplo de comparacao dos erros de integracao cont. |

e Determinacao de 6

F(x) =" — cos(z) e f¥(x) = e* + sen(z) ~ 0 =,
e (): abscissa do ponto onde a derivada apresenta o maior valor em modulo.

e Eirro de integracao da regra do trapézio

\ (©2009 FFCE

(b— a)g /" (m — 0)3 T
FE=— 5 () =— T (e" — sen(m)) ~ E1 = —1,6609.
e [irro de integracao da regra do 1/3 de Simpson
(b B a>5 10 (7T - O>5
= — 0) =— Y- FEo = —0,0304.
momt ) 0= Tgger (@ T osen(m) ~ B
e [rro de integracao da regra dos 3/8 de Simpson
(b o CL)5 1V <7T - 0>5 s
=~ f0) = — 0% (e" + sen(w)) ~ F3 = —0,0683.

f(x) =e" + sen(x) + 2, f/(aj) = ¥ + cos(x), f”(m) — ¢ — sen(z)~ 0 =T,

BSJ
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Exemplo de comparacao dos erros de integracao cont. |

7
/0 (e’ + sen(x) + 2) dx = (e — cos(x) + 2x) | ~ 30,4230.

e [irro de integracao maximo e real

nl I, B, 1304239 — I,
1]30,8816| —1,6609] —0,4577
2130.4337/ —0,0304  —0,0008
3130.4455 —0,0683  —0,0216

e Regra do 1/3 de Simpson produziu os menores erro maximo e erro real.

e Sinal negativo de E), indica que a integracao numeérica fol por excesso:
Iy > ]exata-

\__ ©2009 FFCf 39J
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Exemplo de escolha da regra |

.

s
Exemplo 12 Calcular / T +a? sen(:c)) dz com E < 1072 usando uma
0

das tres primeiras féormulas de Newton-Cotes.

e Valor de 6 para regra do trapézio

4

f(x) = Z+:1:2+ sen(z), f'(z) = 22+ 2x4cos(z), f’(x) = 3z°+2— sen(z) ~

0 =r.

e Valor de 6 para regras de Simpson

f’”(llf) — 6x—cos(aj) e fw(:c) = 06+ SGH<5E> ~ 0= g

\__ ©2009 FFCE 40J
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Exemplo de escolha da regra cont. |

e Valor de m para regra do trapézio

|®—af

12m?

DN —

16)

<107% = my > <7T_O>3(32+2— )| =~ 90,37 ~
1 7 % 1027 sen(m)) | ~ 90,

m1 = 91.
e Valor de m para regra do 1/3 de Simpson

(b—a)’ (m —0)°
180m 180 x 102

1
1

(6 + SGD(’]T/Q))) ~ 5,87 ~»

f“%9)|<:102—+7n2:> (

mo = 0.
e Valor de m para regra dos 3/8 de Simpson

(b—a)® (m — 0)°
30m] 30 x 102

=

1 (0)

<107% = mg3 > ( (6 + SGH(TI‘/Z))) ~ 7,19 ~

ms = 9.

e ['érmula escolhida: regra do 1/3 de Simpson.
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Exemplo de escolha da regra cont. |

e Passo de integracao: h = b—a S V — h = E;
m 6 6
vX Yi |G
0 O 0,0000 1
1| /6 | 0,7929 4
2| /3 | 2,2633 2
3| /2| 49894 4
412m/3110,0628 | 2
515m/6119,0979| 4
6, m [342219]| 1

e Regra do 1/3 de Simpson
I, = 6%(0,oooo+4(o,7929+4,9894+19,0979)+2(2,2633+10,0628)+34,2219) ~ I, = 27.6451.

e Verificacao da exatidao

s 4 5 3
/0 (% +2° + SGH(Q?)) dr = (g_() + % — Cos(a:))
27,6364 — 27,6451 = 0,0087 < 102

T

~~ 27,6304,
0

\ (©2009 FFCE 42J
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Algoritmo: integracdo numérica pelo método de Newton-Cotes

Algoritmo Newton-Cotes
{ Objetivo: Integrar uma fung¢ao pelo método de Newton-Cotes }
parametros de entrada a, b, n, m
{ limite inferior, limite superior, grau do polinomio, nimero de subintervalos }
parametros de saida Integral, CondErro
{ valor da integral e condicao de erro, sendo }
{ CondErro = 0 se nao houve erro de consisténcia dos parametros dados, }
{ CondErro =1se (n<loun>38),}
{ CondErro = 2 se resto(m,n) # 0 e }
{ CondErro = 3 se ambas as condigbes ocorrerem }
d(1)« 2;d(2) < 6; d(3) < 8; d(4) + 90; d(5) < 288; d(6) + 840
d(7) < 17280; d(8) < 28350
(1) 1;c(2)«1; c(3)«4;c(4) < 1;c(5) « 3, ¢c(6) « 7; c(7) + 32
(8) + 12; c(9) + 19; c(10) « 75; c(11) « 50; c(12) « 41; c(13) + 216
c(14) « 27; c(15) < 272; c(16) « 751; c(17) « 3577; c(18) « 1323
c(19) < 2989; c(20) « 989; c(21) « 5888; c(22) « —928; c(23) + 10496
c(24)  —4540
CondErro <+ 0; Integral < 0 k=
{ consisténcia dos parametros }
se n < 1 ou n > 8 entao CondErro «+— CondErro + 1, fimse
se resto(m, n) # 0 entao CondErro <— CondErro + 2, fimse
se CondErro # 0 entao abandone, fimse
{ célculo da integral }
p < trunca(0,25 % (nx (n+ 2) +resto(n, 2))); h«+ (b—a)/m
para i < 0 até m faga
X<a+ixh
y « f(x) { avaliar a fungao integrando em x }
J < p+ trunca(0,5 x n — abs(resto(i, n) — 0,5 % n))
k < 1 + trunca((n — resto(i, n))/n) — trunca((m — resto(i, m))/m)
Integral < Integral +y * c(j) % k
escreva i, x,y, c(j) * k
fimpara
Integral < nx h/d(n) % Integral
fim algoritmo

O 0

Capitulo 5: Integracdo numérica \
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Complexidade da integracdo pelo método de Newton-Cotes |

Operacoes Complexidade
adicoes 9 + 12
multiplicacoes bm + 9
divisoes 2m +4

e Polinomios dados em termos do numero de subintervalos m.

e Complexidade independe do grau n do polinomio interpolador utilizado.

44J
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e Paran =2

% Os parametros de entrada
a=20

b = 3.14159
n=2
m=206

% fornecem os resultados

i x (1)

.00000
.52360
.04720
.57080
.09439
.61799
.14159

o Ok W N+~ O
W NDNE -, OO

2.00086
0

Integral
CondErro

\ (©2009 FFCE

Exemplo 13 Calcular

O O O O O O

/i

0
e n = 3, utilizando m = 6 subintervalos.

y (1)

.00000
.50000
.86602
.00000
.86603
.50000
.00000

Exemplo de uso do algoritmo |

sen(x) dx pelo algoritmo| com polinomios de grau n = 2

Integracao por Newton-Cotes com polinomio de grau 2

c(i)
1

O N I NI ORI

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\
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Exemplo de uso do algoritmo cont. |

e Paran =3

% Os parametros de entrada

a=20
b = 3.14159
n=3
m=6

/» fornecem os resultados
Integracao por Newton-Cotes com polinomio de grau 3

i x(1) y (1) c(i)
0 0.00000 0.00000 1
1 0.52360 0.50000 3
2 1.04720 0.86602 3
3 1.57080 1.00000 2
4 2.09439 0.86603 3
5 2.61799 0.50000 3
6 3.14159 0.00000 1

Integral = 2.00201

CondErro = 0

\ (©2009 FFCE
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Exemplo de comparacao das formulas de Newton-Cotes |

5
Exemplo 14 Verificar o erro real cometido no calculo de / x sen(3z)dx, usando
0

as sete primeiras formulas de Newton-Cotes, com m = 420

n ‘]exata — In|

1,2690.10~*
9,4861.10™"
2.1346.1078
3977510712/
8,5454.10 12
6.6613.10~10
2,6645.10~1°

J O Ot I W N =

e A medida que o grau n do polinomio interpolador aumenta, o erro diminui.

e F'ormula utilizando grau jpar| ¢ melhor do que a de grau impar| seguinte.

\__ ©2009 FFCE 47J




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 5: Integracdo numérica \

Quadratura de Gauss-Legendre |

e Eiscolher pontos igualmente espacados nas formulas de Newton-Cotes
simplifica os calculos.

e Sem imposicao de espacamento constante as formulas fornecem uma maior
exatidao.

e Usando o mesmo numero de pontos que Newton-Cotes.
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Newton-Cotes X Gauss-Legendre |

e Integragao de f(x) baseada em polinomio interpolador de grau 1.

=

Método de Newton—Cotes com polindmio de grau 1 Método de Gauss-Legendre com polindmio de grau 1
T

0.4r 0,4
0,2* - 0,2,
0 r 0 r
a b a b
016 0,‘8 1‘ 112 114 116 1‘,8 2‘ 212 016 O‘,8 1‘ 112 114 l‘,6 118 2‘ 212
pontos A e B extremos pontos C' e D para aproximar as areas
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Formula para dois pontos |

e Mudanca de variavel de x para t, definida no intervalo [—1, 1]

b—a a+b
= x(t) = t . 12
v =a(t) ="t + (12
e Derivando ,
L — 1)
2
e ¢ definindo ;
—a
F(t) = " flalt)). (13

e Integral

/f /1bfaF()b_“d«»/f /_11F(t)dt.
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Formula para dois pontos: escolha das abscissas |

e Pontos Clt1, F'(t1)] e Dlto, F(t9)].

Abscissas do método de Gauss-Legendre com polinémio de grau 1

- Clt1,F(t1)]

0,5

0,4

0,31

0,2

0,1

\ (©2009 FFCE
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Formula para dois pontos |

e [ntegral 1
[ P 1= A + A (14)
—1
e Fim vista de ([13) e com x; = x(t;)
b—a
[y = ——(A1f(21) + Ao f(22))| (15)

e [Ixpressao analoga a regra do trapézio

b
!Lf@Mngﬂ@+§ﬂw

\ (©2009 FFCE 52J
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Construcdo da férmula de dois pontos |

e Encontrar valores de t1, t9, Ay e Ay que tornem a exatidao a maior possivel.

e Meétodo construido de modo a ser exato para polinomios de grau até 3.

e Ter-se-a quatro incégnitas (t1, t9, Ay e Ag) e quatro equagoes
Fit)=t" k=0,1,2,3.

e [mpondo Iy = A1 F(t1) + Ao F'(t2) ser igual a integral analitica de F'():

\__ ©2009 FFCE 53J
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Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

e para k =0

1
F(t)zl%/ 1 dt =
1

e para k =1

1 t2
F(t):t%/ tdt = —
4 2

e para k = 2

1 3

t

F(t)—tQ%/ tht:—g
—1

epara k=3

1 4

t

F(t):t3—>/ t3dt = —
4 1

\ (©2009 FFCE

Construcdo da férmula de dois pontos cont. |

1 —(=1)=2= A1+ Asl,

I 1
———=0=Ayt; + Aot
573 111 + Aglo,

Alt% + Agt% e

1
;=0= At} + Aots.

54J
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Sistema de equacdes n3o lineares |

e Sistema de equacoes nao lineares de ordem 4

A+ Ay =2,
At + Asto = 0,

2 2 2
Altl —+ A2t2 — g e

Ait? + Aoty = 0.

e Solucao

1
~ —0,5774, ty = —
V3

Ai1=1e Ay = 1.

\ (©2009 FFCE
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~ 0,0774,
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Exemplo |

D
Exemplo 15 Calcular / (227 4 32 + 62 + 1)dz, usando (15).
1
b— b 5—1 1+5
e Por (12): x; :Tati—Fa; :th'%—%’\ﬁivi = 2t; + 3.

e Dispositivo pratico

it | x| flg) A

_ 1
1 7 1,8453 ) 34,8542 1|
1
2 7 4,15471221,1458| 1
b—a Hh—1
Io = (Alf(x1)+A2f(a:2)):T(1 X 34,8542+ 1 x 221,1458) ~» [5=512,0000.

e Resultado exato

5
z! 3 2 _ _
(5 + 2° 4 327 + x) = 017,5 — 5,0 = 512.
1

5
/ (225 4 32° + 62 + 1)dx
1
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Exemplo |

s
Exemplo 16 Calcular / (e* + sen(x) + 2) dx, usando (|15).
0

b — b — 0 0
e Por (12): x; = ati+a—2|— :772 t; + —12_7T

2

it || flr) A
1 —21.106639 45585 1.
24777 14,5300 1

—

S-S

b —0

Qa(Alf(xl) + Ao f(x9)) =

e Valor exato aproximadamente 30,4239.
e Frro cometido com 2 pontos: 30,4239 — 29,9841| = 0,4398.
e Regra do trapézio com 7 pontos: (]30,4239 — 30,8816| = 0,4577). (exemplo

3

Ir= = (1 % 4,5585 + 1 x 14, 5300)~> I =29,0841.
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Exemplo de 4reas entre a funcdo e o polinomio no método de Gauss-Legendre |

Exemplo 17 Calcular a soma das areas S1, Sy e S3 entre o polinomio de grau 1
construido a partir dos zeros do polinomio de Legendre de grau n = 2 e a funcao

f(x) = 3 — 62° + 11a — 5 obtidas no intervalo [1, 4].

Compensacéao de areas em Gauss-Legendre

E— f(x)=x3—6x2+11x—5
- == p(x)=0,5x+0,5
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Exemplo de calculo das areas |

e Abscissas x1 e xo a partir dos zeros do polinomio de Legendre de grau 2:

1 1
1= ——— eto=——.
1 \/§ 2 \/g
e Por ([12
4—1 1+44 5—4/3
= — 1 —_— = ~ 1.63397
xl 2 1—|_ 2 2 9 9
4 —1 1+4 5 3
O S M +\/_%3,36608.
2 2 2

e Polinomio de grau 1 que passa pelos pontos (x1, f(x1)) e (2, f(x2))

p(2) = fg) + f(x9) — f(1151><

L __':171>7
Lo — X7

p(x) = 0,5z 4+ 0,5.

\ (©2009 FFCE
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Exemplo de calculo das areas cont. |

e Sendo g(z) = f(z) — p(x) = 2% — 62% + 10,52 — 5,5

T
S1 = / g(x)dx ~ 0,08702,
1

9
Sy = / g(x)dx =~ —1,29904,
1

4

S3 = / g(x)dx ~ 1,21202.
2

e Soma das tres areas ¢ igual a 0.

e Compensacao exata das areas entre o polinomio de grau 1 obtido a partir dos
zeros do polinomio de Legendre de grau n = 2 e a funcao polinomial de grau 3.

\__ ©2009 FFCE 6OJ
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Formula geral |

e Determinar os valores dos pesos A; e das abscissas t;, 1 =1,2,...,n
/ fla)dr = / F(t)dt ~ I

e F'ormula exata para pohnomlos de grau menor ou igual a 2n — 1.

e az-se
Fit)=tF k=0,1,...,2n— 1,

e sabendo que
| (0, se k for impar,

/ th dqt = 4
—1 )

T se k for par.
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Sistema de equacdes n3o lineares |

e [mpondo que (

\ (©2009 FFCE

16) seja exata para a integracao de F'(t)
1

En:AZ-F(tZ-): / F(t)dt.
1=1

—1

e Sistema de equacoes nao lineares de ordem 2n

A+ A+ A3+ -+ Ay =2,
Ajty + Agto + Asts + -+ -+ Aptp =0
Alt%—i—AQt%—l—Agt%—l—”'—‘v—Ant% —

e Solucao fornece os n pesos A; e as n abscissas ;.

Wl Do

)

)

At Agtsn o Ages e A =,

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\
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Formula geral da quadratura de Gauss-Legendre |

e [im vista de

\ (©2009 FFCE

13

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\

e com x; = x(t;),

16) é equivalente a

']}l —

2

v azAz'f(l’z')-
i—1

(17)

63J
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Férmula geral via polindmios de Legendre |

e Polinomios de Legendre definidos pela formula de recorrencia

Ln<ZIZ> _ (271 B 1)an—1<x> B (n B 1)Ln_2<$)7 (18)

n

® COIN L()(CIZ) =1le Ll(x) — .

e Por exemplo,

3:1:2 — 1
L —
5x3 — 3z
Ls(z) = 5
3524 — 3022 + 3
Ly(x) = . e
8
632° — 702> + 157
Ls(x) = : .
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e Propriedades basicas

[

\ (©2009 FFCE

Lp(x)Li(x) dx <

Propriedades dos polindmios de Legendre |

In()=1 ¢ Lp(—1) = (=1)", n=0,1,2,... ¢

[

e sendo (.(x) um polinomio qualquer de grau k < n.

Ln(z)Qu(x) de =0, n > k, (19)

e Integral chamada de produto escalar das funcoes Ly () e Qp(x).
e Duas funcoes sao ditas ortogonais se seu produto escalar for nulo.

e Os polinomios Ly (z) e Qp.(x) sdo ortogonais.

(=0, sen#k,

| >0, sen==*F.
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Polinomios de Legendre de grau até 5 |

e Fquacoes algébricas Ly () = 0 possuem n raizes reais distintas pertencentes
ao intervalo (—1, 1) e simétricas em relacao a origem.

0,8
0,6
0,4

0,2

()

=0

L

-0,2
-0,4
-0,6

-0,8

\\\7()2009 FFCE

Polindbmios de Legendre

7

Pl
/Il

-1 -0,8 -0,6 -04
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Férmula geral via polindmios de Legendre |

e Sejam os polindmios Fi.(t) = tFL,(t), k=0,1,2,...,n— 1,

e [, (t): polinomio de Legendre de grau n.

e Sendo FJ.(t) de grau menor ou igual a 2n — 1, entao ([16]) é exata

1 n
/ ety dt =3 AFi(t), k=012, n—1,
-1 i=1

1 n
/ La(t) dt = Al Ly(t;), k=0,1,2,....,n— L
- 1=1

1

e Polinomios de Legendre sao ortogonais com qualquer polinomio de grau menor

1
/ t"L,(t) dt =0, n > k.

1

> At Ly(t) =0, k=0,1,2,....,n— L
1=1

e Fixpressao verdadeira para qualquer valor de A; se Ly (t;) = 0 para todo i.
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Valores de t; e A; |

e Para maior exatidao na féormula de quadratura

1 1 1 |
t1  to 13 e Ty
2 2 2 2
tl t2 t3 e tn

.n—l .n—l .n—l | .n—l
B t]- tzz tzg ¢ t7l

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

16) é suficiente que

t;, ©=1,2,...,n sejam os zeros do polinomio de Legendre de grau n.

e Conhecidas as abscissas t;, sistema nao linear se reduz a um sistema linear

Ay 2
Ag 0
Az | = | 3
An i B |

e Eim vez de resolver este sistema via decomposicao LU, pesos A; obtidos por

2

LA (L)

A; = i=1,2,...,n| (20)

e L/ (t;): derivada de Ly(x) na abscissa t;.

\ (©2009 FFCE
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—

\ (©2009 FFCE

Abscissas e pesos para quadratura de Gauss-Legendre |

L A,
0 2
1] £0,57735 02691 89626 1
2 0 0,88888 88888 88889
1| £0,77459 66692 41483 | 0,55555 55555 55556
21 £0,33998 10435 84856 | 0,65214 51548 62546
1] £0,86113 63115 94053 | 0,34785 48451 37454
51 3 0 0,00888 88888 88889
4: 21 40,53846 93101 05683 | 0,47862 86704 99366
5, 1] £0,90617 98459 38664 | 0,23692 68850 56189
0 14; 3] £0,23861 91860 83197 | 0,46791 39345 72691
5: 2
6: 1

— | ~.

Wl DN I
(\)
|._l

.
S Q0| Qo

1+0,66120 93864 66265 | 0,36076 15730 48139
-1 40,93246 95142 03152 | 0,17132 44923 79170
714 0 0,41795 91836 73469
5: 31 40,40584 51513 77397 | 0,38183 00505 05119
6: 2| 4£0,74153 11855 99394 | 0,27970 53914 89277
7: 11 40,94910 79123 42759 | 0,12948 49661 68370
S [5: 4| £0,18343 46424 95650 | 0,36268 37833 73362
6: 3
72
8: 1

+0,52553 24099 16329 | 0,31370 66458 77887
+0,79666 64774 13627 |0,22238 10344 53374
+0,96028 98564 97536 | 0,10122 85362 90376
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Exemplo de ortogonalidade dos polinomios de Legendre |

Exemplo 18 Verificar a ortogonalidade dos polinomios Lo(z) e L3(x) de Legendre.

e Os polinomios serao ortogonais se

1
/ Lo(x)Ls(x)dx = 0.

—1

! bfsa? =1\ [52? — 3
/_1 LQ(CE)LS(ZC)CZCC/1< 5 ) ( 5 )dw,

| 1
1
/ Lo(x)Ls(x)dx = / T (15x5 — 1427 + 3:1:) dx,
—1

1

e Assim,

)

1
L /15 7 3
Lo(x)Ls(x)dr = - (—x6 — —zt —x2>
—1

6 2 2

1
/ Lo(x)Ls(x)dx = 0.
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Exemplo de calculo de 7 |

1
1
Exemplo 19 Verificar que m = 4/ s dx por intermédio de (17) com n =3 e
0 x
n = 4.
e Mudanca de varidvel: xz; = b ; o4 ;r b_1 ; Otl- + % ~ T = %(ti +1).

e ;. zeros do polinomio de Legendre de grau n e A;: n pesos obtidos da [tabela]

e Paran =3

it v, | flx) | A
1 —0.77460 0.11270 0.93746 | 0.55556
2 010,5000010,80000 | 0,88889 |
3| 0,77460|0.88730 0.55950 0.55556

e Usando ([17]) com n = 3,

h—
2

3
ENT Af(wi) — I = 0,78527 ~ 4 x [y = 3,14108 ~ .
1=1

I3 =

714//
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Exemplo de calculo de 7 cont. |

. b— b 1—0 041 1
e Mudanca de variavel: z; = 2ati+a;r =— %’\*%25(

e 1;: zeros do polinomio de Legendre de grau n e A;: n pesos obtidos da

ti+1).

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

tabelal.

e Paran =14

b—a
2

Iy =
1=1

\ (©2009 FFCE

i vi | flzg) | A
11 —0,8611410,06943|0,99520 1 0,34785
21—0,33998 10.330010,90179|0,65215 |
31 0,33998 10,66999 0,69019 0,65215
4 0,8611410,93057|0,53592 0,34785
e Utilizando (17)) com n = 4,
4

> Aif(x;) = Iy = 0,78540 ~ 4 x I; = 3,14160 ~ 7.

72J
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Exemplo de compara¢do com regra de 1/3 de Simpson \

-
Exemplo 20 Calcular / (e"+ sen(x)+2)dx do Exemplo [11], pela quadratura de
0

Gauss-Legendre com n = 5.

e Mudanca de variavel
b—a
2

a+b_7r—0t.+0+7r
2 2

Z; t; +

t; T flzg) | A
—0.00618 014737 3.30562 0.23693
053847 072497 4.72778 0.47363
01157080 7.81050 0,56889
0,5384712,41662 | 13.87103]0,47863
0.90618 2,09422 22.11662 0,23693

Ot = W N | ~.
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Exemplo de comparagdo com regra de 1/3 de Simpson cont. |

e Usando ([17]) com n = 5.

b—a
2

5!
> A f(x;) — Iy = 30,42406.
1=1
e Resultado exato ~ 30,42388.

e Lirro da quadratura de Gauss-Legendre com n =5

130,42388 — 30,42406| = 0,00018.

I5 =

e Frro da regra do 1/3 de Simpson com m = 6

130,42388 — 30,43369| = 0,00981. (exemplo

\ (©2009 FFCE 74 J
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Erro de integracdo da formula de Gauss-Legendre |

e [irro de integracao da férmula de Gauss-Legendre

(b o a>2n—|—1<n!)4
(2n)N)3(2n + 1)

E, = F270), a< 6 <b

(21)

~

e #: abscissa na qual a derivada f2"(z) apresenta o maior valor em médulo no
intervalo |a, b|.

e Cota maxima do erro de integracao da formula de Gauss-Legendre.
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Exemplo de erro de integracao |

T [ 4
Exemplo 21 Calcular / (I— + 2%+ Sen(x)> dx usando o método de
0

4
Gauss-Legendre com n = 2 e o respectivo erro de integracao.

e Mudanca de variavel

b—a a+b w7—0 04 7 T
€T; = 5 t; + 5 = 5 t; + ’\»5132'25(152'4—1).
e Paran =2
it T flz;) A

1 —0,5773510,66390| 1,10552 .
20 0,57735 247770 16,17/01 1

h—
2

2
INT Aif (i)~ T = 27,14733
1=1

Iy =
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Exemplo de erro de integracao cont. |

e Calculo do erro maximo
4
flx) = T + 27 + sen(x), f(x) =2+ 2z + cos(z),
() =32° + 2 — sen(x), f"(z) = 62 — cos(z) e

fw(:c) =6+ sen(z) ~ 6 = g

e Por (21)),

(b — a)2”+1(n!)4 " (m — 0)5(2!)4 T
En = anpan+ 1)’ "(6) = By = (4)3(5) (6+ o (5)) 7

By = 0,49587.

e Valor exato da integral: ~ 27,63641.
e Firro real: |27,63641 — 27,14733| = 0,48908 < Fj.

\__ ©2009 FFCE 77 J




//’ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\

\ ©2009 FFCE

Algoritmo para calculo das abscissas e pesos para as férmulas de Gauss-Legendre |

Algoritmo PesAbsGL
{ Objetivo: Calcular pesos e abscissas para a formula de Gauss-Legendre }
parametros deentrada n { numero de pontos }
parametrosdesaida A, T, CondErro
{ Pesos, abscissas e condi¢ao de erro, sendo }
{ CondErro = 0 se nao houve erro (n > 1) e CondErro =1sen <1}
se n < 1 entao CondErro < 1, abandone, fimse
CondErro < 0; pi < 3,14159265358979323846; m < trunca(0,5 * (n+ 1))
para i < 1 até m facga
z < cos(pi * (i — 0,25)/(n+ 0,5))
repita
pl < 1; p2 <+ 0
para j < 1 até nfacga
p3 < p2; p2 < pl
{ polinomio de Legendre no ponto z }
pl e (24— 1)+ 2 p2 — (j — 1) % p3)/
fimpara
{ derivada do polinomio de Legendre no ponto z }
pp < nx* (z*pl —p2)/(z° —1); z1 + z
{ método de Newton para calcular os zeros do polinomio }
z<zI1 —pl/pp
se abs(z — z1) < 10~ %° entaointerrompa, fimse
fimrepita
T(m+1—1i)< z{ abscissa }
Am+1—1i) <+ 2/((1 —2%) % pp?) { peso }
{ somente as raizes nao negativas sao calculadas devido a simetria }
fimpara
fimalgoritmo
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Exemplo de uso do algoritmo |

com n = 5, utilizando o jalgoritmo|

% 0 parametro de entrada

n=>5

% produz os resultados

A = 0.56888888888889 0.47862867049937 0.23692688505619
T = 0 0.53846931010568 0.90617984593866
CondErro = 0O

\ (©2009 FFCE

Exemplo 22 Calcular os pesos e as abscissas para a férmula de Gauss-Legendre

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\
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Algoritmo Gauss-Legendre
{ Objetivo: Integrar uma funcao pelo método de Gauss-Legendre }
parametrosdeentrada a, b, n
{ limite inferior, limite superior, nimero de pontos }
parametros de saida Integral, CondErro
{ valor da integral e condicao de erro, sendo }
{ CondErro = 0 se nao houve erro (n > 1) e CondErro =1sen <1}
Integral < 0
{ calculo dos pesos e abscissas }
[Avet, Tvet, CondErro] < PesAbsGL(n) (verfalgoritmo
se CondErro # 0 entao abandone, fimse
{ célculo da integral }
el < (b—a)/2
e2 < (a+b)/2
se resto(n, 2) = 0 entaocl < 1; c2 + 0,5senaocl < 0; c2 < 1, fimse
para /i < 1 até n faca
k < trunca(i — 0,5 x (n+ 1) +sinal(i — 0,5 %« (n+ cl)) * c2)
t < sinal(k) = Tvet(abs(k))
x<4elxt+e2
y «+ f(x) { avaliar a fungao integrando em x }
c < Avet(abs(k))
Integral < Integral + y x ¢
escreva I, t,x,y,C
fimpara
Integral <— el x Integral

fimalgoritmo

Algoritmo para integracdo numérica pelo método de Gauss-Legendre |

\ ©2009 FFCE
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Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

e n: numero de pontos.

\ (©2009 FFCE

Complexidade: integracao pela quadratura de Gauss-Legendre |

Operacoes Complexidade
adicoes m+ 2
multiplicacoes 6n + 1
divisoes 2

81J
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a=20
b = 3.14159
n=2>5

t(1)
-0.90618
-0.53847

0.00000
0.53847
0.90618

Integral
CondErro

0

\\\7()2009 FFCE

e Paran =5

Integracao numerica

N N =~ O O

Exemplo 23 Calcular

% O0s parametros de entrada

% produzem os resultados

0

/0

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\

Exemplo de uso do algoritmo |

sen(x) dx pelo

pelo metodo de Gauss-Legendre

x(1)

.14737
. 12497
.57080
.41662
.99422

2.0000001103

f(x(1))
0.14684
0.66311
1.00000
0.66312
0.14684

S O O O O

A(1)

.23693
.47863
.56889
.47863
.23693

algoritmo

comn=5en =0~0.
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e Paran =06

% Os parametros de entrada
a=20

b = 3.14159

n==~o6

% produzem os resultados

i t (1) x(1)
1 -0.93247 0.10608
2 -0.66121 0.53217
3 -0.23862 1.19597
4 0.23862 1.94562
5 0.66121 2.60942
6 0.93247 3.03551
Integral = 1.9999999995
CondErro = 0

\\\7()2009 FFCE

Exemplo de uso do algoritmo com n =6 |

f(x(i))
.10588
.50740
.93057
.93057
.50741
.10588

S O O O O O

SO O O O O O

Integracao numerica pelo metodo de Gauss-Legendre

A(i)

.17132
.36076
.46791
.46791
.36076
.17132

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\
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b =1
n = 10

t (1)

-0.97391
-0.86506
-0.67941
-0.43340
. 14887
0.14887
0.43340
0.67941
0
0

©O© 00 N O O+ W N = H
|
(@

.86506
.97391

(I
(&

Integral

CondErro 0

\\\7()2009 FFCE

Integracao numerica

O O O O O O O O O O

Exemplo 24 Verificar que m =

% Os parametros de entrada

% produzem os resultados

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\

Exemplo de uso do algoritmo com n = 10 |

Ly

1o .2 dx com n = 10 utilizando o
0 X

pelo metodo de Gauss-Legendre

x(1)

.01305
.06747
.16030
.28330
.42556
.57444
. 71670
.83970
.93253
. 98695

3.1415926536

f(x(i)) A(i)

3.99932 0.06667
3.98187 0.14945
3.89980 0.21909
3.70281 0.26927
3.38666 0.29552
3.00757 0.29552
2.64261 0.26927
2.34590 0.21909
2.13948 0.14945
2.02626 0.06667

algoritmo,
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\ (©2009 FFCE

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\

Comparacao dos métodos de integracao simples |

0,9

0,8

0,7

0,6

>0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0

7

sen(x) dx

= — cos(x)|

f(x)=sen(x)

T

0

2.

T

T

T

T

T

T

T

T

T
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Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

Comparacao entre Newton-Cotes e Gauss-Legendre |

(—

Grau do | Nuamero de | Newton-Cotes | Numero de | Gauss-Legendre

polinomio | subintervalos pontos
1 1 2.000.10Y | 2 | 6,4181072
2 2 194401072 3 | 1,389.107°
3 3 40521072 4 15771070
4 4 11429102 5 | 1,103.10~7
5 5 17,969107% 6 5,227.10710
6 6 |1,781.107° 7 |1,791.10712
7 7 11,087.107° 8 44411071
3 8  1,647.1077 9 444110710

\ (©2009 FFCE

e Utilizadas regras simples de Newton-Cotes.

e Numero de pontos de Gauss-Legendre igual a m + 1, sendo m o numero de
subintervalos de Newton-Cotes.
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Comparacao dos métodos de integracao simples |

D D
3 3
/ x sen(3x) dr = sen(3z) _ wcos(3z) ~ 1,3384.
0 Y 3 o

f(X)=x*sen(3*x)

\ ©2009 FFCE 87 J
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Capitulo 5: Integracdo numérica \

1/3 de Simpson

Gauss-Legendre

9,188.10Y
5,269.10Y
52211071
1,093.10~1
3,799.10~2
1,688.102
8,680.10~3
4,944.1073

OOOBAkNS

10
12
14
16

8,819.10Y
4.990.10~1
3,629.1073
5,452.1070
9,417.10~10
5,.250.10712
8,660.1071°
1,110.1071

\ (©2009 FFCE

| método — exato |

log10(Jresultado do método — valor exato|)

Comparagdo entre a regra do 1/3 de Simpson e Gauss-Legendre |

1/3 de Simpson X Gauss—-Legendre
T T T T

* *  1/3 de Simpson
®y o O  Gauss—Legendre

*
* %
***** %
*%%*
* ok %
****%*****%*******
k% % % x

@]
O O O
000 00 60050 O ;000 50
o Op O OOO

| | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
ndmero de pontos

log1o(| método — exato |) x m
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Capitulo 5: Integracdo numérica \

Integracdo de uma funcao nao suave |

D

x sen(15bx) dx =

0

f(x)=x*sen(15*x)

sen(15x)

229

|
log10(|resultado do método — valor exato|)

\ (©2009 FFCE

f(x) = xsen(15z).

~ wcos(15w) . ~ —0.3000
5 |,

1/3 de Simpson X Gauss-Legendre

* *  1/3 de Simpson

o O  Gauss-Legendre
%%g@@@@g;**** g |
O *

O

|
N
T

*
*
**** *x
¥ % %
* %
. ******************
* %

|
N
T

o .

O

|
<))

T

i

|
0o

T

i

|
[N
(=)

T

1

|
BN
N

T

1

|
=
S
T

00O

o 0o .0
Op 00970 oooooooooooo o 5o .
e o © o

|
[N
(<2}

T

1

| | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
ndmero de pontos

1/3 de Simpson e Gauss-Legendre.
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Integracao numérica iterativa |

e F'ormulas de integracao calculam com grau crescente de exatidao a medida que
aumenta o numero de pontos.

e Principalmente a quadratura de Gauss-Legendre.
e Integracao numeérica iterativa:

—inicialmente, a integral ¢ calculada com n = 8 pontos;
— depois calculada com n = 13 pontos;

—se a diferenca relativa entre os dois valores for menor ou igual a uma dada
tolerancia entao o processo termina;

—senao valor de n é incrementado, seguindo uma sequencia de Fibonacci;
— a integral ¢ calculada novamente;

— processo repete até que a diferenca relativa entre os dois ultimos valores da
integral seja menor ou igual a tolerancia predefinida.
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Integracao iterativa pelo método de Gauss-Legendre |

Algoritmo Gauss-Legendre_iterativo
{ Objetivo: Integrar uma fungao iterativamente pelo método de Gauss-Legendre }
parametros de entrada a, b, Toler, IterMax
{ limite inferior, limite superior, tolerancia e nimero méaximo de iteragoes }
parametros de saida Integral, Delta, CondErro
{ valor da integral, menor diferenga relativa obtida e condi¢ao de erro, sendo }
{ CondErro = 0 se Delta < Toler ¢ CondErro = 1 se Delta > Toler }
Iter <— 1; nl < 5;: n2 < 8
[Int, CondErro] < Gauss—Legendre(a, b, n2) (ver flgoritmo
escreva lter, n2, Int
{ sucessivos célculos das integrais }
repita
Iter < Iter + 1; n <— nl + n2
[Integral, CondErro] «+— Gauss—Legendre(a, b, n)
se Integral # 0 entao
Delta <— abs((Integral — Int)/Integral)
senao
Delta < abs(Integral — Int)
fimse
escreva lter, n, Integral, Delta
se Delta < Toler ou Iter = IterMax entao interrompa, fimse
Int < Integral; n1 < n2; n2 < n
fimrepita
{ teste de convergencia }
se Delta < Toler entao CondErro < 0 senao CondErro < 1, fimse
fimalgoritmo

\ ©2009 FFCE

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\
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Exemplo de uso do algoritmo |

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\

20

0

Exemplo 25 Calcular x sen(15x)dx utilizando o jalgoritmol, com uma

0—10

tolerancia de 1 e com, no maximo, 10 iteracoes (ver

% Os parametros de entrada
a=20
b = 20
Toler = 1e-10
IterMax = 10
% produzem os resultados
Integracao iterativa pelo metodo de Gauss-Legendre

Iter n Integral Dif. relativa

1 8 32.7305341124

2 13 24.9187432521 3.135e-01
3 21 -16.8767733573 2.477e+00
4 34 49.5529883366 1.341e+00
5 55 -31.2365609799 2.586e+00
6 89 0.0247820806 1.261e+03
7 144 0.0250187998 9.462e-03
8 233 0.0250187997 1.006e-11

Integral = 2.5018799750e-02
Delta 1.00649e-11
CondErro 0

\ ©2009 FFCE

figural).
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Integracao dupla pelas férmulas de Newton-Cotes I

e Calculo de integral dupla definida

— /ab /Cdf(:c,y) dy dx. (22)

e Funcao integrando f(x,y) aproximada por polinomio interpolador.

e Integral deste polinomio ¢ obtida analiticamente.

/fflry

1:/@ G(x) dz. (23)

e Calculo de uma integral dupla consiste na solucao de duas integrais simples.

e ['azendo
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Férmulas simples |

e Para resolver uma integral simples aplica-se qualquer uma das tormulas de
Newton-Cotes.

e Utilizando a regra do 1/3 de Simpson em (23),

b 1
1= / Gle) dr = Shy(Glag) +AG(r) + Gl (24)
| 2
I = §hx Z c; G(x;),
1=0

eonde hy = (b—a)/2, cxy =cCpo =1, ¢y =4 e

d
G@O—/ﬁﬂ%wﬁmi—OJﬂ.
C
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Formulas simples cont. |

e Para o calculo de G(z;) utiliza-se qualquer uma das formulas de
Newton-Cotes, por exemplo, a regra dos 3/8 de Simpson

:UZ / f 'CEZ? dy

(f(xm Yo) + 3f<377,a y1) + 3f(xi, y2) + f(24,93)),

— ]
— ghy Z Cyjf(xia y]>7 <25)

eonde hy = (d—c)/3, cyy =cyzs =1, cyy = ¢y = 3 €
e f(x;,y;): funcao integrando no ponto (z;, ;).
e L.evando os valores de G(z;) dados por (@) em (124

= —h hy Z Z CaiCy; [ (Tisyj). (26)

1=0 7=0
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Exemplo de integracao dupla |

7
Exemplo 26 Calcular I = / / sen(x +y) dy dx.
0 JO

v v

e Fazendo G(x) = /4 sen(x +y) dy — I = /2 G(x) dx.
0 0

e Utilizando a regra do 1/3 de Simpson em =,

I = %hx(G(SIZQ) + 4G(a:1) + G($2>)7 com hy =

b—a_ﬂ
2 4

s

T
e Calculo de G(x;) = / sen(x; +y) dy, i =0,1,2ex; =a+ihy = i%a
0

utilizando a regra dos 3/8 de Simpson

3
G(z;) = éhy( sen(x; + yo) + 3sen(x; + y1) + 3sen(x; + y9) + sen(x; + y3)),

® COINn d
— C T T
y= g3 T ST ety =0
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Calculo de G(x;)

-

oParaxO:OxZ:O
3
G’(xo):é%(sen(Oero)+386n(0+y1)+386n(0+y2)+ sen(0 + y3)),
G(xg) = % (Sen(()) + 3 sen (17;) + 3 sen (%) + sen (%)) s
() = 0,2929.
T T
eParar;=1x —=—
4 4
G(z1) = ?W( (W+ )+3 <7T+ )+3 (W+ )+ (”+ ))
1 219 en 740 sen 91 sen | 7+ sen (5493
Glar) = 55 (sen () +3sen (45 +3sen () + sen (3+7))
x1) = — (sen ( — sen sen sen ~>
139 4 412 46 44
G(x1) = 0,7071.
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Célculo de G(x;) cont.

oParax2:2><%:

Glaz) = 575 (sen (Grm) +35en (Grn) +3en (Gm) + sn (Gm)
L9 312 5 Yo SEI11 5 U1 SEI11 5 Y9 SECI1 5 Y3

Gt =5 (e (5) 300 (5+5) 30 (42) + o (5+)
G(29) = 0,7071.

ro ] )

e Considerando que

- %hz((}(x@) +4G (1) + G(x2)).

|
I =-2(0,2029 + 4 x 0,7071 + 0,7071) ~»

34
[ =1,0023.
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Comparacao com valor analitico |

T

\ (©2009 FFCE

I—/Q/4 sen(:z:+y)dydx——/2cos(x+y) dx,

0 JO 0 0

]:—/2(cos(az+%> —cos(:z:+0)) de = — {sen(aﬂrg) — Sen(a:)} i
0

[ =— (Sen (g+%) — sen (g)) +- (Sen (O+%) — sen(())) ~ [ =1.

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\
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Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

e Regra dos 3/8 em .

J 0 1 2 3
Yj c c+h, | c+2hy | c+3hy

i T cxi\cyj 1 3 3 1
0a 1 Cog X Cyo| | [Crg X Cyy ||| Cap X Cyo | | |Cag X Cys
f(@o,90) | flzo,y1) | Sflwo,y2) | flzo,y3)
1la+h, 4 Coy X Cyo| | [Coy X Cyy ||| Cop X Cyo | |[Cay X Cyy
flxv,yo) | fle,y) | flz,ye) | (@, y8)
21 a+2h, 1 Cay X Cyy| || Cay X Cyp || [Cag X Cyy | | [Cg X Cyy
f(@a,90) | fla,p1) | flao,92) | fl22,93)

\ (©2009 FFCE

2 3
S = Z Z cxicyjf(xi, y;j), entao por

i=0 j=0

Dispositivo pratico para integracdo dupla por Newton-Cotes |

e Regra do 1/3 de Simpson utilizada para integracao em .

1

20)), tem-se [ = ghx

3
—h
8

yS7

e 5: soma obtida, tomando-se todas as células da tabela, do produto ¢z, X Cy,
dos coeficientes de Cotes pelo valor da fungao f(x;,y;).

100J
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edigdo

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\
Exemplo do dispositivo pratico |
T (1 Y
Exemplo 27 Calcular I = / / sen(x + y) dy dx usando o dispositivo prético.
0 JO
b—a 7w/2-0 T i T
hy = = »hey=—ecex;=a+thy =0+1— — x; =1—,
! 2 g ! 4 "7y
d—c 7w/4—0 7 m
hy = = »hy=— ¢ y;=c+ jhy 04 e sy =
Y3 3 ¥y =1 " / T YT
j 0 1 2 3
Y, 0 /12 | w/6 | 7/4
i x sz-\Cyj 1 3 3 1
00 1
0,0000 | 0,2588 | 0,5000 | 0,7071 |
Lim/4] 4
0,7071 | 0,8660 | 0,9659 | 1,0000
2\m/2) 1
1,0000 | 0,9659 | 0,8660 | 0,7071
1.3 w3
I = -hy=hyS = -—===38,9975 ~ I = 1,0023.
\ (©2009 FFCE 3 8 34812
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Formulas compostas |

e Melhorar a exatidao da integral: subdividir o intervalo |a, b] em m,
subintervalos iguais.

e m,: multiplo do grau n, do polinomio interpolador utilizado para obter a
regra de integracao em .

e Regra do 1/3 de Simpson: my, deve ser multiplo de 2 (= ny).

e Aplicando (24)) a cada 3 (= ny + 1) pontos,

I—/abG(:z:) dx

— %hx(G(:co) + 4G (21) + G(x9)) + %hx(G(xz) + 4G (z3) + G(x4)) +
o %hx(G(:cmx_Q) + 4G, 1) + Glm,)),
1

I = ghx(G(CIZQ) + 4G (x1) + 2G(x9) + 4G (23) + 2G(xg) + . . .
+ 2G(xyy,—2) + 4G (2, —1) + G(xpm,)) ~

\ (©2009 FFCE 102J
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Formulas compostas cont. |

My
1
1=0
o onde ¢gy = ¢y, = 1,¢g; = 4 para todo ¢ impar,
cy; = 2 para todo ¢ par e hy = (b — a)/my.

e Calculo de G(z;),7=0,1,...,mg: pode ser utilizada qualquer uma das
formulas de Newton-Cotes.

e Para a regra dos 3/8 de Simpson

d
3
G —/ @i, y)dy=chy(f(@i yo) + 3f (i, y1) + 3/ (i, y2) + fl@i, y3)).
C
(28)
e Para uma melhor exatidao: subdivide-se o intervalo [c, d] em m,, subintervalos

1guails.

\__ ©2009 FFCE 103J
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Formulas compostas cont. |

e m,: multiplo do grau ny do polinomio interpolador usado para construir a
regra de integracao em .

e No caso em questao multiplo de 3 (= ny)).

o Aplicando-se (28) a cada 4 (= ny + 1) pontos,

d
Gla;) = / F (i) dy
3

= hy(f (@i, o) + 3f (i, y1) + 3f (2, yo) + f(i, y3))

3

+ ghy(f (5, y3) + 3f (@i, ya) + 3f (24, y5) + f(2i,96)) + - ..

3

Sy (@i Ymy—3) + 31 (i Ymy—2) + 3f (@i, Ymy—1) + f (2, Ymy ).

\ (©2009 FFCE 104J
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Formulas compostas cont. |

3
8
+
+

f(a% ya) + 3f (2, y5) + 2f (i, y6) + .

2f (@i, ymy—S) + 3/ (2, ymy—Q) T 3f(377,a Ymy— 1) + i, ymy>)
3

G<aj2) :éhnggcy]f(ajz;y]); 2_071727 , My,

e onde ¢y, = Cymy, = 1, e para os j’s restantes, Cy; = 25€ ] for multiplo de 3 e
cy; = 3 se j nao for multiplo de 3 e hy = (d — ¢)/my.

e Levando os valores de G(x;) em (27)),

1 3
I = ghxzcxi éhyzcyjf<$iayj) ~ = _hﬂf hyZZCg;ch] (@4, 5)-

\__ ©2009 FFCE 105J
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Equacao geral da integracdo dupla por Newton-Cotes |

e Generalizando para qualquer grau do polinomio interpolador

myg: My
g, Ny
[ = g hy Z Zcxzcy]f(x’u y])7 (29)
Mo Ty =0 j=0
e sendo b g
—a —c
My my
e Valores de dp,, dp,, cz; € Cy;, Para n = 1,2,...,8, sao dados na ftabelal
\__ ©2009 FFCE 106J
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Algoritmo para integracao dupla pelas féormulas de Newton-Cotes

Algoritmo Newton-Cotes-Dupla
{ Objetivo: Calculo de integral dupla pelas férmulas de Newton-Cotes }
parametros de entrada ax, bx, nx, mx, ay, by, ny, my
{ limite inferior em x, limite superior em x,
{ grau do polinémio em z, nimero de subintervalos em z, }
{ limite inferior em y, limite superior em y, }
{ grau do polindémio em y, nimero de subintervalos em y }
parametros de saida Integral, CondErro
{ valor da integral e condicao de erro, sendo }
{ CondErro = 0 se nao houve erro de consisténcia dos parametros dados, }
{ CondErro =1se (n<loun>38),}
{ CondErro = 2 se resto(m,n) #0 e }
{ CondErro = 3 se ambas as condigdes ocorreram. }
d(1)+ 2; d(2) « 6; d(3) + 8; d(4) + 90; d(5) + 288; d(6) «+ 840
(7) + 17280; d(8) + 28350
(1)« 1; c(2)«1; c(3)«4; c(4)« 1; c(5)« 3; c(6) « 7; c(7) «+ 32
c(8) « 12; c(9) « 19; c(10) < 75; c(11) < 50; c(12) < 41; c(13) « 216
(14
(19

O Q

c(14) « 27; c(15) « 272; c(16) < 751; c(17) + 3577; c(18) + 1323
c(19) < 2989; c(20) < 989; c(21) < 5888; c(22) <— —928; c(23) + 10496
c(24) « —4540
{ consisténcia dos pardmetros }
CondErro < 0; Integral < 0 ||c
se nx < 1 ounx > 38ouny <1ouny > 8entao CondErro <— CondErro+ 1, fimse
se resto(mx, nx) # 0 ou resto(my, ny) # 0 entao CondErro <— CondErro 4 2, fimse
se CondErro # 0 entao abandone, fimse
{ célculo da integral }
px < trunca(0,25 * (nx x (nx + 2) + resto(nx, 2)))
py < trunca(0,25 * (ny % (ny + 2) + resto(ny, 2)))
hx < (bx — ax)/mx; hy < (by — ay)/my
para i < 0 até mx faca
X 4= ax + i % hx; jx < px + trunca(0,5 = nx — abs(resto(i, nx) — 0,5 * nx))
kx < 1 + trunca((nx — resto(i, nx))/nx) — trunca((mx — resto(i, mx))/mx)
para j < 0 até my faga
y < ay +j* hy; jy «+ py + trunca(0,5 * ny — abs(resto(j, ny) — 0,5 * ny))
ky < 1 + trunca((ny — resto(j, ny))/ny) — trunca((my — resto(J, my))/my)
fxy < f(x,y) { avaliar a funcdo integrando em (x,y) }
Integra/ <« Integral + fxy * c(jx) * kx * c(Jy) * ky
se j = 0 entao escreva i, x, c(jx) * kx, j, y, c(jy) * ky, fxy
sendo escreva j, y, c(jy) * ky7 fxy
fimse
fim para
fim para
Integral <— nx x ny % hx % hy /(d(nx) = d(ny)) * Integral
fim algoritmo

Integracdo numérica ‘\\
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% Os parametros de entrada

ax = 2
bx = 5
nx = 3
mx = 3
ay = 0
by =1
ny = 2
my = 4

% fornecem os resultados

x (i) c(i)
2.00000e+00 1

.

y(3)
.00000e+00
.50000e-01
.00000e-01
.50000e-01
.00000e+00
.00000e+00
.50000e-01
.00000e-01
.50000e-01
.00000e+00
.00000e+00
.50000e-01
.00000e-01
.50000e-01
.00000e+00
.00000e+00
.50000e-01
.00000e-01
.50000e-01
.00000e+00

(@]

1 3.00000e+00 3

2 4.00000e+00 3

3 5.00000e+00 1

B WONEFP, O WUNEFE, O P WNEFE O P WNRE O
= N OO NORFR, NUOUONORNOUONOFNOIN O

Integral -0.78758
CondErro = 0

\ ©2009 FFCE

Integracao dupla por Newton-Cotes

c(j)
1

i S I S e e S N Y SN e e N N I S e e S R ST

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\

Exemplo de integracao dupla

5 1
Exemplo 28 Calcular / / sen(z? + y*) dy dw, utilizando o lalgoritmo
> Jo

3/8), m, = 3 subintervalos em x, n, = 2 (regra do 1/3) e m,, = 4 subintervalos em y.

f(x@1),y())
-7.56802e-01
-7.96151e-01
-8.94989e-01
-9.88788e-01
-9.58924e-01

4.12118e-01

3.54405e-01
.73889e-01
.37287e-01
.44021e-01
.87903e-01
.47156e-01
.15882e-01
.54267e-01
.61397e-01
.32352e-01
.01835e-02
.16990e-01
.16652e-01
.62558e-01

| Y N N E A H |
NP, N2 O NOWN o e

, com n, = 3 (regra dos
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Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

e Fazendo

e tem-se que

duas integrais simples.

\ (©2009 FFCE

I:/ab/cdf(x,y) dy de.

d
G(x) = / f(z,y) dy

I = /abc;(g;) i,

Integracao dupla via formulas de Gauss-Legendre I

e Similar a integracao simples: formulas de Gauss-Legendre podem ser

utilizadas para o calculo aproximado da integral dupla definida (22

e Calculo de integral dupla por Gauss-Legendre consiste na determinacao de
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Férmula para dois pontos |

e Fazendo mudanca de variavel de x para ¢, sendo —1 <t <1,

b—a a+b b—a
r=x(t) = > t+ 5 > dr = 5 dt.
e Tomando
b—a a+b

T; = 5 t; + 5

e Definindo
b—a

H(t) = Glal).

® tem-se

\ (©2009 FFCE 11oj
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Formula para dois pontos cont. |

e Resolvendo a integral simples por Gauss-Legendre, com n, = 2 pontos,

I = /11 H(t) dt = A1H(ty) + AyH (t9), (30)

e onde A;, 1 = 1,2 sao os pesos e t; sao as abscissas ou os zeros do polinomio de
Legendre de grau n, = 2.

e Os valores de A; e t; podem ser obtidos na ftabelal ou gerados pelo [algoritma].

e Particularmente, para ng = 2: A1 = Ao =1et; = —1/V3ety=1/V3.

\ (©2009 FFCE 111J
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Formula para dois pontos cont. |

yparautalque—1<u<1

d—c c+d
— — > (i —
y = y(u) Ut Y
e ¢. entao, toma-se
d— c c+d
Yj = 9 Uy 9
e Definindo
d—c
Fi(u) = 5 f(zs,y(u)),
® tem-se
d 1
2 d—c
G(z;) = /C flxi,y) dy = /1 ——Filu)—;

\ (©2009 FFCE

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

e Para o calculo de G(z;) = / f(x;,y) dy é feita uma mudanca de varidvel de

d —
© du
2
1
du :/ F;(u) du.
—1
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Formula para dois pontos cont. |

e Usando a formula para n, = 2 pontos,

|
G(x;) = / 1 Fj(u) du = B1Fj(u1) + BoFj(ug), i = 1,2,

d—c

—f(xlay])a paraj — 172

e onde B, j = 1,2, 540 os pesos e Fj(u;) = 5

e [Logo,

b—a b—a |
B Glzi) = 5 (B1Fj(u1) + BoFj(ug)), i = 1,2.

e Levando-se esses valores de H (t;) em (30)),

H(t;)

=4 (b — a(B1F1(U1)+B2F1(U2)>> +A9 (b ; -

> (31F2(U1>+32F2(U2)))-

\ (©2009 FFCE 113J
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Formula para dois pontos cont. |

e Substituindo Fj(u;), j = 1,2,
b—a d—c d—c
[ = A, ( <B1 f(x1,91) + B> f(z1, yz)))

2 2 2
+ A (b _ (B1d — Cf($2, y1) + BQd ; Cf($2, yz)) )

2 2

e Rearranjando,

b—a)(d—
I — ( 5 a) 5 2 (A1B1f(x1,y1) + A1Bof (21, y2) + Ao By f(22, 1) +

+ A9 Bo f (9, 12)),

I = ib—a —C ZA E:Bfaj@,y‘7 . (31)

\ (©2009 FFCE 114J
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Dispositivo pratico para integracdo dupla por Gauss-Legendre |

2 2
1
I = Z(b —a)(d —c)S, sendo S = E : A; E 1ij($z’ayj)a
=1  j=

\ (©2009 FFCE

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

; | )
U —1/\/§ 1/\/§
Y Y1 Yo

[ t; Ly Ai\B 1 1

1 =1/V3lz 1 | flzny) flzrye)

20 1/V3 xa 1 flwa,m) fla, o
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Exemplo de uso do dispositivo pratico |

5 3
Exemplo 29 Calcular / / sen(x + y) dy dx usando a férmula de
0 JO

Gauss-Legendre para ng = ny = 2 pontos.
_ b—a,t a+b _ 7r/2—0t.+0+7r/2

> Tj = z(t@ + 1),

ey o T 1
d—c c+d 7w/4—0 0+m/4 m
Y=yt =t =y =gl ),

j 1 2
uj  —1/v3/1/v3
yj | 0,1660 0,6194

it r; | A\B; 1 1
11—1/4/310,3319 1 | 04776 10,8142
20 1/4/3 11,2388 1 | 0,9863 |0,9590

\ ©2009 FFCf 4

T =S a)d— )8 = 2(x/2 — 0)(x/4— 0) x 3.2371 ~» T = 0,0084,

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\
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Formula geral para integracao dupla por Gauss-Legendre |

e 'ormula (31)) para ng; = ny = 2 pontos pode ser modificada para um numero
qualquer de pontos em x ¢ em .

//f:z:y ) dy dx = (b—a — C) ZAZBf:EZ,yJ, (32)
b—a a+0b d—c c+d
e onde x; = 5 ti+Teyj:Tuj+ 5

o Pesos: A, 1=1,2,...,npe By, 7=1,2,...,ny.

e Abscissas: ¢; e u; podem ser obtidos na ftabelal ou gerados pelo algoritmo,

\ (©2009 FFCE 117J
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Dispositivo pratico para integracdo dupla por Gauss-Legendre |

| Ny Tty
I = Z(b —a)(d —c¢)S, sendo S = ZAi Z Bjf (i, yj),

\ (©2009 FFCE

Capitulo 5: Integracdo numérica \\\

=1 =1

9 1 2 Ny

U U1 u9 Un,,

Yj Y1 Y2 Un,,
it | x; |A\B B B9 Bny
Lty o Ay flany) | flan,p) f(r1,9n,)
2 [ty wy Ay | flzo,y1) [z, y2) f(x2,yn,
Ng tn, Tng, Ang | f(@ng 1) f(Tng, y2) |- f(xnxayny)
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Exemplo de uso do dispositivo pratico |

4 p2
Exemplo 30 Calcular / / (y*log1o(32)) dy da usando Gauss-Legendre com
1 JO

ny=3eny =4

_b—a a+b_4—1' 1+4

T; 5 ti + 5 5 tz+T«f>x¢:1,5ti+2,5,
d—c c+d 2—-0 0+ 2
Y=g Wt T gt =+
9 1 2 3 4
u; | —0,86111—0,3400 0,3400 10,8611
Yj 0,1389| 0,66001,3400 1,8611
1 t; T; Ai\Bj 0,3479 | 0,6521/0,6521 10,3479
11—0,77461,3381 1 0,5556| 0.,0116] 00,2629 1,0838|2.0907
21 0,0000 2,50001 0,8889| 0,0169| 0,3812]1,5713|3.0309
30,7746 13,6619 0,5556| 0,0201| 0,4534 11,8689 3,6051

1 1
I=(b—a)d—c)S =74 = 1)(20) x 4,5107 ~ I = 6,7660.

\ (©2009 FFCE
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Algoritmo para integracao dupla pelas féormulas de Gauss-Legendre |

Algoritmo Gauss-Legendre-Dupla
{ Objetivo: Integracao dupla de funcao pelas férmulas de Gauss-Legendre }
parametros de entrada ax, bx, nx, ay, by, ny
limite inferior em z, limite superior em z, ntimero de pontos em x, }
limite inferior em vy, limite superior em y, nimero de pontos em y }
parametros de saida Integral, CondErro
valor da integral e condigao de erro, sendo }
CondErro = 0 se nio houve erro (nx >leny>1)e}
CondErro =1 se nx <louny <1}
célculo dos pesos e abscissas }
EAvet, Tvet, CondErro] < PesAbsGL(nx) (ver Figura 77)
ntegral < 0; se CondErro # 0, abandone, fimse
se ny = nx entao
para j < 1 até trunca(0,5 * (nx + 1)) faca
Bvet(j) « Avet(j); Uvet(/) — Tvet(j)
fimpara
senao
[Bvet, Uvet, CondErro| <— PesAbsGL(ny)
se CondErro # 0, abandone, fimse
fimse
{ célculo da integral dupla }
ex] + (bx — ax)/2 ex2 < (ax + bx)/2; eyl < (by — ay)/2; ey2 < (ay + by)/2
se resto(nx, 2) = 0 entao cxI < 1; cx2 < 0,5, senao cxI < 0; cx2 < 1, fimse
se resto ny,2 = 0 entao cyl <« 1 cy?2 < 0,5, senao cyl <+ 0 cy2 < 1 fimse
para | «+ 1 até nx faga
kx < trunca(i — 0,5 % (nx 4+ 1) + sinal(i — 0,5 * (nx + cx1)) * cx2)
tx < sinal(kx) * Tvet(abs(kx)); Axx < Avet(abs(kx))
x < ex] % tx + ex2; Soma < 0
paraj < 1 até ny fa a
ky < trunca(j — 0 5 x (ny + 1) +sinal(j — 0,5 % (ny + cyl)) * cy2)
ty < sinal(ky) * Uvet(abs(ky)) Ayy Bvet(abs(ky))
y < eyl xty + ey2
fxy < f(x,y) { avaliar a funcdo integrando em (x,y) }
Soma <— Soma + Ayy * fxy
se j = 1 entao escreva I, tx, x, Axx, j, ty, y, Ayy, fxy
senao escreva J, ty, y, Ayy, fxy, fimse
fimpara
Integral < Integral + Axx x Soma
fimpara
Integral <— ex1 x eyl x Integral
fim algoritmo

\ (©2009 FFCE
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ax = 2
bx = 6
nx =5
ay = 1
by = 3
ny = 4

Integral
CondErro

Exemplo 31 Calcular

% Os parametros de entrada

i t(i)
1 -0.9062 2.188e+00 0.2369

2 -0.5385
3 0.0000
4 0.5385

5 0.9062

% fornecem os resultados

Integracao dupla por Gauss-Legendre

x(i) A(i) j u(@ y(3) B(j)
1 -0.8611 1.139e+00 0.3479
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521
3 0.3400 2.340e+00 0.6521
4 0.8611 2.861e+00 0.3479
2.923e+00 0.4786 1 -0.8611 1.139e+00 0.3479
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521
3 0.3400 2.340e+00 0.6521
4 0.8611 2.861e+00 0.3479
4.000e+00 0.5689 1 -0.8611 1.139e+00 0.3479
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521
3 0.3400 2.340e+00 0.6521
4 0.8611 2.861e+00 0.3479
5.077e+00 0.4786 1 -0.8611 1.139e+00 0.3479
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521
3 0.3400 2.340e+00 0.6521
4 0.8611 2.861e+00 0.3479
5.812e+00 0.2369 1 -0.8611 1.139e+00 0.3479
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521
3 0.3400 2.340e+00 0.6521
4 0.8611 2.861e+00 0.3479

1.5683954289
0

\ ©2009 FFCE

f(x(),y(G))
.93747e+00
.24020e+00
.05584e+00
.76450e+00
.05731e+00
.45596e-01
.80093e+00
.64659e+00
.47030e-01
.93758e+00
.27352e+00
.88500e+00
.54970e+00
.84341e+00
.10146e+00
.02780e+00
.57848e+00
.80491e+00
.07129e+00
.65773e+00

Exemplo de uso do algoritmo

6 /3
/ / V2?2 + 1y cos(zy) dy dx utilizando o
2 J1

Capitulo 5: Integracdo numérica ‘\\

algoritmo

,com n, =5Hen, =4
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e Primeiro teste

iy
/2
0

2

70
/ 22y sen(zy?) dy dx.

Comparacao dos métodos para integracao dupla |

e Solucao analitica: I = (4sen(m?/8) — sen(w3/2)) /7% ~ —0,2921.

Grau do | Numero de | Newton-Cotes | Numero de | Gauss-Legendre
polinomio | subintervalos pontos
1 1 5,090.10~1 2 2.733.10Y
2 2 31541071 3 1,123.10Y
3 3 6,787.10~1 4 7.703.1072
4 4 4,335.1072 5 1,448.10~2
5 5 1.644.10~1 6 4.001.10~3
6 6 1,480.10~2 7 4,331.10~%
7 7 2.935.1072 8 2.440.107°
3 ] 2.500.102 9 5.705.10 "
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™

22y sen(xy?) dy d

s
2

0 /3

f(x,y)=2*x*y*sen(x*y2)

f(x,y):2*x*y*sen(x*y2)

T T T T
or o .
* * *  Newton—-Cotes=2
o* @ g 0  Newton—-Cotes=4
L ()
-2 o ¢ Newton-Cotes=8
10 = *i
= o * o O  Gauss-Legendre
s -4fF *** .
o4 *x
S Fox
5 IS o Fkknx
|> O [} **********
_6 7 O ***** m
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i, n Hkk K ok e
_ je! o o g
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= E -8f o Boog T
o U o 0 g
° o o |
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-5 £-10F o .
2 ¢
(%]
) &
5 O o
S -121- o |
—
(@]
o
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o
00 o
C000° 00 4o OOOOOOOO Ooooooooooooooo
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o
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e Segundo teste

\ (©2009 FFCE

Comparacao dos métodos para integracdo dupla |
/ / 3y° cos (x +y )dyda:

e Valor exato: I = cos(64) 4 cos(m + 1) — cos(1) — cos(m + 64) ~

Integracdo numérica ‘\\

—0,2969.




/ Algoritmos Numéricos 2¢ edigdo Capitulo 5: Integracdo numérica \

T prd
/ / 3y” cos(x + y°) dy du.
0 Ji

f(x,y)=3*y**cos(x+y°)

f(x,y)=3*y**cos(x+y°)

T T T
2" o .
@igsﬁ@%*@*@* #¥g Q*@*@ *<>
Or © o @** oo
50 = oO A ********i*****i*i*i
g - i f
(]
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i el u
S Il‘\\“]lll\ \\\\‘) |{!“T\\\““‘\\\\‘ e = g - . ** NewonGoes2 |
= I‘ “ ‘ ss ““‘ S O m] - =
= “|I| WY “‘ ‘ ‘o“““ ‘ Newton-Cotes=4
St ‘-"»w\«‘: ‘:«“« s ol _ |
““““‘\ ‘g!!!‘;“‘{a\“\‘\“‘\“ “\ “ c 8 o o ¢ Newton-Cotes=8
’{i\“{‘\\\\‘\“‘: “ “‘ “:‘:{,., """ S © @) O  Gauss-Legendre
! “‘3\\\‘:‘8 :’t’:- =il 7 -10p o -
At g
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50 o o © o o) o
50 14} o o0 00 7 0% 00° 000", |
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Fim




