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1

Introducao

Definicao: Grafo G é um par de dois conjuntos, V e E, em que E é uma colecao
de subconjuntos de V' com dois elementos. Denotamos G = (V, E). O conjunto V é
chamado de conjunto de vértices, o conjunto F, de arestas.

Um grafo é representado por pontos e segmentos entre eles, mas a posigao relativa dos
pontos é irrelevante.

A “ordem”de G é |V (G)|, e 0o “tamanho”é |E(G)|.

Se ha uma aresta entre dois vértices, ele sao “adjacentes”ou “vizinhos”. Se um vértice
pertence a uma aresta eles sao “incidentes”. Também dizemos que duas arestas sao
incidentes se elas compartilham um vértice. A vizinhanga de um vértice, notagao N (v),
¢é o conjunto dos seus vizinhos. Tipicamente representamos arestas como uv ao invés
de {u,v}. O grau de um vértice é o tamanho de sua vizinhanca, ou seja, d(u) = |N(u)]|.

Usamos §(G) para representar o menor grau de um vértice em G, e A(G) para o grau
maximo. Se todos os vértices em G tem mesmo grau, igual a k, dizemos que G é
k-regular. O grau médio de G é denotado por d(G).

Teorema 1.1. G grafo com m = |E(G)|. Entdo

2m = d(v).
veV(Q)

Exercicio 1.2. G grafo com 10 vértices, 6-regular. Qual a quantidade de arestas deste
grafo?

Exercicio 1.3. Existe grafo 3-regular com 7 vértices? Mostre que, para qualquer grafo, a
quantidade de vértices de grau impar é um ntimero par.

Exercicio 1.4. Mostre que em qualquer grafo ha pelo menos dois vértices com o mesmo

grau.

Um isomorfismo entre dois grafos é uma bijecao entre os conjuntos de vértices que
preserva arestas e nao-arestas. Um automorfismo de um grafo é um isomorfismo dele
para ele mesmo.

Um subgrafo G’ C G é um grafo G’ = (V', E') tal que V' C V e £ C E. Um subgrafo
¢ dito induzido por V' se todas as arestas de E inteiramente contidas em V'’ também
estao neste subgrafo induzido. Usamos a notagao G' = G[V’]. Um subgrafo é dito
gerador se V' = V. Note que um grafo G qualquer possui um tnico subgrafo que é ao
mesmo tempo induzido e gerador — qual?

A operagao de remocgao de vértices consiste em considerar o subgrafo induzido pelo
conjunto de vértices restante apGs remover alguns, ou seja: G — U = G[V(G)\U].
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Proposicao 1.5. Todo grafo G com ao menos uma aresta possui subgrafo H com 6(H) >

(1/2)d(G).

Demonstracao. Considere sequencia maximal de subgrafos induzidos Go 2 G; 2 ... D H,
onde G;41 obtido de G; via remocao de v;, desde que d(v;) < (1/2)d(G;). Note que d(G;) <
d(G,y1), pois estamos subtraindo da soma dos graus um valor no maximo igual & média, ja
que ao remover o vértice subtraimos da soma dos grau o grau dele, e também uma unidade
para cada vizinho dele. Portanto a média do restante nao decresce. Note também que
d(H) > (1/2)d(H), caso contrario a sequencia poderia ser aumentada, mas por hipétese
assumimos que ela era maximal. O

e Dado um grafo G, o seu complemento, denotado por G, é o grafo com conjunto de
vértices V(G) e uv € E(G) se e somente se uv ¢ E(G). O grafo linha de G, denotado
por L(G), é tal que V(L(G)) = E(G), e dois vértices em L(G) sao vizinhos se as arestas

correspondentes em G sao incidentes.

e Grafo caminho com k vértices é um grafo com vértices {vy, ..., vy} tais que v; é adjacente
av;_1eauv, exceto vy e v, que sao adjacente a apenas um v, € v,_1, respectivamente.
Grafo ciclo C) é exatamente obtido a partir do grafo caminho P, adicionando aresta
entre vy e v,. Grafo completo K, é um grafo com n vértices em que todos sao vizinhos
de todos. Grafo vazio E,, é um grafo com n vértices e sem arestas.

e Um caminho em G é subgrafo isomorfo a P para algum k. Um ciclo em G é subgrafo
isomorfo a C} para algum k. Um clique em G é subgrafo isomorfo a um K,. Um
conjunto independente é subgrafo isomorfo a Ej.

Exercicio 1.6. Complementos de K,? Para qual n temos C, ~ C,? Quem siao L(C,) e
L(P,)? Quantas arestas hd em L(K,)?

e O comprimento de um caminho ou de um ciclo é a quantidade de arestas dentro deles.
A distancia entre dois vértices de um grafo G é o comprimento do menor caminho
contido no grafo que comeca em um dos vértices e termina no outro. A cintura de um
grafo é o comprimento do menor ciclo que é subgrafo dele.

e O raio de de um vértice u em G é a maior distancia entre u e qualquer outro vértice
do grafo. Este valor é denotado por rad(u).

e Um vértice é chamado de central se possui o menor raio do grafo. O raio do grafo,
denotado por rad(G), é o raio de um vértice central de G.

e O diametro de G é o maior raio dentre os vértices de G, e é denotado por diam(G).

e Quais vértices centrais, raios e diametros de C,?

Exercicio 1.7. Verifique que rad(G) < diam(G) < 2 rad(G).

Proposicao 1.8. Todo grafo G contém um caminho de comprimento §(G), e, se §(G) > 2,
um ciclo de comprimento pelo menos 6(G) + 1.
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Demonstracao. Assuma que xg,...,x; ¢ caminho de maior comprimento. Onde estao os
vizinhos de ;7 Note entdao que k > §(G). O

Proposicao 1.9. Todo grafo que contém um ciclo satisfaz g(G) < 2 diam(G) + 1.

Demonstracao. Por contradi¢ao. Assuma que o menor ciclo é > 2diam(G) + 2. Pegue u e
v a distancia d 4+ 1 no ciclo, e um caminho P de tamanho < d entre eles. Acharemos nesse
subgrafo um ciclo de tamanho menor que g. O

Teorema 1.10. Grafo G, raio k e grau mdzimo d > 3 tem, necessariamente, menos do que
——(d—1)*
T5d—1)

vértices.

Demonstracdo. Seja z um vértice central. Defina
D;={a € V(G): dist(a,z) =1i}.

Temos D;ND; =0, e V(G) = Uf:o D;, com |Dy| =1, e |Dy| < d, ja que d é o grau maximo
do grafo. Para i > 1, vale que
| Dia| < (d—1)|Dif,

pois todo vértice em D;,; é vizinho de um vértice em D;, e todo vértice em D; tem no
méximo (d— 1) vizinhos em D;;; (jd que 1 estd em D;_;). Por inducdo, para todo 1 > i < k,
valera que

|Diy1] < d(d—1)".

Portanto

k—1
A d d

<1l+d d—1) <1+ ——((d-1F -1 ——(d—1)*.

G114 d+ 3 dld= 1) S 1+ 575 (- ) = 1) < 575 -1
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2 Conectividade e Arvores

e (G é conexo se ha caminho entre quaisquer dois vértices.

e Uma componente conexa ¢ um subgrafo de G maximalmente conexo, ou seja, um
subgrafo conexo que nao esta propriamente contido em qualquer outro subgrafo conexo.

Exercicio 2.1. Verifique que ou GG ou G é conexo.

e Assuma (G conexo. Um conjunto de vértices U tal que G — U é desconexo é chamado
de separador. Se U = {u}, entao u é um cut-vertex. Uma aresta cuja remogao separa
G ¢é chamada de ponte.

e (G é k-conexo se (1) |V]| > k, e (2) G — U é conexo para todo U C V com |U| < k.
Todo grafo nao vazio é 0-conexo, todo grafo 1-conexo é conexo.

e O maior k tal que G é k-conexo é a conectividade de G, denotada por k(G). Note que

k(G) < 0(G).
e Leia sobre aresta conectividade e o teorema 1.4.3 de Mader. Pags 12 e 13.

e Um grafo conexo sem ciclos é chamado de arvore. Se for desconexo, é chamado de
floresta. Vértices de grau 1 numa floresta sao chamados de folhas.

e Explique por que toda arvores possui ao menos duas folhas. Dica: pense em caminhos
maximais. Onde terminam? Explique.

e Concluir que em toda arvore T' com mais de um vértice, sempre ha vértice cuja remocao
deixa arvore.

Teorema 2.2. Um grafo conexo com n vértices é darvore se, e somente se, possui exatamente
n — 1 arestas.

Demonstrag¢ao. Por um lado, assuma arvore, remova folha, aplique inducao inducao. Por
outro lado, soma de graus é 2(n-1), logo ha vértice de grau 1. Remova, e aplique indugao. [

Exercicio 2.3. Escreva a demonstragao acima em detalhes.

Exercicio 2.4. Mostre que é possivel enumerar vértices de arvore como vy, ..., v, de modo
que, para todo i, v; tem vizinho unico em v;,1,...,v,. Dica: enumere uma folha com vy, e
aplique inducao.

Proposicao 2.5. Dado G um grafo qualquer, tem-se que G possui um subgrafo isomorfo a
qualquer drvore com no mdximo 0(G) + 1 vértices.

Demonstracao. Considere a enumeracao como acima. Comece em qualquer vértice de G, e
identifique ele com o v,. Pegue agora algum dos seus vizinhos e o identifique com o v,,_1. A
partir de agora, pegue o vértice v; da arvore, cujo Unico vizinho na arvore vy com k > i, e o
identifique com algum vizinho do vértice do grafo que foi identificado com o v;. O processo
é sempre possivel pois cada vértice do grafo possui §(G) vizinhos, portanto sempre haverd
alguém disponivel que ainda nao foi usado. O

6
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Teorema 2.6. Dado um grafo T, sdo equivalentes: (1) T ¢é drvore, ou seja, T € conexo e
aciclico. (2) Quaisquer dois vértices sao conectados por caminho inico. (3) T € conexo e
toda aresta € ponte. (4) T € aciclico mas T + uv possui ciclo pra quaisquer u e v.

Exercicio 2.7. Escreva a demonstracao do resultado acima.

e Uma arvore é enraizada se um vértice especial é chamado de raiz. Dados u e v em T,
se u pertence ao inico caminho de r pra v, dizemos que u < v. Isso é uma ordenacao
parcial em T'.

e r é o menor elemento, e as folhas sao maximais.

e Uma arvore enraizada pertencente a um grafo G é normal se qualquer caminho de G
contido em 7" possui todos os vértices comparaveis na ordenacao de 7T

e Leia os lemas 1.5.5 e 1.5.6. Em particular, note que a arvore resultante de um DFS é
sempre uma arvore normal em G.
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3 Grafo bipartidos, menores e circuitos Eulerianos

Exercicio 3.1. Prufer code: Quantas arvores (rotuladas) existem em um conjunto com n
elementos? Faga desenhos e exemplos, e responda paran =1, n =2, n=3en = 4. Agora,
mapeie uma arvore para uma sequéncia de n — 2 nimeros: ache a folha de menor rétulo,
remova, e escreva o numero do seu vizinho. Repita até sobrar apenas dois vértices, e pare.
Mostre como recuperar a arvore a partir da sequéncia 5,5,6,8,3,2. Prove que em geral ha
bijecao do conjunto de arvores rotuladas em n elementos, e conjunto de sequéncias de n
nimeros com n posigoes.

e (G r-partido se é possivel particionar vértices em r partes, e aresta somente entre partes.

e Denotamos por K,, .. o grafo completo r-partido, em que cada classe tem tamanho
ap. Qual sua quantidade de arestas? Qual a quantidade de arestas do complemento?
(expresse de duas formas diferentes...)

e (), é bipartido?
Teorema 3.2. G ¢ bipartido se, e somente se, nao contem ciclo impar.

Demonstracao. Um lado é 6bvio — se ha ciclo impar, entao claramente o grafo nao pode
ser bipartido. Para o outro lado, considere &rvore geradora (técnica comum!). Ou seja,
considere um subgrafo minimalmente conexo com todos os vértices do grafo original. Fixe
uma raiz qualquer r. Particione os vértices de acordo com paridade da distancia na arvore
para a raiz. Qualquer aresta na arvore estd entre classes diferentes. Qualquer aresta xy fora
da arvore forma um ciclo. Como o ciclo é par, os caminhos entre r e x e entre r e y tem
paridades diferentes, logo x e y estao em classes diferentes. Logo qualquer aresta esta entre
classes diferentes, e GG é bipartido. O]

e Dado um grafo G com aresta uv, o grafo G/uv obtido apds a contracao da aresta uv
contém os mesmos vértices de G\v, porém tornando adjacente a u qualquer vértice
que era adjacente a u ou v em G. E importante salientar que nao devem haver arestas
em paralelo ou loops apds esta operacao.

e G € MX se X é obtido apds contrair arestas de G.

Proposicao 3.3. G é MX se, e somente se, € possivel particionar os vértices de G em
classes conexas, cada classe correspondendo a um vértice de X, e ha ao menos uma aresta
entre classes se e somente se 0s vértices sao vizinhos.

Demonstracao. Um lado é 6bvio e segue da definicao — se existem as classes como dito,
basta contrair todas elas a um tnico vértice representante, e teremos precisamente o grafo

X. Para o outro lado, a demonstracao é por inducao em |G| — |X| (pense em termos de
uma sequéncia de grafos indo de G a X apds contragoes sucessivas, e aplique a hipétese de
inducao no segundo grafo da sequéncia). O

e Um grafo G é um menor de H se G é obtido a partir de H apds a possivel remocao
de vértices e arestas, seguida da possivel contracao de arestas.



Gabriel Coutinho Teoria dos grafos

e Se G é obtido a partir de X substituindo arestas por caminhos (independentes), entao
G é subdivisao de X. Neste caso, dizemos que G € TX. Dado X, se G é uma
subdivisao de X e G é subgrafo de H, entao dizemos que X é um menor topoldgico de
H.

e (Claramente, todo menor topolégico também é um menor, mas a conversa nao é verda-
deira. — Ache um exemplo!

e Todo menor de grau méximo 3 é um menor topoldgico (tente demonstrar este fato).

e A relagdo de ser menor de outro grafo (e menor topolégico também) é uma ordem
parcial na classe de todos os grafos finitos. (Um teorema impressionante de Robertson
e Seymour mostrou que nao existem anti-cadeias infinitas nesta ordem parcial).

Exercicio 3.4. Ache um exemplo de um grafo que seja menor de outro, mas que nao seja
menor topoldgico.

Exercicio 3.5. Demonstre que todo menor de grau méximo 3 é um menor topolégico.

e Um grafo é chamado de Fuleriano se existe um passeio que se inicia e termina em
um mesmo vértice, e passa por todas as arestas exatamente uma unica vez (podendo
contudo repetir vértices).

Teorema 3.6. Um grafo conexo é Fuleriano se, e somente se, todo vértice tem grau par.

Demonstra¢ao. Um vértice aparecendo k vezes em uma trilha Fuleriana tem grau 2k. Para
o outro lado, poderiamos provar assim: todo vértice tem grau par, logo héa ciclo. Remova
arestas. Aplique inducao no nimero de arestas. Reintroduza o ciclo, concatenando na trilha.
Mas tem que ser cauteloso (grafo desconectado? etc)

Também podemos fazer como o Diestel: considere o passeio mais longo possivel em G
que nao repete arestas, digamos vg, v1,...,v,. O 1ltimo vértice tem todas as suas arestas
nesta trilha. Este é um ndmero par, logo o dltimo vértice é vizinho do vy. E, portanto,
trilha fechada. Seja e aresta em G que nao esta nesta trilha, mas que é vizinha de um
vértice nela (ja que G é conexo). Logo seria possivel concatend-la, e obter trilha mais longa.
Absurdo. O
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4 Emparelhamentos em grafos bipartidos

e Um conjunto M C E(G) de arestas é um emparelhamento se quaisquer duas arestas
de M nao sao incidentes a um mesmo vértice do grafo. Um emparelhamento M é

chamado de perfeito se todo vértice do grafo é incidente a (exatamente) uma aresta de
M.

e )M é um emparelhamento de U C V(G) se todo vértice de U é incidente a uma aresta
de M (mesmo que emparelhado com alguém de fora de U).

e O principal problema que estamos interessados é o de decidir se existe ou nao um
emparelhamento (perfeito) de V(G), ou ao menos achar o maior emparelhamento de
E(G).

e Dado um emparelhamento M, um caminho, com conjunto de arestas P C E(G),
que comeca em um vértice nao-emparelhado e alterna entre usar arestas em E — M
e arestas em M, até terminar em um vértice emparelhado, é chamado de caminho
alternante. Se P é caminho alternante que termina com aresta de M, note que PAM
¢ um emparelhamento com mesmo tamanho de M.

e Um caminho P que comeca em vértice nao-emparelhado, e alterna arestas de £ — M e
M, mas termina em um vértice nao emparelhado, é chamado de caminho aumentante.
Neste caso, PAM é emparelhamento maior que M.

e Claramente a existéncia de um caminho aumentante permite aumentar o emparelha-
mento, portanto se M é emparelhamento maximo, entao nao ha caminho aumentante.
A conversa também é verdadeira:

Proposicao 4.1. Se M nao é um emparelhamento mdximo, entao existe um caminho P que
é M -aumentante.

Demonstracao. Uma estratégia ingénua seria considerar qualquer caminho entre dois vértices
nao emparelhados. Explique, contudo, porque este caminho pode nao ser aumentante...
Considere um emparelhamento M’ de tamanho méaximo, e considere o grafo determinado
pelas arestas em MAM’'. Cada vértice tem grau no maximo 2, logo as componentes conexas
sao ciclos pares (com arestas alternadas entre M e M), e caminhos (com arestas alternadas
entre M e M’). Como M’ tem mais arestas que M, ao menos algum desses caminhos comega
e termina com aresta em M’. Como as arestas de M’ em MAM' nao estdo em M, este
caminho sera M-aumentante. O]

e A tarefa de encontrar um emparelhamento méaximo se resume a tarefa de encontrar
caminho aumentantes. Veremos agora que é facil fazer isso em grafos bipartidos.

e Assuma que G é bipartido, com biparti¢ao AU B = V(G).

e Um subconjunto U C V(G) é uma cobertura de E(G) se toda aresta de G é incidente
a pelo menos um vértice de U.

10
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Teorema 4.2 (Konig). A cardinalidade mdzimo de um emparelhamento em um grafo bipar-
tido G € igual a cardinalidade minima de uma cobertura por vértices das arestas de G.

Demonstracao. Seja M emparelhamento maximo. Naturalmente, toda cobertura precisa de
pelo menos | M| vértices, um para cada aresta de M. Vamos ver agora que existe uma tal
cobertura.

De cada aresta de M, escolha o vértice em B se algum caminho alternante que comece em
A termina neste vértice, e escolha o vértice de A caso contrario. O conjunto U de tais vértices
forma uma cobertura (de mesmo tamanho que M). Para ver isso, sejauv € E,u € Aev € B.
Se uv € M, entdo u ou v foram escolhidos para U. Se uv ¢ M, hi quatro possibilidades:
(1) Nenhum deles estéd emparelhado — neste caso M nao seria maximo. (2) u nao estd
emparelhado e v estd. Dai v é fim de caminho alternante (no caso, uv), e v estd emparelhado.
Logo v teria sido escolhido para U quando sua aresta em M foi considerada. (3) u estd
emparelhado e v nao esta. Se o vizinho de u no emparelhamento, z, fosse fim de caminho
alternante P que comecou em A, entao PAzuAuv é caminho aumentante, contrariando que
M é maximo. Dai u foi escolhido dentre uz para estar em U. (4) Ambos estao emparelhados.
Neste caso, assim como no caso anterior, consideramos PAzuAuv, que serd um caminho
alternante terminando em v, que esta emparelhado com alguém. Logo v terd sido escolhido.

Em qualquer um dos casos, a aresta uv estard coberta. O

e O Teorema de Konig é o primeiro teorema classico na teoria de emparelhamentos para
grafos bipartidos. O segundo é o Teorema de Hall.

Teorema 4.3. G contém emparelhamento para A se, e somente se, |N(S)| > |S| para todo
S CA.

Demonstracdo. A condicao é claramente necessaria: havendo o emparelhamento para A,
todo subconjunto S de A esta emparelhado, e cada vértice de S é identificado unicamente
com um vértice em N(S) C B.

Mostramos agora que a condicao é suficiente. A partir de um emparelhamento M que
expOe um vértice em A, vamos construir um caminho aumentante, ou mostrar que a condicao
falha. Seja ay vértice em A exposto (nao emparelhado) por M. Considere seus vizinhos em
B, digamos enumerados by, by, ... Para cada um deles, considere o seu tinico vizinho em A,
digamos ay, as, ... Para cada um deles, todos os seus vizinhos ainda nao considerados em B. E
assim sucessivamente. Ou seja, teremos uma sequéncia maximal de vértices ag, by, a1, bg, as, ...
tais que (1) ag é exposto por M; (2) b; é adjacente a algum ayz;) com f(i) = j, e j < i;
(2) a;b; € M. Note que esta sequéncia nao termina em A, caso contrario a condi¢do do
teorema seria falsa. Se b, é o ultimo vértice da sequéncia, entao ele nao esta emparelhado,
e o caminho by ¢ br(k)@s2(k).--ao ¢ um caminho aumentante. (Note que o procedimento que
encontra este caminho aumentante pode ser encontrado usando uma versao adaptada do
BFS.) O

e Outras duas demonstracoes podem ser encontradas no Diestel.

e A dultima delas é bastante elegante: considera-se um subgrafo gerador de G minimal
(em relagao as arestas) com a propriedade de satisfazer a propriedade do teorema,
digamos H, e mostra-se que H é em si um emparelhamento de A.

11
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e A demonstracao é por contradicao, assumindo que um vértice a de A possui dois
vizinhos via H em B, digamos ab; e abs. Ao remover estas arestas, considera-se as
violacoes na condicao do teorema, digamos por conjuntos A; e As, respectivamente.
Chega-se a uma contradigao usando os vizinhos de (A; N Ay) — a via H em B.

e Tente fazer esta demonstracao.

e Tente também demonstrar o Teorema de Hall como consequéncia imediata do Teorema
de Konig.

Corolario 4.4. Se G ¢ bipartido e k-reqular, entao G possui um emparelhamento perfeito.
(Ademais, possui k emparelhamentos perfeitos disjuntos...).

Demonstracao. Basta verificar que a condicao do teorema de Hall é imediatamente satisfeita.
O

Corolario 4.5. Todo grafo regular com grau par positivo possui um subgrafo gerador 2-
reqular.

Demonstracao. Usa-se o Teorema de Euler. Substitui-se cada vértice por 2, um preto e um
branco, e cada aresta da trilha por uma aresta conectando o vértice preto ao branco do
seguinte. O grafo bipartido resultante é k-regular. Usamos o resultado anterior. 0
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5 Mais emparelhamentos em grafos

e Suponha que temos um grafo bipartido.

e Eles sao emparelhados via M, mas, por algum motivo, temos vértices a em A e b em
B que estao emparelhados a b’ e a’ respectivamente, mas que preferiam ambos estar
emparelhados entre si.

e Entao eles desfazem o seu emparelhamento atual, e se emparelham. Infelizmente isso
diminui a cardinalidade do emparelhamento.

e Se cada vértice v € V(G) rankeia os vértices do outro lado via uma ordem linear
<,, um emparelhamento como M descrito acima é “instavel”. Tal sistema de ordens
lineares é chamado de sistema de preferéncias.

e Se, ao contrério, para cada aresta de ab ¢ M, a prefere seu vizinho em M a b ou b prefere
seu vizinho em M a a, e portanto ao menos um dos vértices nao tem incentivo para
trocar, dizemos que M ¢ estavel (assuma sempre que um vértice prefere se emparelhar
do que ficar desemparelhado).

e Surpreendentemente, temos o teorema abaixo de Gale & Shapley.

Teorema 5.1. Para cada sistema de preferéncias, G possui um emparelhamento estdvel.

Demonstracao. Nao s6 é possivel fazer um emparelhamento estavel, como é possivel fazer
um emparelhamento estavel em que cada vértice de A estd relativamente feliz.

Trés definigoes: M é melhor que M’ se M torna todos os vértices de B emparelhados
com arestas melhores que as de M'. Dado M, a € A é aceitdvel a b € B se ab é aresta fora
de M, e b prefere a ao seu vizinho em M. Dizemos que a estd feliz com M se a nao esta
emparelhado, ou se a estd emparelhado com b e prefere b a todos os outros vértices de B
para o qual é aceitavel.

Considere o procedimento iterativo. Um vértice em a, nao emparelhado, porém aceitavel
para algum b € B. Se nao existe, pare. Caso contrario, emparelhe a com o seu favorito
dentre aqueles para os quais é aceitavel (mesmo que isso desfaca um emparelhamento).
Claramente o novo emparelhamento é “melhor” que o anterior, e mantém todos os vértices
de A sempre “felizes”. Este procedimento termina com todos os vértices desemparelhados
de A tendo vizinhos apenas para os quais € inaceitavel. Logo o emparelhamento resultante
é estavel. O

e (G um grafo arbitrario. Se H C G é um subgrafo qualquer de G, denotaremos por
odd(H) o nimero de componentes conexas impares de H.

e Claramente, se G possui emparelhamento perfeito, entdo para cada U C V(G), é
preciso que |U| > odd(G — U) (note que isso é uma forma geral da condi¢ao do
Teorema de Hall). Assim como naquele caso, esta condigao serd também suficiente.

e Mas veremos um resultado estrutural um pouco mais forte.

13
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e Denotamos por v(G) a cardinalidade do emparelhamento maximo de G.

Teorema 5.2 (Fémula de Tutte-Berge).

1
G)= min —(n— odd(G —A) + |A
v(G) = min o (n— odd( ) +14])
Demonstracao. Primeiramente, para qualquer A C V', observe que nunca é possivel empare-
lhar odd(G — A) — |A| vértices (se este for > 0). Logo um emparelhamento maximo podera
ter no maximo (1/2)(n — (odd(G — A) — |A|)) arestas. Vamos mostrar agora que existe um
conjunto onde a igualdade sera satisfeita.

Fato. G um grafo e C' ciclo impar. Denotamos por G x C' o grafo obtido ao contrairmos
todas as arestas de C'. Sempre é possivel estender um emparelhamento de G x C' para um
de G' com precisamente (|C| — 1)/2 arestas a mais (Por que?! Ademais, pode ser possivel
fazer muito melhor... Dé exemplo!). Portanto:

Cl-1
2

V(G) > V(G x C) +

Diremos que C' é um ciclo apertado se a desigualdade acima for uma igualdade. //

Dizemos que um vértice v é essencial se todo emparelhamento maximo do grafo for
incidente a ele. Note que um vértice v é essencial se e somente se v(G) > v(G — v).

Fato. Seja A um conjunto que satisfaca a igualdade:
1
v(G) = i(n —odd(G — A) + |A])

entao todo vértice de A é essencial.
Para ver isso, seja v € A. Observe que odd(G — A) = odd((G — v) — (A —v)). Entao
teremos que:

v(G) = %(n —odd(G — A) + |A|)

> 2((n—1) ~ 0dd((C — v) — (A~ v)) +]4| - 1)
>v(G —v) //

Um vértice v é chamado de inessencial se existe ao menos um emparelhamento de tamanho
méximo que ndo incide a ele. Note que um vértice v ¢é essencial se e somente se v(G) =

v(G —v).

Fato. Se u e v s@o inessenciais e uv € E(G), entao existe um ciclo impar apertado C
contendo ambos, e vo € inessencial em G x C.

Para ver isso, considere M, um emparelhamento maximo omitindo v e M, um empa-
relhamento méaximo omitindo v. Por serem maximos, observe que M, incide em v e M,
incide em u. As componentes conexas de M, AM, sao ciclos pares ou caminhos, ambos com
arestas alternantes. Como w nao incide em M, sua componente conexa s6 pode ser um
caminho P que se inicie nele com uma aresta de M,. Se P termina com uma aresta de M,,,
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P é um caminho aumentador para M,, um absurdo. Se P termina com uma aresta de M,,
entao vuP é um caminho aumentador para M,, a nao ser que P termine exatamente em wv.
Portanto, uv U P é um ciclo impar C'. Como M, (ou M,) é um emparelhamento méximo de
G que possui |C|2_1 arestas em C, temos que C' é apertado. E por fim, M, restrito a V — C

¢ um emparelhamento maximo de V' x C' que omite v¢. //

Com os fatos acima, a demonstracao ficard facil e seguird por inducao em E. Se |E| =1,
digamos F = uv, tomando A = u nos da a igualdade desejada. Seja entao uv € E.

(1) Se u (ou v) é essencial, observe que:
v(G—u)=v(G)—-1
Logo existe M’ emparelhamento méximo em G/ = G —u e A’ C G’ tais que:
M| = (0~ 1) — 0dd(G" — A) + |A')
Defina agora A = A’ Uw. Como odd(G" — A’) = odd(G — A), teremos que:
%(n —odd(G — A) £ |A]) = M| + 1 = v(C),

como queriamos.

(2) Se u e v sao inessenciais, consideramos o ciclo apertado C' contendo ambos. Olhamos
para o grafo G x C'. Por indugao, seja A C G x C tal que:

(G x C) = %((n 10+ 1) — 0dd((G x C) — A) + | A]).

Como wve € inessencial, ve ¢ A (estamos usando ambos os fatos provados acima).
Olhando para o componente de ve em (G x C') — A, note que paridade dele ndo muda
ao inflarmos ve de volta para C. Portanto odd((G x C) — A) = odd(G — A). Dat:

%(n +odd(G — A) + |A])

= (= 101+ 1) — 0dd((G x €) - A) + 4] + L1

= v(G x ) +v(C) <v(G),

e, portanto, vale a igualdade.
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6 Teorema de Tutte, e decomposicao de Edmonds -
Gallai

Corolario 6.1 (Teorema de Tutte). G possui um emparelhamento perfeito se, e somente se,
odd(G\A) < |A]
para todo A C V.

Demonstracao. G possui um emparelhamento perfeito se, e somente se,

1 n
min §(n —odd(G — A) + |A]|) = 7

Note que a igualdade ocorre trivialmente para A = (), dai é necessdrio e suficiente que:
—odd(G\A) + |A| >0

para toto A. O

Corolario 6.2. Todo grafo cubico sem pontes possui um emparelhamento perfeito.

Demonstracao. Considere um conjunto A C V' qualquer e olhe para uma componente impar
O de G — A. Note que O possui um numero impar de vértices, e cada um deles possui grau
impar. Logo a soma dos graus em O sera impar. Olhando apenas dentro de O, cada aresta
sera contada duas vezes, portanto o nimero de aresta ligando O a A é impar. Nao havendo
pontes, este niimero é pelo menos 3.

O numero de arestas incidente a A vindo de suas componentes é portanto pelo menos
30dd(G — A). Mas este nimero é no méaximo 3|A|. Logo:

3odd(G — A) < 3|A]|,
e a condicao do Teorema de Tutte se verifica. O

e A decomposigao de Edmonds-Gallai fala que V(G) sempre pode ser particionado em
3 conjuntos, Ag, Cg e Dg.

O conjunto Dg contém os vértices inessenciais.

O conjunto Ag contém os vértices essenciais que sao vizinhos de Dg.

O conjunto Cg contém os vértices essenciais que nao sao vizinhos de Dg.

O grafo G[C] possui emparelhamento perfeito.

e A remogao de qualquer vértice de uma componente conexa de G[D] permite que ela
tenha emparelhamento perfeito — grafos assim sado chamados de “fator critico” (e, logo,
sdo componentes impares).

O conjunto A satisfaz a férmula de Tutte Berge.
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e Os emparelhamentos maximos de G induzem emparelhamentos méximos de G[C] e
G[D].

Lemma 6.3. Se todo vértice de um grafo conexo G € inessencial, entao o grafo G € fator-
critico.

Demonstracao. Utilizaremos o fato visto na prova da formula de Tutte-Berge. Se A CV é
tal que

1
v(G) = i(n —odd(G — A) + |A]),
todo vértice de A é essencial. Logo temos que |A| é vazio, e portanto v(G) = (n—1)/2. O

Lemma 6.4. Seja u € Ag. Entao:
Ag_y = Ag —u Dg_y = Dg Ca—n = Cqg

Demonstracdao. Seja v essencial em G — u. Como um emparelhamento maximo de G tem
uma aresta a mais que um emparelhamento maximo de G'— u, um emparelhamento maximo
de G sem usar v implicaria um emparelhamento maximo de G — u sem v apenas removendo
u e sua aresta, contradicao. Concluimos entao que v é essencial em G, logo Dg C Dg_,.

Seja agora v essencial em G e suponha que nao seja essencial em G —u. Como u é por de-
finicao vizinho de ao menos um vértice nao essencial z, seja M um emparelhamento maximo
de G omitindo z e seja N um emparelhamento méaximo de G — u omitindo v. Consideramos
MAN. Como sempre, as componentes deste grafo sao ciclos pares ou caminhos, e sabemos
que v s6 pode ser a ponta de um caminho P, ja que é omitido por N.

Se P termina em um vértice vizinho incidente a N, teremos que P é um caminho
alternante para M e o emparelhamento PAM tera mesmo tamanho que M e omitira
v, uma contradicao.

Se P termina em um vértice incidente a M que nao seja u, P serd um caminho au-
mentador para N em G — u, contradigao.

Se P termina em u, digamos com aresta wu, note que M —wu-+uz é um emparelhamento
maximo para G de mesmo tamanho que M. S6 que agora o caminho v — w ao longo
de P é um caminho alternante para este novo emparelhamento maximo que permitira
a construcao de um terceiro emparelhamento maximo de G mas que desta vez omitira
v, novamente uma contradicao.

Se o conjunto de vértice essenciais e inessenciais é preservado com a remocao de u, 0s
conjuntos descritos no teorema também serao, pois adjacéncia ou nao-adjacéncia nos demais
vértices nao sera alterada. O

Lemma 6.5. As componentes conexas do grafo G[D] sao fator-critico. O grafo G[C] possui
um emparelhamento perfeito.

Demonstracao. Remova todo conjunto Ag. Note que agora G[D] e G[C] sao desconexos.
Em G[D], todos os vértices sao inessenciais e o resultado segue do lema anterior. Em G|[C],
todos os vértices sao essenciais, logo ha um emparelhamento contendo todos eles. O
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Lemma 6.6. Todo emparelhamento mdzimo de G restrito a D € um emparelhamento mdzimo
de G[D]. Todo emparelhamento mdzimo de G restrito a C € um emparelhamento mdzimo

de G[C].

Demonstracao. Considere um emparelhamento maximo de G e remova todos os vértices de
A juntamente com suas arestas. Como cada um dos vértices removidos era essencial, o

emparelhamento que sobra é um emparelhamento maximo. Aplica-se entao o lema anterior.
O

Teorema 6.7. Temos que A € um conjunto que satisfaz a formula de Tutte-Berge.

Demonstracao. Considere um emparelhamento maximo de G, digamos M. Nao ha arestas
de M dentro de A, pois se houvesse, a remocao de dois vértices de A reduziria v(G) em
apenas 1. Como M restrito a C' é um emparelhamento perfeito, e M omite exatamente um
vértice em cada componente de G[D], temos que cada aresta de M incidente a A liga um
vértice de A a uma componente de G[D]. Agora cada componente conexa de G[C] é par, e
cada componente conexa de G[D] é impar. Temos portanto que odd(G — A) é o nimero de
componentes conexas de G[D]. Logo:
|IC|  |D| —odd(G — A)

Como |A| + |C| + |D| = n, teremos portanto:
1
v(G) = §(n —odd(G — A) + |A]).

OJ

Exercicio 6.8. Explique por que as classes da decomposicao sao invariantes sob qualquer
automorfismo de G.

Exercicio 6.9. Seja G grafo. v(G) é o nimero de emparelhamento, 7(G) é o tamanho da
menor cobertura por vértices de arestas, a(G) é o tamanho do maior conjunto independente
de vértices, e p(G) é o tamanho da menor cobertura por arestas de vértices. Prove que:

(a) a(Q) 4+ 7(G) = |V(G)| (ficil)
(b) Se G nao tem vértices isolados, entao v(G) + p(G) = |V(G)| (menos facil).

(¢) Suponha que G é k-conexo, sem emparelhamento perfeito e que nao seja fator critico.
Entao v(G) > k e 7(G) < 2v(G) — k (use a decomposicao de Edmonds-Gallai).

Exercicio 6.10. Seja u € Cg. Prove que:
Ag_u 2 Ag Dg_w 2 Dg Ca—wCCq—u
Exercicio 6.11. Seja u € D¢g. Prove que:

Ag—uw C Ag Dg_w € Dg —u Cg—u 2 Cq
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7 Grafos 1-conexo, 2-conexos e Teorema de Menger

e Lembre-se: G é k-conexo se |G| > k e se G — X é conexo para todo X C V(G) com
| X| < k. O maior k tal que G é k-conexo é chamado de conectividade de G, denotado

por k(G).

e Vamos eventualmente ver que a definicao acima pode ser expressa em termos de quantos
caminhos disjuntos ha entre vértices de GG, reforcando um pouco melhor a ideia de
conectividade.

e Por ora, vamos estudar a estrutura de grafos 1-conexo, 2-conexos e 3-conexos. Note
que quanto mais conexo o grafo, mais restricoes podemos dizer sobre sua estrutura.

e (Ciclos sao exemplos naturais com conectividade = 2.

e Dado um grafo G e um subgrafo H de GG, uma orelha de H é um caminho em G cujos
vértices extremos estejam em H, mas os internos nao estejam.

e Uma decomposicao em orelhas de um grafo G é uma sequéncia de subgrafos Gy, ..., Gy
de G tais que (1) Gy é um ciclo (2) G;41 = G; + P, onde P é uma orelha de G; em G
(3) G, = G.

Proposicao 7.1. Um grafo é 2-conexo se, e somente se, possui uma decomposi¢cao em ore-

lhas.

Demonstracao. E facil ver, por inducao, que quando da adi¢cao de qualquer orelha, o niimero
de caminhos disjuntos entre quais dois vértices é pelo menos 2. Portanto a remocao de
qualquer vértices nao desconecta o grafo, e todo grafo com decomposicao em orelhas é 2-
conexo.

Para ver que todo grafo 2-conexo pode ser obtido assim, seja Gy um ciclo de G, e seja
portanto Gy, ..., G uma decomposicao em orelhas de GG, maximal construida com subgrafos
de G. Note que G, é um subgrafo induzido de GG, caso contrario a adicao da aresta permitiria
aumentar a sequéncia. Ademais, se existe v € G com v ¢ Gy e vu € E(G) com u € Gy, note
que G\u é conexo, e portanto hd caminho entre v e Gy em G\u. A uniao deste caminho
com vu formaria uma orelha de Gj em G, contrariando a maximalidade de Gy. Portanto

Gr =G. Ll

e Para qualquer grafo, um subgrafo conexo maximal que nao contenha um vértice de
corte é chamado de bloco.

e Os blocos de um grafo conexo sdo as pontes (com seus dois vértices), e os subgrafos
2-conexos maximais.

e Note que dois blocos se intersectam em no maximo um vértice (e portanto os blocos
de G induzem uma particao de suas arestas).

e Como ciclos sao 2-conexos, cada ciclo estd inteiramente contido em um bloco. Portanto
o grafo bipartido em que cada bloco é um vértice de um lado, e cada vértice de corte
é um vértice do outro, e um bloco é adjacente a um vértice de corte se e somente se o
vértice de corte pertence ao bloco, é uma arvore.
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e Os elos de G (conexo) sao conjuntos de arestas, chamados cortes, cuja remogao separa
G em dois componentes conexos. Note que se um corte contém aresta de um bloco,
entao ele precise separar o bloco. Logo, qualquer elo esta inteiramente contido em um
bloco.

Proposicao 7.2. Dadas duas arestas e e f de G, as sequintes sao equivalentes:
(a) Arestas e e f pertencem a um mesmo bloco.

(b) Arestas e e f pertencem a um mesmo ciclo.

(c) Arestas e e f pertencem a um mesmo elo.

Demonstracao. (a) implica (b) como consequéncia da Proposigao 7.1, mas veremos que na
verdade é um caso particular de um resultado mais geral e muito mais importante, que
veremos a seguir. Para (b) implica (c), basta considerar o elo que une as componentes
conexas que contem as componentes do ciclo obtidas apés a remogao de e e f. (c¢) implica
(a) é imediato do comentério acima da proposigao. OJ

Teorema 7.3 (Menger). Seja G grafo, e A, B C V(G). O menor nimero de vértices cuja
remocao separa A de B em G € igual ao niumero mdximo de caminhos disjuntos de A para

B.

Demonstracao. Seja k o menor numero de vértices separando A e B. Claramente, nao podem
haver mais que k£ caminhos disjuntos de A para B. Mostraremos por indugao em ||G/|| que
existem A& caminhos.

Se ||G|| = 0, entdao k = AN B, e ha exatamente k caminhos triviais de A para B. Assuma
que e = uv € E(G), e considere o grafo G/e.

e Considere os conjuntos A e B em V(G/e), possivelmente adicionados do vértice v, caso
u ou v estejam em A ou B. Se o menor separador entre A e B tem tamanho k, entao
o resultado segue por indugdo, visto que k caminhos disjuntos entre A e B em G/e
correspondem a k caminhos disjuntos entre A e B em G.

e Se ha separador de tamanho k — 1 entre A e B em (/e, entdo, ele precisa usar v, (se
nao usasse, ele separaria A e B em (). Entao existe separador entre A e B em G
contendo k vértices, u e v dentre eles. Digamos que se chame X. Olhamos entao para
G\e. Um separador entre A e X em G'\e tem ao menos k vértices, e portanto ha k
caminhos disjuntos entre A e X. Da mesma forma, ha k caminhos disjuntos entre X e
B em G\e. Concatenando esses caminhos, achamos k caminhos disjuntos entre A e B.

O
Exercicio 7.4. Demonstre o Teorema de Konig usando o Teorema de Menger.
Exercicio 7.5. Sejam a e b vértices de G. Demonstre que:

(i) Se ab ¢ E(G), entdo o menor nimero de vértices separando a e b é igual ao nimero
méximo de caminhos independentes entre a e b (fora a e b, os caminhos sao disjuntos).
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(i) O menor numero de arestas separando a e b em G ¢é igual ao nimero maximo de
caminhos com arestas disjuntas entre a e b.

Exercicio 7.6. Demonstre que um grafo é k-conexo se, e somente se, ha k caminhos disjuntos
entre quaisquer dois vértices de G.
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8 Fluxos em redes

e Nesta secao, todos os grafos sao direcionados, tipicamente denotados por G = (V, A).
Se por algum acaso uma aresta for apresentada sem direcao, deve ser compreendido
que ali estao dois arcos em direcoes opostas.

e Uma st-rede é um grafo direcionado com dois vértices especiais, uma fonte s e um
sorvedouro ¢t. Nenhum arco termina em s, nenhum arco comeca em ¢.

e Usaremos sempre uma matriz de incidéncia M para representar grafos direcionados:
cada linha um vértice, cada coluna um arco. Se arco e = (a,b), ou seja, vai de a para
b, entao a entrada correspondente a a na coluna e é = —1, e a entrada b é = 1, as
demais = 0.

e Dada uma fungao f: A — @, conjuntos X,Y C V(G), denotamos

XY = S flab)
(a,b)€E(G)
a€X, bey

e Com bastante frequéncia, escreveremos f(a, V') para denotar a soma de todo fluxo que
sai do vértice a, e f(V,a) para denotar a soma do que entra em a.

e Seja 1, o vetor 01 que indica o vértice a. Usamos a propria letra f para indicar a
funcao f vista como um vetor. Note que:

f(V,a)—f(a,V)zlaTMf

e Tipicamente st-redes sao apresentadas com uma funcao capacidade ¢ : A — Q. Tipi-
camente as capacidades serao nimeros inteiros. Um st-fluxo em uma st-rede é uma
funcao f: A — Q tal que:

(a) 0 < f(a,b) < c(a,b), para todo (a,b) € A.
(b) 11~ M - f =0 para todo a # s,t.

Proposicao 8.1. Para qualquer conjunto S de vértices em que s € S et & S, temos que
f(S, V)= f(V,S) sé depende da f (e ndo do conjunto S).

Demonstracao. Basta notar que

V)= f(V,8) =) fla,V) = f(Via)=—15-M - f
a€S
=—1]-M-f=f(sV).
OJ

e Dado um fluxo f em uma st-rede, o valor f(s, V') é chamado de valor do fluxo, denotado
por val(f).
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e Um st-corte em uma st-rede é o conjunto de arcos que saem de um conjunto S de
vértices que contém s mas nao contém t. Este conjunto é denotado por e(S,.5).

e A capacidade de um corte é a soma das capacidades dos arcos que compdem o corte.
Denotamos esta capacidade por ¢(S,5).

Lemma 8.2. A capacidade de qualquer st-corte € maior ou igual que o valor de qualquer
fluzo.

Demonstracdo. Seja e(S,S) um st-corte, e f um st-fluxo. Note que

e(
- f(S.8) < e(S,9).
f(8,8) = £(S,5) = f(S,V) = f(V.S).
f(S,V) = f(V,5) = val(f).

O

e Atencdo para o seguinte fato: para algum S e algum fluxo f, se tivermos c(S,S) =
val(f), entdao se trata de um corte com capacidade minima e um fluxo com valor
maximo.

e Note que ¢(S,S) = val(f) se e somente se f(a,b) = c(a,b) paratodosa € Seb¢ S, e
f(a,b) =0 paratodoa ¢ SebeS.

e Em uma st-rede, um sx-caminho é uma sequencia de vértices s = vy, vy, ..., U, = T, €m
que (v;,vi41) € A ou (vi41,v;) € A, para todo i.

e Dado um sx-caminho P, definimos ¢(P) como min{e(v;, v;11)}, onde

e(vi, vis1) = c(vi, vit1) — f(vi,vigr)  se (vi,vi1) € A(G)
v f (i viga) se (viy1,v;) € A(G)

e Um sx-caminho é chamado de saturado se ¢(P) = 0, e insaturado caso contrério.

e Se P é um st-caminho, note que ¢(P) é o menor valor pelo qual o fluxo f pode ser
aumentado de s para t ao longo do caminho P. Em particular, é possivel adicionar
¢(P) nos arcos que respeitam a dire¢do, subtrair ¢(P) nos que vao na diregao contréria,
e o fluxo obtido permanece sendo um fluxo, de valor €(P) maior que f.

e Afinal, o vetor € que é igual a +¢(P) de acordo com diregdo do arco em P e 0 nos
demais arcos do grafo é tal que 0 < f+e <c,e 1] - M- (f+¢) =0 para todo a # s, t,
mas

val(f +€) = val(f) + e(P).

Teorema 8.3 (Elias et al. / Ford and Fulkerson 1956: Teorema de Fluxo Maximo e Corte
Minimo). Seja f um fluro em uma st-rede, e suponha que ndo exista um caminho insaturado
de s para t. Seja S o conjunto de vértices que podem ser alcancados a partir de s através de
caminhos insaturados. Entdo val(f) = ¢(S,S), e portanto f € um fluro mdzimo e e(S,S) ¢
um corte de capacidade minima.
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Demonstragao. Considere e = (a,b), onde um dos vértices estd em S e o outro fora de S.

(a) Sea € Seb ¢ S, entao é preciso que f(a,b) = c(a,b), caso contrario seria possivel
estender um caminho insaturado de s para a adicionando o arco (a,b), e dai b estaria
em S.

(b) Sea ¢ Sebe S, entao é preciso que f(a,b) = 0, caso contrario seria possivel estender
um caminho insaturado de s para a adicionando o anti-arco (a, b), e dai b estaria em S.

Logo concluimos, pelo Lema 8.2, que f é fluxo méximo e e(S, S) é corte minimo. |

Comentarios:

e Se as capacidades sao inteiras, é possivel extrair um algoritmo que encontra caminhos
insaturados (eficientemente) e aumenta o valor de fluxo a cada rodada em pelo menos
1 unidade. Portanto temos imediatamente um algoritmo eficiente que calcula fluxo
maximo e st-redes.

e A dualidade de fluxo maximo e corte minimo é ainda mais geral do que as que aparecem
em Menger ou Konig. Veja exercicios abaixo.

e O livro do Diestel adota uma abordagem alternativa para tratar de fluxos em redes, em
que cada arco tem um fluxo positivo no sentido do arco, e um fluxo negativo de mesmo
valor absoluto no sentido oposto ao arco. Assim, ao invés de escrever, por exemplo que
f(Vya) — f(a,V) = 0, escreve-se simplesmente f(a,V) = 0. Note contudo que isso é
apenas uma maneira diferente de tratar o tema, levando a conclusoes equivalentes.

Exercicio 8.4. Demonstre o Teorema de Konig a partir do Teorema de Fluxo Maximo e
Corte Minimo.

Exercicio 8.5. Sejam p = (p1,...,pm) € ¢ = (q1,-..,qn) duas sequencias de inteiros nao-
negativos. Estas sequencias sao realizaveis como um grafo bipartido se existe um grafo
bipartido com biparti¢des A = {ay, ..., an, } € B = {b1, ..., b, } tais que deg(a;) = p; e deg(b;) =
q;-
(i) Formule como um problema de fluxo méximo o problema de determinar se uma dado
par de sequencias é ou nao realizavel.

(ii) Assuma que ¢ esta ordenada de forma nao-crescente. Mostre que o par p, g é realizavel
se e somente se

° Xpi=)ae

e > " min{p;, k} > Zle ¢j para todo k em 1 < k < n.
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9 Teoremas equivalentes e dualidade

e Os seguintes teoremas sao todos “equivalentes”, no sentido em que é possivel demons-
trar cada um deles de maneira mais facil utilizando o outro como caixa preta. Em
geral isso vai envolver encontrar correspondéncia entre as estruturas, criando grafos
auxiliares, adicionando vértices extras, etc. Muitas vezes é facil enxergar como fazer
isso, em outros casos é mais dificil.

Teorema 9.1 (Konig). Seja G um grafo bipartido. Entao o tamanho mdximo de um empa-
relhamento € igual ao tamanho minimo de uma cobertura por vértices das arestas.

Teorema 9.2 (Hall). Seja G um grafo bipartido, com biparticao V(G) = AU B. Entdo
existe um emparelhamento para todos os vértices de A se, e somente se, para todo S C A,

S| < [N(S)].

A correspondéncia entre os teoremas de Konig e Hall é consequéncia do fato que um
subconjunto S C A e o complemento em B da sua vizinhanga forma uma cobertura por
vértices das arestas.

Teorema 9.3 (Menger). Seja G grafo, e A, B C V(G). O menor nimero de vértices cuja
remocao separa A de B em G € igual ao nimero mdzimo de caminhos disjuntos de A para

B.

E fécil ver como Menger implica Konig: caminhos (minimais) independentes entre A e B
sao emparelhamentos, e um conjunto separador é uma cobertura por vértices das areastas. O
fato que Konig implica Menger é um pouco mais intricado (e certamente um pouco artificial,
visto que a demonstragao que vimos do Teorema de Menger nao era exatamente muito
complicada).

Um outro teorema é claramente relacionado ao teorema de Konig. Seja A uma matriz
de 0s e 1s. Dizemos que um conjunto de linhas e colunas cobre A se toda entrada nao nula
de A pertence a pelo menos uma delas. Dizemos que um conjunto de entradas iguais a 1 de
A sao independentes se nenhum par delas pertence a uma mesma linha ou coluna.

Teorema 9.4 (Konig-Egervary). Seja A uma matriznxm deOs e 1s. A mdzima quantidade
de entradas independentes € igual a minima quantidade de linhas e colunas necessarias para
cobrir A.

Claramente, basta transformar uma matriz A como no teorema em um grafo bipartido
0 A A . .
fazendo AT ) Para notar a correspondéncia entre o teorema acima e o teorema de Konig

para grafos bipartidos.
Este teorema acima esta intimamente relacionado aos dois teoremas abaixo. E relativa-
mente facil ver como Konig-Egervary implica os dois teoremas abaixo.

Teorema 9.5 (Frobenius). Seja A uma matriznxn, e considere a expansdao de det(A) como
um produto de permutacoes. Todos os termos nesta expansao sao iguais a 0 se, e somente
se, A contém uma submatriz de dimensdo r x (n —r + 1) somente com 0s, onde 1 < r <n.
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Teorema 9.6 (Birkhoff). Uma matriz A quadrada de ordem n possui entradas nao-negativas,
e todas as suas linhas somam para M, uma constante. Entao existem matrizes de permutacao
Py, ..., Py e coeficientes oy, ... > 0 tais que Y oy = M, satisfazendo

k
M = Z&iPi.
=1

Em ambos os casos, a aplicagao do Teorema de Konig-Egervary ¢ imediata.
Como vimos na secao anterior, o teorema de fluxo-méximo e corte minimo também é
uma manifestacao desta nogao de dualidade em combinatoria.

Teorema 9.7 (Elias et. al , Ford-Fulkerson). Seja f um fluzo em uma st-rede, e suponha
que nao exista um caminho insaturado de s para t. Seja S o conjunto de vértices que podem
ser alcancados a partir de s através de caminhos insaturados. Entdo val(f) = ¢(S,S), e
portanto f é um fluro mdzimo e e(S,S) é um corte de capacidade minima.

E possivel apresentar uma versao para o teorema acima onde a modelagem do problema
assume que vértices possuem capacidades, e assim a implicacao para a versao do Teorema de
Menger que vimos fica imediata, mas mostraremos aqui como a versao acima também leva
ao Teorema de Menger (versao aresta possivelmente direcionada).

e Secja G grafo, A e B conjuntos disjuntos. Crie vértice s conectado a A por arcos, e
vértice t, conectando B a t por arcos. Coloque capacidade infinita (inteiro grande o
suficiente) para estes arcos. Se GG possui arestas sem direcdo, substitua elas por pares
de arcos. Coloque capacidade igual a 1 para os arcos em G que nao usam s ou t.

e Um fluxo méaximo de s para t encontrado ao longo do algoritmo descrito na demons-
tracao tera valor igual a 1 em varios arcos. A colecao destes arcos forma um sistema
de caminhos de A para B que sao disjuntos em arcos, e a quantidade de caminhos é
igual ao valor do fluxo.

e Por outro lado, um conjunto de arcos cuja remocao desconecta s de t e tem custo
minimo necessariamente usara apenas arcos em (G, visto que os arcos de s para A
ou de B para t tem capacidade muito grande. Este conjunto formard um conjunto
separador de arcos entre A e B, e sua cardinalidade serd igual a capacidade do st-corte
minimo, ou seja, igual ao fluxo maximo.

e Agora, para ver que a versao aresta direcionada de Menger implica a versao vértice,
voce pode pegar um grafo G e substituir todas as arestas por pares de arcos, e depois
separar cada vértice u em dois, conectados por um arco, e tal que o pé deste arco
recebe os arcos que chegavam em u, e a cabeca do arco é o pé dos arco que salfam de
u. Assim, hé uma clara correspondéncia entre vértices de corte de G e arcos de corte
no grafo auxiliar, e qualquer conjunto de caminhos usando arestas disjuntas também
correspondera a caminhos disjuntos por vértices em G.

Também ¢ interessante ver como o Teorema de Konig pode ser obtido.
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e Comece com G bipartido, classes A e B. Crie grafo auxiliar, conectando vértice s a
A por arcos, e vértices de B a vértice t por arcos. Coloque capacidade 1 nestes arcos.
Faca com que as arestas entre A e B virem arcos direcionados. Ponha capacidade
infinita nestes. Seja H este grafo auxiliar.

e Note que um emparelhamento em G maximo corresponde a um fluxo maximo em H,
pois qualquer st caminho insaturado seria um caminho aumentante para o emparelha-
mento.

e Um corte minimo em H precisa usar arcos somente entre s e A ou entre B e t, pois 0s
demais tem capacidade muito grande. Seja U = sU A’ U B’ os vértices que determinam
este corte. Note que nao pode haver arco entre A’ e B — B’, sendo U nao seria st-corte.
Entao A — A’ e B’ é uma cobertura por vértices das arestas em G, e sua cardinalidade
¢é precisamente igual a capacidade do corte.

e Ou seja, achamos cobertura em G com mesma cardinalidade que emparelhamento
maximo de G.

Como comentamos, circulagoes sao fluxos em grafos onde nao ha vértices especiais s ou
t. O problema tipico é decidir se um grafo dirigido em que arcos possuem capacidades e
necessidades, é possivel encontrar uma circulacao.

Teorema 9.8 (Circulagao). Seja G um grafo dirigido, assuma que hd fungoes c¢,d : A — R.
Entao eziste circulagio f em G tal que d(a) < f(a) < ¢(a) para todo arco a se, e somente
se, para todo U C V(G), tem-se

c(U,T) > d(T,U).

O teorema de fluxo maximo - corte minimo implica o resultado acima construindo uma
rede auxiliar, conectando s a todos os vértices de GG e todos os vértices de G a t, e definindo
capacidades de acordo com as necessidades de cada arco, de modo que o fluxo no grafo
auxiliar é a circulagao de cada arco do original menos a funcao d.

Por fim, um ultimo teorema, também demonstravel a partir de fluxo méaximo - corte
minimo.

Seja (P, <) um poset, ou seja, um conjunto P e uma ordem parcial < que é reflexiva,
anti-simétrica e transitiva, mas que possivelmente nao compare qualquer par de elementos.
Uma cadeia em um poset ¢ um subconjunto de seus elementos quaisquer dois dos quais ¢é
comparavel. Um subconjunto em que quaisquer dois elementos sao incomparaveis ¢ uma
anti-cadeia. Uma colegao de cadeias cobre um poset se qualquer elemento do poset pertence
a pelo menos uma das cadeias na colecao.

Note que a cardinalidade de qualquer anticadeia ¢é limitada superiormente pela cardinali-
dade de qualquer colecao de cadeias que cobre o poset, porque cada elemento da anticadeia
pertence a no maximo uma das cadeias na cobertura.

Teorema 9.9 (Dilworth). Se (P, <) é um poset finito, entio o tamanho mdximo de uma
anticadeia € igual ao tamanho minimo de uma colecao de cadeias que cobre o poset.
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E bem facil ver que o teorema de Dilworth implica Konig: pense que arestas em um
grafo bipartido indicam que a < b, onde a € A e b € B. O oposto nao é tao facil, mas
deixo aqui o desafio: demonstre o Teorema de Dilworth como consequéncia do Teorema de
Konig-Egervary mostrado acima.

(esta segdo é baseada no livro “The Equivalence of Some Combinatorial Matching Theo-
rems”, de Philip F. Reichmeider.)
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10 Grafos 3-conexos e grafos no plano

e Comecamos falando sobre grafos 3-conexos.

e Como vimos, grafos 2-conexos podem ser reduzidos a ciclos, em um processo de remoc¢ao
de orelhas. Veremos agora como reduzir grafos 3-conexos ao Kj.

Lemma 10.1. Seja G um grafo 3-conexo, G # K. Suponha que e = xy € aresta, e G/e
ndo € 3-conezxo. Entao eziste vértice z tal que {x,y,u} € corte de G.

Demonstracao. Seja {u,z} corte de G/e. Suponha que u # v,, e considere o grafo G — u.
Este grafo é 2-conexo, mas (G — u)/e = (G/e) — u, que possui um vértice de corte, no caso,
z. Logo z = v,, e portanto G — {z,y,u} = (G/e) — {u,v.} é desconexo. H

Lemma 10.2 (Thomassen). Seja G grafo 3-conexo, G # K4. Entdao G contém aresta e tal
que G/e € 3-conexo.

Demonstragao. Se o lema é falso, entao toda aresta de GG satisfaz a hipdtese do lema anterior.
Escolhemos dentre elas aquela aresta zy e vértice z tais que um dos componentes de G —
{z,y, 2}, digamos C, é o menor possivel. Seja v vizinho de z em C (por que existe?). Como
GG/vz nao é 3-conexo, existe w tal que G — {v,w, z} é desconexo. Seja D a componente que
nao contém zy. Note que D C C (por que?) e v € C' mas v ¢ D, contradizendo a escolha
minimal de z,y,z e C. O

Teorema 10.3 (Tutte). Um grafo G é 3-conexo se, e somente se, existe sequencia Gy, ..., G
de grafos com as propriedades:

(i) Go=K4 e G, =G.
(ii) Giy1 possui aresta xy tal que d(z),d(y) > 3, e G; = Giq1/e
Ademais, se tal sequencia eziste, todos os grafos sao 3-coneros.

Demonstracao. O lema anterior ao teorema garante a existéncia da sequéncia se G for 3-
conexo. Precisamos mostrar entdao que se a sequéncia existe, entdo G (e todos os grafos da
sequencia) sao 3-conexos.

Suponha que G; é 3-conexo, mas que G;y1 nao é. Sejam C' e D conjuntos de Gjiq
separados por 2 vértices. Assuma que xy ¢ C. Note que D nao pode conter ambos = e y
ou algum outro vértice, caso contrario haveria separagao em G; com dois vértices. Logo D
contém, digamos x, e portanto x teria grau no maximo 2 (no conjunto que separa C' de D).
Contradicao. O]

e Agora mudamos um pouco de tema, e introduzimos planaridade.

e Um grafo é chamado de planar se é possivel representa-lo com um desenho no plano
em que duas arestas s6 se tocam em um vértice. O desenho sera tipicamente cha-
mado de desenho planar, os vértices correspondendo a pontos do plano, e as arestas
correspondendo a curvas no plano.
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e Vocé pode facilmente verificar que é possivel desenhar qualquer ciclo C,, e com um
pouco de asticia, é facil ver que também é possivel desenhar qualquer arvore no plano.
Tente também desenhar os grafos completo K,,. O que acontece?

e Nao discutiremos os detalhes técnicos de topologia necessario para formalizar o trata-
mento de grafos planares.

e Mas deixe-me apenas enunciar o mais importante deles.

e Uma curva é a imagem continua de um segmento de reta. Uma curva fechada é a
imagem continua de um circulo. Uma curva é simples se ela é injetiva.

e No estudo de grafos planares, arestas sao curvas, e principalmente, ciclos do grafo sao
curvas fechadas simples.

e Um subconjunto do plano é chamado de conexo (por arcos) se quaisquer dois pon-
tos do subconjunto podem ser conectados por uma curva que esteja inteiramente no
subconjunto.

Teorema 10.4 (Teorema das curvas de Jordan). Toda curva fechada simples particiona o
restante do plano em dois conjuntos abertos, disjuntos, e que sao conexos (por arcos).

e Os dois conjuntos sao chamados de interior e exterior da curva.

e Em um desenho planar de um grafo, um ciclo (combinatério) corresponde a uma curva
simples fechada, e que portanto divide o plano. As regides conexas do desenho sao
chamadas faces do desenho planar do grafo.

Teorema 10.5. O grafo K5 nao é planar.

Demonstracao. Assuma que seja. Considere o ciclo 1231, que é uma curva simples fechada.
O vértice 4 estd no interior ou exterior (assuma interior sem perda de generalidade). Logo
as arestas 14,24, 34 também estao no interior (exceto pelos extremos). Note que os ciclos
1241, 1341 e 2342 tem os vértices 3,2,1 em suas faces exteriores, respectivamente. Logo o
vértice 5 também estd no exterior desses ciclos, e portanto no exterior do ciclo 1231. Logo
a aresta 45 cruza 1231, contradicao. 0

Exercicio 10.6. Demonstre que o grafo K33 nao ¢ planar.
e Nem sempre a fronteira de uma face é um ciclo (pense em uma arvore!).

e Contudo, se o grafo é 2-conexo, este é o caso. Veremos isso como consequéncia de nossa
proposicao de decomposicao em orelhas.

Teorema 10.7. Em um desenho plano de um grafo 2-conezo, a fronteira de toda face é um
ciclo.
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Demonstracao. Faremos por indugao em ||G||. Se G é um ciclo, o resultado segue pelo
Teorema de Jordan (pense neste como um caso trivial).

Seja f face de G, e G[f] o subgrafo de G induzido pela fronteira de f. Pela decomposi¢ao
em orelhas, ha grafo 2-conexo H e caminho P com G = HUP. O (interior) do caminho P estd
em uma face de H, digamos f’ (que por indugao tem um ciclo de H como fronteira, digamos
C). Se G[f] estd em H, o resultado segue por inducao. Caso contrario, G[f] intersecta P,
e portanto f estd contida na face f’. Logo f é face do subgrafo C'U P, e portanto limitada
por um ciclo. O

Exercicio 10.8. Mostre que todo grafo planar sem pontes possui uma colecao de ciclos
(possivelmente com repetigao) tal que cada aresta do grafo é coberta exatamente duas vezes
pelos ciclos.

Exercicio 10.9. Mostre que, se u é vértice em um grafo planar 3-conexo, entao existe um
ciclo do grafo que contém os vizinhos de u.
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11 Grafos planares

Nossos objetivos agora sao:

A férmula de Euler, e entender quais sao os grafos maximalmente planares.

O Teorema de Kuratowski.

Dualidade entre grafos planares.

Nesta parte do curso, eventualmente consideraremos grafos que possuem loops ou ares-
tas em paralelo. Se quisermos deixar claro que o grafo em questao nao possui loops ou
arestas em paralelo, o chamaremos de grafo simples.

Teorema 11.1 (Férmula de Euler). Seja G um grafo planar conezxo, com n vértices e m
arestas. Seja £ o numero de faces em um desenho de G no plano. Entao:

n—m-+0=2.

Demonstragcao. Por inducao no nimero de arestas. Como o grafo é conexo, m >n —1, e
a igualdade ocorre se e somente se o grafo é uma arvore, que tem uma tnica face. Assuma
portanto que m > n, e portanto o grafo possui um ciclo, e seja e aresta pertencente a ele.
Esta aresta estd na borda de duas faces, digamos f1 e fo, e apds a remocao de e, estas faces
formarao uma tnica face f. Note entao que n(G\e) = n(G), m(G\e) = m(G)—1e l(G\e) =
((G) — 1. O resultado segue, visto que, por indugao, n(G\e) — m(G\e) + {(G\e) =2. O

Corolario 11.2. Qualquer desenho de um grafo conexo planar G possui o mesmo numero
de faces (em particular, 2 —n + m).

Exercicio 11.3. Seja G um grafo planar simples, com n vértices e m arestas, e n > 3.
Mostre que m < 3n — 6, e que a igualdade ocorre se e somente se todo desenho de G for
uma triangulagao do plano (ou seja, toda face tem trés arestas).

e Nao é muito dificil vocé se convencer que um desenho de um grafo simples ¢ maximal-
mente planar, com respeito ao numero de arestas, se cada face é um triangulo. De fato,
quando as faces sao ciclos, qualquer ciclo maior que o C3 admitiria uma aresta interna
(ou corda). Para uma demonstragao rigorosa, veja a proposigao 4.2.8 do Diestel.

Exercicio 11.4. Mostre que todo grafo planar simples tem pelo menos um vértice de grau
5 ou menor.

Exercicio 11.5. Mostre novamente, usando a férmula de Euler, que K5 e K33 nao sao
planares. Conclua que nenhum grafo planar possui K5 ou K33 como menor topoldgico.

e Na aula passada vimos que em um grafo 2-conexo, a fronteira de toda face é um ciclo.
Agora veremos como sao as fronteiras das faces de grafos 3-conexos.

Teorema 11.6. Em um desenho no plano de um grafo simples 3-conexo, as fronteiras das
faces sao exatamente os ciclo induzidos cuja remogao (dos vértices e das arestas) ndo des-
conecta o grafo.
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Demonstracao. Se C' é um ciclo induzido cuja remoc¢ao nao desconecta o grafo, as duas faces
que ele determina nao podem ambas conter vértices de G. Logo uma delas é uma face do
desenho.

Por outro lado, seja C' um ciclo que é fronteira de uma face f.

Se existe uma corda! e = xy do ciclo, entdo esta corda estd na outra face determinada
por C' (e ndo em f). Como G\{z,y} é conexo, existe um caminho em G (por fora de f,
também) conectando os dois lados restantes de C, e que portanto cruzaria e, contradigao.
Logo C é ciclo induzido.

Por fim, se x e y sao vértices em G — C, pelo Teorema de Menger, ha 3 caminhos
independentes conectando x e y em . Nenhum deles divide f, portanto f esta entre dois
deles no desenho, e o terceiro portanto conecta x e y em G — C. Logo a remocao de C nao
desconecta G. O

e Vimos que um grafo que possua K5 ou K33 como menor topolégico nao é planar.
Vamos ver agora que ter K5 ou K33 como menor é equivalente a ter K5 ou K33 como
menor topologico.

e Lembre-se: H é um menor topoldgico de um grafo G se existe subgrafo de G' obtido a
partir de H apds subdividir suas arestas em caminhos. H é um menor de G se existe
subgrafo de G que, apds uma sequencia de contragao e/ou remocao de arestas, resulta
em H. Lembre-se que todo menor topolégico é um menor.

Lemma 11.7. Um grafo possui K5 ou K33 como menor se e somente se possui K5 ou K33
como menor topologico.

Demonstracao. Uma direcao é obvia.

Se H é menor de grau maximo 3, entao considere uma sequencia de remogoes (de vértices
ou arestas em () até que chegamos em subgrafo G’, a partir do qual uma sequencia de
contragoes (sem envolver vértices de grau 1, que ja foram removidos se preciso) leva a H.
Note que se alguma dessas contracoes envolver vértices cuja soma dos graus excede 5, o
vértice resultante terd grau maior que 3, e portanto qualquer futura contracao neste vértice
permanecera gerando vértices de grau maior que 3. Como H tem grau maximo 3, temos
entao que qualquer contracdo em G’ envolvera ao menos um vértice de grau 2. Portanto G’
¢ subdivisao de H, e H é menor topolégico de G.

Suponha entao que G tem K5 como menor. Seja K subgrafo de G, com menor nimero
possivel de arestas, a partir do qual uma sequéncia de contragoes leva ao K5. Entao:

(i) Vértices de K sao particionados em 5 conjuntos.

(ii) Cada um deles é arvore cujas eventuais folhas necessariamente mandam uma ou mais
arestas para os outros conjuntos. Note que cada uma delas possui no maximo 4 folhas.

Note entao que: ou todos os conjuntos sao arvore que possuem um unico vértice de grau 4,
e os demais (menos as folhas) de grau 2, e portanto K é subdivisao do K35, ou ao menos um

'Uma corda em um ciclo é uma aresta que conecta dois vértices do ciclo mas que nio pertence ao ciclo.
Um ciclo é um ciclo induzido se e somente se ele nao possui cordas.
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deles possui dois vértices de grau 3. Contraindo este conjunto para estes dois vértices, e as
demais arvores para um tunico vértice, resultara em um grafo que possui K33 como subgrafo,
logo como menor, e portanto como menor topolgico. O
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12 O Teorema de Kuratowski 1930 ; Wagner 1937

Teorema 12.1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) G é grafo planar.
(2) G nao contém K5 ou K33 como menor topoldgico.

(3) G nao contém K5 ou K33 como menor.

e J& vimos que (1) implica (2), afinal se G ¢é planar todo menor topolégico de G também
é, e que (2) implica (3), no ultimo lema da aula passada.

e Vamos ver agora que (3) implica (1). Primeiro reduziremos ao caso em que o grafo é
3-conexo, e depois utilizaremos a decomposicao de grafos 3-conexos via contracao de
arestas.

Lemma 12.2. Seja G grafo com corte {x,y}, e componentes S e T (uma delas pode ser
desconera, sem perda de generalidade). Entao os grafos G — S + xy (remova os vértices de
S e potencialmente adicione aresta entre x e y) e G — T + xy sao menores de G.

Demonstracao. Basta notar que ha caminho entre z e y dentro de S e outro dentro de 7'
Cada um desses caminhos pode ser contraido até virar a aresta extra xy. O]

Lemma 12.3. Seja G grafo com corte {z,y}, e componentes S e T. Entao G € planar se,
e somente se, os grafos G — S +zy e G —T + xy sao planares.

Demonstracao. Se G é planar, esses grafos sao menores de GG, e portanto planares.

Se os grafos sao planares, basta desenhar um deles dentro de uma das faces que contém
a aresta xy do outro, identificando os vértices x e y de cada, e depois remover a aresta zy
se ela nao era parte de GG. Assim obtemos um desenho planar de G. O

e Consequentemente, precisamos mostrar agora que (3) implica (1) apenas para grafos
3-conexos. A demonstracao abaixo foi feita por Thomassen em 1981.

Lemma 12.4. Se G € 3-conexo e nao é planar, entao G contém ou o K5 ou o K33 como
menor.

Demonstracao. Como G nao é planar, ele tem ao menos n = 5 vértices. Demonstraremos
por indugao em n. Pelo Teorema 10.3, ha aresta e = zy em G tal que H = G/xy é 3-conexo.
Se nao é planar, entao o resultado segue por inducao. Suponha entao, para efeito de obter
contradicao, que H é planar.

Considere entao um desenho plano de H, e seja f a face de H — v, que contém v,.. Seja C'
o ciclo que é fronteira de f, e onde estao todos os vizinhos de v.. Alguns deles eram vizinhos
de x e outros de y, alguns possivelmente de ambos. Note que G — y é exatamente igual H
com as arestas entre v, e os vizinhos apenas de y removidas.

Em G — y, enumere os vizinhos de x na ordem em que aparecem no ciclo C' como ...z
(note que k > 2 senao o grafo G nao seria 3-conexo). Nosso objetivo agora serd mostrar que
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se nao ha menor igual a K5 ou K33, entao todos os vizinhos de y estao entre z; e ;4 para
algum i, e portanto y e suas arestas poderiam ser readicionados ao desenho planar de G —y
mantendo a planaridade, contrariando que G nao era planar.

Suponha portanto que os vizinhos de y nao estao como descrito. Seja FP; o caminho
comecando apos x; até antes de x4, em C. Note que C' estd particionado entre os vértices
x; e os caminhos P; (assuma que Py vai de zj, até z1). Vamos ver as possibilidades para os
vizinhos de y. Lembre-se que ha ao menos dois.

(i) ou hé vizinho de y em um F;, digamos ¥/, e portanto precisa haver outro, digamos 3",
que nem esta em P; nem é x; = 2’ ou x;.1 = 2”,

(ii) ou ha dois vizinhos de y que sao vizinhos de z também, digamos ' e y”, mas que estao
intercalados por dois vizinhos diferentes de x, digamos 2’ e 2”7 — em ambos os casos
(i) e (ii) hé portanto subdivisao do K33 em G com zy'y” de um lado e yz'z" do outro;

(iii) ou entdo x e y compartilham trés vizinhos em comum — neste caso, x, y e estes trés
vizinhos formam subgrafo igual a K5 em G.

Temos portanto que todos os vizinhos de y estao entre entre x; e x;,; senao teriamos menor
igual a K5 ou K33 em G. Como G — y seria planar, conseguirfamos colocar y e suas arestas,
e ter desenho planar de G. Contradicao entao, a partir do fato assumido que H era planar,
e portanto o resultado segue por indugao. O]

e Neste fim de contetiddo de planaridade, falaremos brevemente sobre dualidade.

e Dado um desenho de um grafo planar, constréi-se outro grafo planar, chamado de dual
(ao desenho!) colocando um vértice f* em cada face f do desenho original, e colocando
uma aresta e* para cada aresta e do grafo original, unindo os vértices correspondentes
aos dos lados de e.

e Note que se e for uma ponte, seus dois lados sao a mesma face, e portanto a aresta e*
serd um loop (que forma uma face no dual).

e Também é possivel que surjam arestas em paralelo.
e Nao é dificil notar que o dual de um (desenho de um) grafo planar é um grafo planar.
e Pare e pense um pouco: por que o dual de todo desenho de grafo planar é conexo?

e Nao ¢é dificil mostrar que o dual do dual é igual ao original se e somente se o grafo
original era conexo. Vocé pode tentar fazer isso se quiser.

e E interessante ver também que remover aresta e que nao seja ponte de um desenho de
G e tomar o dual equivale a primeiro tomar o dual, e depois contrair a aresta e*.

e Contudo, dado um grafo GG, é possivel fazer dois desenhos de G de modo que os duais
resultantes nao sejam grafos isomorfos. Tente achar um exemplo?
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e Mas, felizmente, se G é 3-conexo, entao, como consequéncia do Teorema 11.6, qualquer
dual de G é sempre o mesmo, e portanto podemos falar do dual abstrato do grafo planar
G (e ndo mais do desenho de G).

e Por dltimo, ha uma bela conexao entre os ciclos de um grafo e os cortes do seu dual,
que voce pode ja ler sobre na secao 4.6 do Diestel, ou 10.2 do Bondy e Murty — mas
que veremos mais a frente.
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13 Coloracao de grafos planares

e Qual o minimo nuimero de cores que precisamos usar para colorir os paises em um
mapa, de modo que paises vizinhos tenham cores diferentes?

e Se pensarmos em termos da dualidade de grafos planares discutida no fim da aula
passada, esta pergunta pode ser reformulada como: qual o minimo nimero de cores
necessaria para colorir os vértices de um grafo planar, tal que vértices vizinhos recebam
cores diferentes?

e Uma coloracao de vértices de um grafo é uma atribuicao de cores para os vértices de
modo que vizinhos tem cores diferentes.

e Muitos problemas praticos reais podem ser modelados de modo que coloragoes indicam
as solugoes procuradas.

e Um grafo é k-colorivel? se ¢ possivel construir uma coloracao usando k cores.

e O numero cromatico de G é o menor k tal que G é k-colorivel. Dizemos entao que G
é k-cromatico, e que x(G) = k.

e Note que uma k coloracao de G é uma particao do seu conjunto de vértices em k
conjuntos independentes. Um grafo é bipartido exatamente quando ele é 2-colorivel (e
se possuir uma aresta pelo menos, ele serd também 2-cromatico).

Teorema 13.1. Todo grafo planar é 4-colorivel.

e Infelizmente nao demonstraremos este teorema. Recomendo que voce leia sobre ele no
Diestel, ou entao na wikipedia por exemplo.

Teorema 13.2. Todo grafo planar € 5-colorivel.

Demonstracao. O resultado é valido para grafos com n < 5 vértices. Seja GG planar com
n vértices, e assuma que todo grafo planar com < n — 1 vértices é 5-colorivel. Como ja
vimos, G sendo planar, ha vértice v de grau no maximo 5 em . Como G — v é 5-colorivel,
considerando tal coloracao, podemos assumir que v possui 5 vizinhos de cores diferentes em
G — v, caso contrario seria trivial estender uma 5-coloracao de G — v para uma de G.
Sejam v1,...,v5, 08 vizinhos de G, enumerados na ordem ciclica que aparecem no desenho
de G — v, e assuma que v; tem cor i. Seja H; 3 o subgrafo de G — v induzido pelos vértices
de cores 1 ou 3, e Hy4 o subgrafo induzido pelos vértices de cores 2 e 4. Note que se v; e v
nao estao na mesma componente de H; 3, entao podemos alternar as cores na componente
de vy, digamos, e obter uma coloracao de G — v onde v; tem cor 3, e portanto v poderia ser
colorido com cor 1 em (. Assuma portanto que v; e v3 estao na mesma componente de H 3,
digamos conectados pelo caminho P, e o mesmo também valendo para vy e v4 em Hy 4.
Mas isto leva a seguinte contradi¢ao: por hipétese do desenho, v, esta na face interna do
ciclo determinado por vv; Pusv, e vy esta na face externa. Qualquer caminho da face interna
para a face externa precisa usar vértice de cor 1 ou 3 ou v, mas entao vy e v4 nao podem
estar na mesma componente de Hj 4. O

2Esta palavra ndo existe.
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14 Coloracao de vértices

e Lembre-se: uma coloracao de vértices de um grafo é uma atribuicao de cores para os
vértices de modo que vizinhos recebam cores diferentes.

e Um grafo é k-colorivel se é possivel construir uma coloracao de vértices usando k cores.

e O numero cromatico de GG é o menor k tal que GG é k-colorivel. Dizemos entao que G
é k-cromatico, e que x(G) = k.

e Note que uma k coloracao de G é uma particao do seu conjunto de vértices em k
conjuntos independentes. Um grafo é bipartido exatamente quando ele é 2-colorivel (e
se possuir uma aresta pelo menos, ele serd também 2-cromatico).

Esta tultima observacao permite uma conclusao imediata:

Proposicao 14.1. Todo grafo com m arestas € tal que

X(G) < \‘%—F\/Zm—l—iJ

Demonstracao. Exercicio. Dica: basta contar o nimero minimo de arestas necessario. [

e Seja a(G) o tamanho do maior conjunto independente de vértices, e w(G) o tamanho
do maior conjunto de vértices que forma uma clique induzida em G. E facil ver que

V(G)]

w(G@) <x(G) e x(G)= R

e Ciclos impares de tamanho maior que 3 sao exemplos naturais em que ambas as desi-
gualdades acima nao ocorrem com igualdade.

e H4 grafos em que w(G) = 2 e x(G) ¢é arbitrariamente grande. Discutiremos este tépico
mais pra frente.

O problema de decidir se um grafo é ou nao 2-colorivel pode ser resolvido em tempo
polinomial. O problema de decidir se um grafo é ou nao 3-colorivel é NP-completo (e
portanto calcular x(G) em geral é NP-dificil). Existe contudo um algoritmo relativamente
bom para x(G) se o grafo nao tem vértice de grau alto.

e Considere uma ordenagao dos vértices vy, ..., U,.
e Iremos colorir os vértices com numeros, de 1 até k.

e Atribua para o vértice v;, comegando em ¢ = 1 e aumentando sequencialmente, a menor
cor disponivel, digamos ¢(i). Note que ¢(7) é o menor niimero que nao aparece dentre
os ¢(j) para j <iewv; ~v;.
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e Note que serdo usadas no maximo A(G) + 1 cores, mesmo que a ordenagao escolhida
nao seja boa.

e Por outro lado, ha ordenagbes que resultardao em exatamente y(G) cores.

e Com um pouco de cuidado, é possivel obter eficientemente uma ordenacao que fara
tipicamente melhor que A + 1. Por exemplo, escolhendo vértices de grau alto para
ficarem no comeco, e vértices de grau baixo para ficarem no final.

e Nao é dificil notar que uma escolha gulosa simples no algoritmo acima garantira que

X(G) <max{§(H): HC G} + 1.

Exercicio 14.2. Encontre grafos para os quais vale x(G) = A(G) + 1.

Exercicio 14.3. Encontre grafos para os quais x(G) é pequeno, mas a saida do algoritmo
acima pode ser arbitrariamente grande.

Proposicao 14.4. Todo grafo G, k-cromdtico, possui um subgrafo k-cromdtico e de grau
minimo k — 1.

Demonstracao. Basta considerar um subgrafo H minimal com a propriedade de ter nimero
cromatico k. Se algum vértice v deste subgrafo tivesse grau menor que k£ — 1, seria possivel
estender uma k — 1-coloragao de H — v para uma de H, obtendo contradicao. O

O ultimo resultado que veremos aqui é a caracterizacao de quais grafos atingem y(G) =
A(G) + 1.

Teorema 14.5 (Brooks (demonstracdo de Lovész)). Seja G conexo. Se G ndo é completo
ou um ciclo impar, entao

X(G) < A(G).

Demonstracao. Suponha que G possui dois vértices, a e b, tais que a e b estao a distancia 2
e G —a — b é conexo. Veremos como lidar com os casos restantes a seguir.

Seja v o vizinho em comum de a e b. Considere a ordenacao dos vértices z; = a,xy =
b, 3,24, ..., xp_1, 2, = v, de modo que z;, ¢ # n, possua ao menos um vizinho z; com j > <.
Isso é sempre possivel de ser encontrado: basta comecar de traz pra frente, com xz,, = v, e
usar o fato que G —a — b é conexo. Aplique agora na ordenacao acima o algoritmo guloso de
coloracao visto acima: a e b recebem a mesma cor, e todos os vértices seguintes, incluindo
v, sempre terao no maximo A — 1 cores usadas dentre seus vizinhos ja coloridos, e portanto
o grafo sera colorido com A cores.

Note que os vértices a e b sempre podem ser encontrados se G é 3-conexo e nao completo.

Se G nao é 2-conexo, é possivel demonstrar (exercicio abaixo) que o nimero cromatico
de G é o maximo entre os nimeros cromaticos dos seus blocos, e portanto podemos reduzir
ao caso em que G é 2-conexo.

Se G é ciclo par, o resultado também segue imediatamente. Assuma entao que G é 2-
conexo, e seja x vértice de grau minimo 3 que nao seja vizinho de todos os vértices (existe
pois G nao é ciclo nem completo). Se G — = ainda é 2-conexo, basta pegar a = x e para b
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qualquer vértice a distancia 2 de a. Se G — x tem vértices de corte, considere dois blocos B;
e By que possuam um unico vértice em comum com outro bloco, digamos z; e 25. Note que
ambos os blocos possuem vértices vizinhos a x diferentes de z; e z3, afinal G era 2-conexo.
Estes vizinhos, digamos a € By e b € By, sao nao vizinhos e sao tais que G —a — b é
conexo. ]

Exercicio 14.6. Demonstre que
X(G) = max{x(H) : H é bloco de G}.

Exercicio 14.7. Demonstre que, para qualquer grafo G com n vértices e m arestas, temos

’I’L2

(n? —2m)’

X(G) =
Exercicio 14.8. Seja G grafo em que quaisquer dois ciclos impares se intersectam. Mostre
que
(a) x(G) <5.
(b) Se x(G) =5, entdao G contém coépia de K.

Exercicio 14.9. Mostre que x(G)x(G) > n.

Exercicio 14.10 (Opcional). Seja (dy, ...,d,) a sequencia de graus do grafo GG, assumindo
que dy > ... > d,, e que d; é o grau do vértice j. Para cada vértice 7, seja o; = min{d; +1,7}.

(a) Mostre que x(G) < max{a; : 1 <i <n}.

(b) Conclua que B
2vn < x(G) +x(G) <n+ L

Exercicio 14.11 (Opcional). Seja k inteiro positivo, e suponha que o grafo G nao contém
qualquer ciclo de comprimento congruente a 1 modulo k. Mostre que é possivel colorir G
com k cores.
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15 Coloracao de arestas

e Também ¢ possivel contemplar o problema de colorir as arestas de um grafo de modo
que arestas que incidem a um mesmo vértice recebam cores diferentes.

e Dizemos que o indice cromatico de G é o menor k tal que é possivel colorir as arestas
de G com k cores. Sera denotado por x'(G).

e E facil notar que \'(G) > A(G).
Teorema 15.1. Se G € bipartido, entio x'(G) = A(G).

Demonstragao. Esta serd uma demonstracao por indugdo em |F(G)|. Naturalmente segue
se |[E| =0ou=1.

Seja agora G grafo, considere ab € E(G), e olhe para o grafo H = G — ab. Este grafo
pode ser aresta-colorido com A(G) cores, e, naturalmente, os vértices a e b tem no méaximo
A(G)—1 vizinhos. Assim, ha pelo menos uma cor que nao aparece entre as arestas incidentes
a a, e uma que nao aparece nas incidentes a b (em H). Se essas cores sdo iguais, colorimos ab
com ela e recuperamos uma aresta-coloragao de G com A cores. Suponha que sao, portanto,
diferentes.

Seja a « a cor disponivel para a a, e [ disponivel para b. Comece um caminho a partir
de a usando arestas alternadamente coloridas entre o e 3, e assuma que é o maior possivel.

Este caminho comeca em a e nao pode conter b — b nao estd no meio dele porque
nenhuma aresta em b tem cor (3, e b nao pode ser o vértice final porque senao ao concatenar
este caminho com ab teriamos ciclo impar no grafo original. Logo, recolorimos as arestas
neste caminho, trocando a por (3, e assim 3 se torna disponivel para a, e poderemos colorir
as arestas de G com A(G) cores. O

e E possivel mostrar que '(G) < A(G) + 1.
e Surpreendentemente, decidir se x'(G) = A ou = A 4+ 1 é um problema NP-completo.
Teorema 15.2 (Vizing). Todo grafo G satisfaz
A(G) < X(G) < AG) + 1.

Demonstracao. Novamente faremos uma demonstracao por inducao. Para toda aresta ab €
E(G), ha uma (A + 1)—aresta coloracao de G — ab. Nesta coloragao, hd ao menos uma cor
que nao aparece nas arestas incidentes a a, digamos que seja dada pela fungao m(a).

Seja agora xy; aresta, e considere uma aresta coloracao G — xy; com A + 1 cores. A
cor m(y;) precisa aparecer dentre as arestas em x, caso contrario bastaria colorir xy; com
m(y1). Seja ys o vizinho de z tal que xys é colorido com m(y;). A cor m(y,) também precisa
aparecer entre as arestas em x, caso contrario recolorimos xy, com m(ys), e entdo xy; com
m(y1). E assim sucessivamente.

Seja entao yi, ..., Y uma sequencia maximal de vizinhos de x tais que xy; estd colorida
com m(y;—1). Note que m(yy) precisa ser usada na coloragdo de uma aresta xy; com i < k,
e portanto m(yx) = m(y;) para algum j < k.

42



Gabriel Coutinho Teoria dos grafos

Vamos entao colorir as arestas de G, colorindo zy; com m(y;) para todo i < j, deixando
a aresta xy; sem cor, e as demais como estavam antes. Assim, temos uma quase-coloracao
de G, onde o vértice  ndo tem aresta de cor m(x), e os vértices y; e y; ndo tem aresta de
cor m(yx).

Olhamos entao para o grafo induzido pelas cores m(z) e m(yx). Este grafo tem grau
méaximo 2, e os vértices x, y; e y, tem grau 1, portanto nao podem estar na mesma compo-
nente conexa.

Se z e y; nao estao na mesma, trocamos m(z) e m(y;) na componente do z, e colorimos
xy; com m(yy).

Se x e Yy nao estdo na mesma, trocamos m(x) e m(yx) na componente do x, e colorimos
xy; com m(y;) para todo i entre j e k. O

Exercicio 15.3. Lembre-se que L(G) denota o grafo linha de G. As igualdades abaixo sao
verdadeiras?

X(G) =X(L(G) e X(G)=x(L(G)).

Exercicio 15.4. Demonstre que x'(G) = A(G) + 1 para grafos regulares com um nimero
impar de vértices e a0 menos uma aresta.

Exercicio 15.5. Mostre que X'(Kyn) = A(K,n,), exibindo uma coloracdo apropriada.
Exercicio 15.6.

(a) Descreva um algoritmo que funcione em tempo polinomial e que encontra uma coloragao
de arestas de um grafo bipartido com A cores.

(b) Descreva um algoritmo que funcione em tempo polinomial e que encontra uma coloracao
de arestas de um grafo qualquer com A + 1 cores.

Exercicio 15.7. Seja G um grafo simples, em que os vértices de grau maximo A nao induzem
qualquer ciclo. Mostre que x'(G) = A.
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16 Alguns resultados sobre coloracoes

e Voltamos a falar de coloracao de vértices.

e Uma coloracao de um grafo direcionado é uma coloracao em que vértices conectados
por um arco recebem cores diferentes.

e O numero croméatico de um grafo direcionado se define de forma andloga ao caso nao-
direcionado.

Teorema 16.1 (Gallai-Roy). Todo grafo direcionado D contém um caminho direcionado
com x(D) vértices.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que é possivel construir uma coloragao de D usando no
maximo k cores, onde k é o niimero de vértices no maior caminho direcionado de D.

Seja D" subgrafo gerador de D maximalmente aciclico (ou seja, é subgrafo com todos os
vértices, e a adicao de qualquer arco de D que néo estd em D’ cria ciclo). Vamos colorir os
vértices de D colocando a cor ¢(v) em cada um, onde ¢(v) é o nimero de vértices no maior
caminho direcionado que comeca em v em D',

Vamos mostrar que esta coloragdo nao gera conflitos nos arcos (a,b) de D.

e Se (a,b) estd em D', a nao estd no maior caminho que comega em b, sendo haveria
ciclo em D', e portanto c¢(a) > ¢(b).

e Caso contrario, D" adicionado de (a,b) tem ciclo. H4 caminho de b para a em D', e
o maior caminho que comeca em a nao pode conter qualquer vértice deste caminho,
senao haveria ciclo em D'. Assim ¢(b) > c(a).

OJ

Exercicio 16.2. Seja G um grafo simples, nao direcionado. Uma orientacao de GG é uma
escolha de direcao para cada aresta de G. Mostre que

X(G) = min{A(D) : D é uma orientagao de G},
onde A(D) é o nimero de vértices no maior caminho direcionado de D.
Exercicio 16.3.

(a) Seja D grafo direcionado, com x > kf+1, e f uma funcdo qualquer que atribui nimeros
reais para cada vértice do grafo. Mostre que D contém um caminho direcionado com
k+ 1 vértices em que f é nao decrescente, ou um caminho direcionado com ¢+ 1 vértice
em que f é estritamente decrescente.

(b) Conclua que qualquer sequencia de k¢ + 1 inteiros distintos contém uma subsequencia
crescente com k + 1 termos, ou uma subsequencia decrescente com £ + 1 termos.

(c) Encontre um algoritmo que encontra uma dessas sequencias.
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Relembre a Proposicao 14.4: Todo grafo G, k-cromatico, possui um subgrafo k-cromatico
e de grau minimo k£ — 1. Ele é minimal com a propriedade de ser k-cromético (chama-
remos tais grafos de k-criticos).

Temos condigoes necesséarias para y > k: por exemplo A(G) + 1 > k. O que seriam
condigoes suficientes?

Por exemplo, conter um grafo k-critico é certamente uma condicao suficiente (e também
necessdrial). Se pudéssemos descrever de uma forma boa os grafos k-criticos, terfamos
uma boa maneira de testar se um grafo é k-cromatico — por exemplo, lembre de
planaridade e menores.

Mas serd que é facil descrever esta classe de grafos k-criticos? E facil reconhecer que
um grafo é k-critico?

Por exemplo, certamente o K}, é k-critico, mas nao € o tinico. O teorema abaixo implica
que ha infinitos grafos k-criticos que nao possuem qualquer triangulo.

Também sabemos que ter grau minimo k& — 1 nao é suficiente para ser k-critico, haja
vista os grafos K, .

Teorema 16.4 (Erdés 1959). Para todo k, existe grafo G com cintura g(G) > k e nimero
cromdtico k. O]

A demonstragao original é nao construtiva, e veremos no préximo maodulo.

A implicagao moral do teorema de Erdés é que niimeros cromaticos altos podem apa-
recer em grafos que localmente se parecem arvores (e assim podem ser 2-coloridos na
vizinhanga de cada vértice).

Assim, sabemos que coloracao é um fenomeno global. Veremos na préxima secao que
os grafos em que y(G) se comporta como um fenémeno local sdo muito especiais.

Por ora, mostramos uma construcao mais simples, de grafos sem triangulos com ntimero
cromatico arbitrariamente grande.

Teorema 16.5 (Mycielski). Para qualquer inteiro positivo k, existe um grafo sem triangulos
com numero cromdtico k.

Demonstracao.

Faremos por indugao em k. Os grafos K; e Ky servem para k =1¢e k= 2.
Suponha que temos G, com x(Gy) = k, e G, sem triangulos. Seja V (Gy) = {a1, ..., an}-

Construa Gy adicionando vértices {by, ..., b,, v}, fazendo v vizinhos a todos os b;, e
cada b; vizinho a todos os vizinhos de a; em Gj. (Construa G e Gy).

Por que G411 nao tem triangulos?
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e Por que G4 é (k + 1)-colorivel?

e Por que Gji1 nao é k-colorivel? Para responder esta pergunta, primeiro resolva o
exercicio abaixo.

O]

Exercicio 16.6. Em qualquer k-coloracao de um grafo k-cromético GG, e para qualquer cor
7 nesta coloragao, existe um vértice v de cor j adjacente a vértices de todas as outras cores.

Apesar da discussao acima sobre a dificuldade de caracterizar grafos k-cromaéticos, apre-
sentamos , apresentando um procedimento que gera todos os grafos k-coloriveis.

Definimos grafos k-construtiveis indutivamente:
(i) K} é k-construtitivel.

(ii) Dados z,y nao adjacentes em um grafo G k-construtivel, o grafo (G + xy)/zy é k-
construtivel.

(iii) Se G e Gy sado k-construtiveis e possuem um vértice z em comum, com zy; € E(Gy)
e xyy € E(Gy), entao o grafo (G; U Gs) — xy; — xya + Y192 é k-construtivel.

Teorema 16.7 (Hajés 1961). G grafo, k € N. Entio x(G) > k se e somente se G possui
subgrafo k-construtivel.

Demonstracao.

Exercicio 16.8. Demonstre o lado facil: mostre que se G é k-construtivel, entao x(G) > k.
Use indugao no nimero de operagoes realizadas para chegar em G: ou seja, que se G veio
das formas (ii) ou (iii), entao uma ¢-coloragao de G leva a uma ¢-coloragao dos grafos usados
para chegar nele.

Vamos agora para o lado dificil. Por contradi¢ao. Seja k > 2 (caso contréario ndo ha o que
mostrar). Seja G maximalmente adicionado de arestas de modo que seja k-cromdtico mas
nao possua subgrafo k-construtivel. Note que G nao é completo r-partido, caso contrario
r >k e G conteria K.

Entao existem z,y;,y> com y; ~ y2, € £ nao conectado a ambos. Note que G + xy; e
G + zys cada contém subgrafos k-construtiveis, digamos H; e Hs. Se eles compartilhassem
somente z, teria acabado, visto que a unido tipo (iii) deles seria subgrafo de G.

Mas isso nao ha de ser um problema: olhamos para H; e (uma cépia de) Hy, compar-
tilhando z, e fazemos a unido tipo (iii). Depois, para cada vértice da cépia de Hy que
corresponde a um vértice de Hy, fazemos a uniao do tipo (ii). Assim, acabamos encontrando
de toda forma um subgrafo k-construtivel em G. O

46



Gabriel Coutinho Teoria dos grafos

17

Espaco de ciclos e posto de matrizes

Nesta secao, iremos estudar em detalhes a relagao entre conjuntos de arestas que sao
ciclos, e conjuntos de arestas que sao cortes no grafo.

Considere o espago vetorial £ sobre o Zsy de dimensao |E|, ou, mais especificamente, o
espaco das funcoes E — Zs.

Cada F' C FE corresponde unicamente a um vetor (vetor indicador).

Naturalmente, pensando em conjuntos F' e F’ de arestas, vamos executar a operacao
F + F' (lembrando, claro que 1+ 1 = 0, pois estamos no Zs.

Note que os singletons formam uma base natural deste espaco (base canonica).

Se voceé nao gosta muito desta interpretacao que conjuntos sao vetores Zs e que fazemos
a soma, voceé pode simplesmente pensar que estamos pegando conjuntos de arestas e
executando a operagao de diferenca simétrica entre eles.

Definirmos um produto interno (F, F') — Zs, que pega dois vetores, toma o produto
coordenada a coordenada, e depois soma tudo. A soma, claro, no Zs.

Note entdo que (F, F') = 0 se, e somente se, FNF’ tem uma quantidade par de arestas,
= 1 caso contrario.

Dado um subespaco F C &, definimos

Fr={Fec&:(FF)=0VF € F}.

Quando o espagco vetorial é o R", sempre é o caso que se U é subespago, entao é possivel
completar uma base para o espago com vetores ortogonais aos de uma base em U, e
portanto U & U+ = R".

Este resultado nao é mais verdadeiro no espago Zx3', pois neste espaco um vetor pode
ser ortogonal a si proprio.

Contudo, ainda é possivel mostrar que dim F + dim F+ = m.

Teorema 17.1. Temos que dim F + dim F+ = m.

Demonstracdo. Seja M matriz que contém elementos da base de F nas linhas. Note que F*
é o nucleo desta matriz, ou seja, o subespaco que corresponde a todos os vetores x tais que
Mz = 0. Se z1, ..., 73, formam base para F*, e y41, ..., ym completa uma base para £, temos
que My; # 0, Mz; =0, e portanto M (Yx+1), ..., M (ym) é base para o espago de colunas de
M. (Isso foi simplesmente o Teorema do Nucleo-Imagem, demonstrado sem fazer qualquer
referéncia ao corpo sobre o qual o espago vetorial estd construido).

Agora seja M’ matriz que contém nas colunas uma base para o espago de colunas de M
(ou seja, M’ pode ser escolhida como submatriz da M). Note que M’ é nx (m—k). Sabemos
que existe matriz N tal que M = M'N (onde cada coluna de N indica a combinagao linear
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das colunas de M’ que resulta em cada coluna de M). Note que N possui (m — k) linhas.
Mas esta equacao também mostra que as linhas de M sao geradas por essas m — k linhas.
Logo a dimensao do espaco de linhas de M é < m — k, ou seja, dimensao do espago de linhas
de M é < dimensao do espago de colunas de M.

Repetindo agora todo o argumento para M7, segue que a dimensao do espaco de linhas
de M é > dimensao do espaco de colunas de M, e portanto temos que dim F = m — k =
m — dim F+. (Isso foi simplesmente o Teorema que mostra que a dimensao do espago de
linhas e a dimensao do espaco de colunas de uma matriz sao iguais, e que, novamente,
independe do corpo sobre o qual o espago é construido). O

e Vamos agora estudar um subespaco de £ muito importante.

e O espacgo de ciclos de GG é gerado pelos vetores correspondentes aos ciclos, denotado
por C(G). Ou seja, C' € C(G) se e somente se existem ciclos C4, ..., Cy, do grafo tais
queC’:C’1+Cg++Ck

e Vetores em C(G) podem ser ciclos ou nao.

Proposicao 17.2. Suponha que C € C(G). Todos os vértices do grafo tem grau par em C.

Demonstracao. O resultado segue por inducao na quantidade minima de ciclos necessaria
para escrever C' como soma. Suponha que C' = C + ... + C}, e que qualquer elemento de
C(G) que possa ser escrito como soma de < k — 1 ciclos incidird em cada vértice do grafo
um nimero par de vezes. Considere entdao C' = C; + ... + Ci_1. Note que C = C" + C, e
que C), apenas altera em um numero par de vezes quantas arestas incidem em cada vértice
(note que pode ser —2, 0 ou 2, a depender se somar C}, adiciona ou remove arestas em um
dado vértice...). O

e Quando falamos de um subespaco vetorial, é tipicamente muito 1til conhecer subcon-
juntos geradores de tamanho menor que o subespaco inteiro.

Proposicao 17.3. Os ciclos induzidos de G geram C(QG).

Demonstragao. O resultado seguira se formos capaz de mostrar que qualquer ciclo é soma de
ciclos induzidos. Suponha C' é um ciclo. Por indugao em |C|. Se ha aresta do grafo e, fora
de C', mas que conecta dois vértices dos vértices que tem grau 2 em C' (tal aresta é chamada
de corda), entao considere os dois ciclos obtidos em C' + e. Ambos tem menos vértices que
C. Aplicamos inducao neles, e recuperamos C' como soma dos ciclos induzidos que geram
ambos (note que a aresta e serd somada duas vezes, e sumird). O

Teorema 17.4. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para F C E.
(a) F € C(G).
(b) F é uniao disjunta de ciclos de G.

(¢) Todos os vértices no grafo induzido por F tem grau par.
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Demonstracao. (a) implica (c) pela Proposicao 17.2.

(¢) implica (b) por indugao no nimero de arestas de F: supoe todo vértice de grau par,
logo hé ciclo C'. Deleta, aplica indugao. Logo F' — C' é uma uniao de ciclos disjuntos, e
portanto a F' também é, colocando o C' de volta.

(b) implica (a) trivialmente (uma unido de ciclos disjuntos ¢ uma soma de ciclos). [

e Vamos agora comecar a estudar um outro espacgo intimamente conectado com o espaco
de ciclos.

e Se (U,U) é particao de V, entdao E(U,U) sdo as arestas entre eles, e é chamado de
corte.

e Se U = {v}, este corte é usualmente denotado por E(v) (ou 6(v)).

Proposicao 17.5. Todo ciclo intersecta todo corte em um nimero par de arestas!
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18 Espaco de cortes, ortogonalidade e arvores

e Da mesma forma que estavamos interessados em entender melhor como C era gerado,
também podemos demonstrar propriedades sobre cortes.

e Note que definimos C(G) como o espago gerado pelos ciclos do grafo. Mostramos pri-
meiros que bastava usar como conjunto gerador os ciclos induzidos. Depois mostramos
uma caracterizagao: algo estd em C se e somente se tem grau par.

e Vamos agora definir B(G) como o espago gerado por todos os cortes da forma E(v).
Veremos abaixo que um conjunto de arestas estd em B se e somente se for um corte.

Proposigao 18.1. F € B(G) se, e somente se, existe U C V(G) tal que F = E(U,U).
E(v) = E(U,U). O

Demonstragdo. Basta notar que ) .,

e Mostramos também que C' € C se e somente se C era uniao de ciclos disjuntos, e,
portanto, os elementos de C que sao minimais com respeito a estarem contidos ou nao
em outros sao precisamente os ciclos do grafo.

e Quem sao os elementos minimais de B(G)? Chamaremos estes elementos de elos, e
mostraremos uma caracterizacao abaixo.

Teorema 18.2. Em um grafo conexo, um corte E(U,U) € um elo se e somente se G[U] e
G[U] sao conezos.

Demonstracao. Se G[U] nao fosse conexo, haveria uma componente conexa e o corte deter-
minado por esta componente seria subconjunto de E(U,U). O mesmo para G[U].

Para a conversa, se E(U,U) nao é elo, entdo h4 um subconjunto que é corte, conectando
vértices U; em U a U, em U. Digamos que U; é subconjunto préprio de U. Como o corte
de U; esta contido no corte de U, segue que nao hé aresta entre U; e seu complemento em
U, dai G[U] nao seria conexo. O

Corolario 18.3. Todo corte de G é uma uniao disjunta de elos.

Demonstracao. Basta considerar os elos que sao os cortes determinados pelas componentes
conexas de um dos lados do corte. O

e Resumo até agora:

Espaco Caracterizacao Elementos minimais | Geradores naturais
Grau par em . Ciclos
c(@) todo vértice Ciclos induzidos

Corte determinado por | Elos (cortes entre duas

j Arti Cortes £
subconjunto de vértices | componentes conexas) ortes E(v)

e Relembre que ja mostramos que todo elemento de C(G) intersecta todo elemento de
B(G) em um nimero par de arestas. Vamos agora estender este resultado.
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Teorema 18.4. Temos que B(G) e C(G) sdo subespagos ortogonais, ou seja
C(G) CB(G)*: e B(G)CcCG)*

Ademais, temos que

C(G) = B(G)*.

Demonstracao. Todo ciclo intersecta todo corte em um nimero par de arestas, logo temos
C(G) C B(G)* e B(G) C C(G)*.

Por outro lado, se F' nao estd em C, entao algum vértice v de G incide a um numero
fmpar de arestas em F. Daf (F(v), F) = 1, e portanto F' também nao estd em B(G)*. Logo
B(G)* CC. O

Corolario 18.5. Portanto
dimC(G)+dimB(G) =m e B(G)= C(G)L.

Demonstracao. A primeira igualdade é consequencia imediata do Teorema anterior e do
Teorema 17.1 aplicado a B. Desta igualdade e do Teorema 17.1 novamente, agora aplicado
a C, segue que dim B = dimC*, e como B C C*, segue que B = C*. O

Exercicio 18.6. Tente demonstrar que B = C* diretamente, de forma combinatdria, sem
utilizar o Teorema 17.1.

e Se estivéssemos trabalhando sobre os ntimeros reais, as consideracoes acima seriam
absolutamente suficientes para concluir que £(G) é gerado pelos ciclos e pelos cortes.

e Mas isto é falso em geral! Ache um contraexemplo. Se estiver dificil, talvez o que segue
ajudard um pouco.

e Fixada uma arvore geradora 1" de um grafo conexo, definimos:

e Para cada e ¢ T, o ciclo fundamental determinado por (T, €) é o tnico ciclo em T + e,
denotado por C,.

e Para cada f € T, as arestas entre as duas componentes conexas de 7' — f formam o
elo fundamental determinado por (7', f), denotado por By.

e Note que f € C, se e somente se e € By, paratodase ¢ T'e f € T.

Teorema 18.7. Fizada T, elos fundamentais e ciclos fundamentais formam bases para B e
C, respectivamente.

Demonstragao. Comece notando que aresta f € T estd em By mas nao estd em qualquer
outro elo fundamental. Logo {By : f € T'} sao um conjunto linearmente independente. Por
outro lado, e ¢ T estd em C, mas em nenhum outro ciclo fundamental. Logo {C, : e ¢ T'}
formam um conjunto linearmente independente.

Segue que dimC >m —n+1,edimB > n — 1. Como a soma das dimensoes é m, segue
a igualdade O
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e Completando a tabela...

Base (fixada uma

Espaco | Espaco ortogonal | Dimensao do espago srvore T qualquer)

Ciclos fundamentais C,,
come & T

Cortes fundamentais T,
com feT

C(@) B(G) [El = [V]+1

B(G) C(@) V-1

e Nosso ultimo assunto é uma interpretacao matricial de fluxos, cortes, e da ortogonali-
dade descrita acima. Uma lembranca do Teorema 17.1.

e Seja N a matriz de Os e 1s, cujas linhas sao indexadas por vértices, as colunas por
arestas, e a entrada (v,e) é = 1 se o vértice v e a aresta e sao incidentes.

e A matriz N é chamada de matriz de incidéncia do grafo.

e A matriz N pode ser interpretada como operador Z¥ — ZY (ou seja, os Os e 1s estao
em ZQ)

e Neste sentido, note que o nicleo dela corresponde precisamente a C (j4 que vimos que
C € C se e somente se todo vértice tem grau par...)

e Por outro lado, cada linha de N correspondendo ao vértice v expressa precisamente o
corte E(v).

e Ou seja, o espaco de linhas de N é B.

e Note que também poderiamos ter definido a matriz M cujas linhas sao ciclos induzidos
e as colunas sao arestas. Neste caso, o nucleo seria B e o espaco de linhas seria C.

e Quem sao os espacos de colunas de N e M?
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e O tépico abaixo é extra:
Dupla cobertura por ciclos

Se toda aresta de um grafo pertence a pelo menos um ciclo, entao é possivel escolher ciclos
de modo que toda aresta é coberta um numero par de vezes (com repeti¢ao). Se decidirmos
que cada aresta precisa ser coberta exatamente duas vezes, o problema se torna bizarramente
dificil. Szekeres e Seymour conjecturaram que todo grafo possui uma tal cobertura, mas o
problema permanece em aberto e é uma das conjecturas mais famosas em teoria dos grafos.

Exercicio 18.8. O objetivo deste exercicio é verificar que qualquer contra-exemplo com
uma quantidade minima de arestas é um grafo cibico, e nao é possivel colorir as arestas com
3 cores de modo que arestas incidentes tem cores diferentes. Assuma portanto que G é tal
contra-exemplo minimo.

e Mostre que se um vértice tem grau 2, é possivel achar contra-exemplo para a conjectura
com menos arestas.

e Mostre que se um vértice tem grau 4 ou maior, é possivel achar contra-exemplo com
para a conjectura com menos arestas.

e Todo vértice tem grau 3. Agora imagine que é possivel colorir as arestas com 3 cores, de
modo que arestas incidentes tem cores distintas. Mostre como seria possivel encontrar
uma dupla cobertura por ciclos usando essa coloracao.
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19 Circulagoes, tensoes e dualidade de grafos planares

e Seja N a matriz de incidéncia do grafo, por ora em Z,.

(@)

e Como vimos, vetor x € Zf tal que Nx = 0 corresponde a um elemento no espaco

de ciclos.

V(G . L ,
e Por outro lado, um vetor y € Z, (@) descreve um conjunto de vértices, e yT N é exata-
mente um vetor que indica as arestas no corte determinado por este conjunto.

e Suponha agora que G é grafo conexo e planar. Lembre-se que dado um desenho planar
de G, podemos definir o dual do desenho, e denota-lo como G*. Lembre também que

G =G.

e Fixe agora um desenho de GG. Para qualquer aresta e de G que nao seja ponte, valera

que (G\e)* = G*/e*.
e Para qualquer aresta e de G que nao seja loop, valera que (G/e)* = G*\e*.

e Essas observacoes permitem o seguinte resultado.

Teorema 19.1. O dual de um grafo 2-conexo sem loops é um grafo 2-conexo sem loops.

Demonstrac¢ao. Por indugdo no nimero de arestas. Seja e aresta de G. Entdo ou G/e ou
G\e é 2-conexo e sem loops (Por que mesmo?). Escolhe a opgao que for 2-conexa e sem
loops, tira o dual, e aplica indug@o. Por exemplo, assumimos que (G\e)* = G*/e* é 2-conexo
e sem loops. Dal notamos que descontrair e* nao gera loops ou vértices de corte, e portanto
G* é 2-conexo e sem loops. |

e Agora vamos entender o que os espacos de ciclos e cortes tem a ver com dualidade de
grafos planares.

e Lembre-se que os ciclos e os elos sao respectivamente os elementos minimais em C e B.

Teorema 19.2. Seja G grafo conexo desenhado no plano, e G* seu dual.
a) Se C € ciclo de G, entao C* ¢ elo de G*.

b) Se B ¢é elo de G, entdo B* € ciclo de G*.

Como consequéncia, C(G) = B(G*).

Demonstracao. A letra a) segue do fato que C' separa o plano em dois. As faces de G dentro
de cada uma das faces de C' formam um subgrafo conexo em G*, por um argumento analogo
a0 que se usou para mostrar que G* sempre é conexo. Dai note que as arestas de G* que
unem essas componentes conexas sao precisamente C*.

Para a letra b), note que B separa duas componentes conexas de GG, e portanto as arestas
de B* separam duas regides conexas do plano (cada uma delas formadas pelas faces de G*
que correspondem aos vértices de G em cada componente conexa, e portanto uma das quais
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contém a face exterior e é ilimitada, e a outra é limitada). Logo B* é uma curva fechada
simples, e portanto um ciclo de G*.

A dltima conclusao parte do simples fato que E(G) = E(G*), e que ciclos e elos sao
geradores dos espacos de ciclos e cortes. O

e Este ultimo teorema ¢é interessantissimo. Fala que se G é planar, entao existe um grafo

Htal que E(G) =E&(H), e C(G) = B(H) e C(H) = B(G).

e A pergunta natural é: para quais outros grafos ainda é possivel encontrar um tal grafo
H?

e A resposta é nenhum. Este é o Teorema de Whitney de 1932.
e Nao iremos mostrar ele em detalhes, mas basicamente funciona assim:
— Primeiro note que sempre existe base de B(H) em que toda aresta pertence a no

maximo dois elementos da base. (Qual?)

— Dai significa que precisa haver base de C(G) em que cada elemento pertence a no
méaximo dois elementos. Chamamos uma dessas bases de base esparsa.

— Nota-se entdao que C(G — e) também tem base esparsa, para toda e. E facil ver
isso se e pertence a unico ciclo em base esparsa de (G, e nao tao imediato caso e
pertenca a dois. (mas mostre isso)

— Portanto basta agora mostrar que qualquer subdivisao do K5 ou do K33 nao
possuem bases esparsas. (por que basta fazer isso?)

— Equivalentemente, mostrar que K5 ou K33 nao possuem bases esparsas. (por
que?)

— Para o K35, uma base de C tem 6 elementos (por que?)

— Some todos os elementos, e depois encontre uma contradi¢cao considerando a soma
das cardinalidades dos 7 subsconjuntos de arestas.

— Para o K33 ¢ um argumento analogo, usando o fato que um ciclo precisa ter ao
menos 4 arestas.

e Agora vamos pensar a situacao em que ao invés de valores no Zs, queremos atribuir
valores em outro Zj; ou mesmo 7 ou R. Por ora vamos denotar por A este conjunto.

e O que seria o analogo a ideia de um ciclo?

As arestas agora precisam ter dire¢ao, pois se colocarmos um valor constante ao longo
de um ciclo, gostariamos que a soma resultante em cada vértice seja 0.

Uma circulacao em um grafo dirigido é uma atribuicao de valores para cada arco de
modo que, em todo vértice, a soma do que entra é igual a soma do que sai.
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e Ou seja, as circulacoes de um grafo dirigido correspondem aos vetores f € AZ(G) tais
que N - f =0, onde N é a matriz de incidéncia do grafo. Note que cada coluna de N
tem uma entrada igual a +1 (ponta do arco), uma a —1 (pé do arco), e 0 nas demais.
Quando A = Zs, note que +1 = —1, e portanto a definicao acima ainda corresponde
ao que estavamos fazendo antes.

e Ou seja, as A-circulacoes sao os elementos no nicleo de N.
e Um elemento do espaco de linhas N sao chamados de A-tensao.

e Se A = R, vocé pode imaginar que cada vértice é um né numa rede elétrica, e que a
fungao p : V(G) — R é um potencial. Dai pN vai mostrar a diferenca de potencial (ou
tensdo) em cada arco.

e Se o0 espaco vetorial fosse o Zs, as tensoes formam o espago de cortes, e as circulagoes
formam o espaco de ciclos.

e Lembre-se novamente dos grafos planares. Agora, estamos colocando direcao nos arcos.
Como fazer os duais?

e Convencionamos que o arco dual de cada arco sempre ird da sua esquerda para sua
direita.

e Nao teremos mais que o dual do dual é igual ao original, mas sim a sua versao com
diregoes invertidas (e, portanto, o dual do dual do dual do dual é o original).

o B possivel estender o Teorema 19.2 para grafos direcionados.

e Se f é funcao definida sobre os arcos de um grafo, existe uma funcao f* definida
naturalmente nos arcos do dual: basta fazer f*(e*) = f(e), para cada arco e € A(G).

Teorema 19.3. Seja G grafo planar direcionado. Entao f é uma A-circulagao em G se e
somente se f* é uma A-tensao em G*.

Demonstragcao. Seja M a matriz de incidéncia do grafo direcionado, e N a matriz de in-
cidéncia do seu dual (assuma que os arcos estao ordenados respeitando a dualidade natural
entre eles). Note que M -NT = 0 (justifique!). Assim, os elementos no espaco de linhas de N
(tensdes em G*) sao circulagoes em G. Por outro lado, suponha que f seja circulacao de G.
Defina um valor qualquer para um vértice de G* (face de G), e (usando uma arvore geradora
de G* enraizada neste vértice), defina os demais valores para os vértices de G* usando os
valores dados por f*. Suponha que um arco de G* (fora da arvore geradora usada) nao
concorde com os valores dos vértices. Junto com a arvore, ele forma um ciclo, e portanto f*
nao soma para 0 ao longo deste ciclo. Como este ciclo corresponde a um elo em G, temos
entao que f nao soma para 0 ao longo de um corte, uma contradi¢cao. Logo f* é tensao de

G*. O
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20 Coloracoes e circulacoes sobre Z e sobre Z;

Proposicao 20.1. Um grafo direcionado G sem pontes admite uma colora¢cao com k cores
se e somente se ele admite uma tensao com elementos em Zy, que € nao nula em todos os
arcos.

Demonstracao. Identifique cada cor com um elemento de Z, e verifique a equivaléncia da
tensao e da coloracao. O

Como consequéncia da proposicao acima e do Teorema 19.3, temos:

Teorema 20.2. Um grafo planar direcionado G pode ter suas faces coloridas com k cores se
e somente se ele admite uma circulagao em Zy, que € diferente de 0 em todas as arestas. []

e Se um grafo direcionado possui circulagao nunca-zero sobre Z,, é possivel inverter o
sentido de qualquer arco e ainda manter a existéncia de uma circulacao nunca-zero no
grafo resultante.

e Assim, a propriedade de possuir ou nao uma circulagao nunca-zero sobre o Z; depende
unicamente do grafo nao-direcionado obtido ao se apagar a direcao dos arcos.

e Note que o Teorema das 4 cores garante que todo grafo planar possui circulacao nunca-
zero sobre o Zy.

e A conversa nao ¢ verdadeira: ache uma circulacao nunca-zero sobre o Z, do Ks 3!

e Por outro lado, alguns grafos nao possuem circulagdo nunca-zero sobre o Z, (por
exemplo, o grafo de Petersen.. tente demonstrar isso!). Verifique também que o grafo
de Petersen possui circulagao nunca zero sobre o Zs.

e Seymour demonstrou que todos os grafos possuem circulagdo nunca-zero sobre o Zg
(mas nao mostraremos este fato).

e Nosso objetivo agora ¢é associar circulacao sobre o Z; com circulagoes sobre o Z.

e Uma circulagdo nunca-zero sobre Z em um grafo direcionado tal que |f(e)] < k —1
para todo arco e é chamada de um k-fluxo.

Teorema 20.3. Um grafo G possui um k-fluzo se e somente se possut uma circula¢ao nunca-
zero sobre o 7.

Demonstracao. Um lado é 6bvio: todo k-fluxo vira uma circulacao sobre o Zj olhando para
os inteiros como elementos em 7.

Suponha que G possui circulagao f nunca-zero sobre o Zy, seja D uma orientacao qual-
quer com esta circulagao definida. Encare os elementos f(e) como inteiros: agora a diferenca
entre o que entra e o que sai de cada vértice pode ser diferente de 0, porém sempre é, claro,
um multiplo de & (j& que era igual a 0 médulo k). Definimos o excesso de f como sendo

> 1fa, V) = f(V.a)l.

aeV(Q)
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Mostraremos que se 0 excesso nao é zero, entao é possivel definir nova circulacao f’ sobre o
7. de excesso menor que o da f.

Seja a tal que f(a,V)—f(V,a) > 0 (por que existe? some todos os vértices...), e considere
X os vértices de D que podem ser atingidos a partir de a por meio de caminhos direcionados.
Como

Zf(aav) - f(V,a) = f(XvX> - f(X>X) <0,
acX
segue que ha vértice em X com excesso negativo, digamos b.

Reverta a direcao das arestas de a para b, e troque o valor de cada arco neste caminho de
f(a) para k — f(a). Mantenha os demais valores iguais para os outros arcos do grafo. Note
que a fungao resultante ainda é um k-fluxo, porém o excesso do vértice a foi reduzido em £,
e o do vértice b aumentou em k. Como os valores originais nesses vértices eram multiplos de
k, segue que o excesso total foi reduzido em 2k unidades. O

e O menor k tal que G possui um k-fluxo é chamado de ntimero de fluxo do grafo, e é
denotado por ¢(G).

Exercicio 20.4. Mostre que um grafo admite um 2-fluxo se e somente se todos os
graus sao pares.

Exercicio 20.5. Mostre que um grafo ctibico (regular de grau 3) admite um 3-fluxo
se e somente se for bipartido.

e Os grafos K, com n impar admitem 2-fluxos. O K, possui ponte, e dai nao tem
qualquer fluxo. O K possui nimero de fluxo 4 (verifique!). Qualquer outro Kp,,
possui numero de fluxo 3.

e Todo grafo 4-aresta conexo possui um 4-fluxo. Um grafo tem um 4-fluxo se e somente
se for a uniao de dois subgrafos de grau par.

e Um grafo cibico possui um 4 fluxo se e somente se for 3-aresta colorivel (logo, o grafo
de Petersen tem nimero de fluxo 5).

e Tutte conjecturou que todo grafo sem pontes possui um 5-fluxo. Permanece em aberto.
Jaeger em 76 mostrou que todo ele possui um 8-fluxo, e Seymour melhorou para um
6-fluxo em 81.

e Tutte também conjecturou que todo grafo sem pontes que nao contém o grafo de
Petersen como menor possui um 4-fluxo. Note que esta conjectura implica o teorema
das 4 cores para grafos planares.

e Esta conjectura foi mostrada para grafos cubicos. Grafos cubicos sem 4-fluxos sao
chamados de snarks (equivalentemente, grafos ctibicos que nao sao aresta coloridos).

e Ja vimos antes que uma importante conjectura sobre dupla cobertura por ciclos se
reduz a ser mostrada para snarks: o mesmo é verdade para o teorema das 4 cores, e
também para a conjectura de 5-fluxos apresentada acima.

e Tutte também conjecturou que todo grafo sem um corte com exatamente 1 ou 3 arestas
tem um 3-fluxo.
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21 Matrizes e grafos, e indepedéncia linear

A matriz de incidéncia é extremamente importante para modelar estruturas em otimizacao
inteira aplicada a combinatéria. Neste contexto, tipicamente se interpreta ela como uma ma-
triz de ntimeros reais. Por exemplo, um vetor z € R" representa um conjunto independente
de vértices se z, € {0,1} e BTz < 1. Dai, procurar por conjuntos independentes pode ser
transformado no problema de procurar por certos vetores dentro de uma regiao delimitada
por hiperplanos no espaco real de dimensao n = V(G).

e Uma outra matriz bastante importante ¢ a matriz de adjacéncias.

e Dado grafo GG, definimos a matriz A(G), quadrada n x n, com entradas iguais a 0s e
1s, linhas e colunas indexadas por vértices, e tal que A,, = 1 se e somente se u e v sao
vizinhos.

e Note que A é simétrica, e tem 0s na diagonal (se o grafo nao contém loops, claro).
e Toda matriz simétrica é diagonalizavel, com autovalores reais.

e Este fato permite associar muitas informagoes combinatérias do grafo aos autovalores
da matriz.

Exercicio 21.1. Mostre que se G é um grafo k regular, entdo k é autovalor de A(G).
Explicite qual o seu autovetor correspondente.

Teorema 21.2 (Friendship Theorem). Suponha que G € um grafo simples finito, com n
vértices, em que cada par de vértices possui precisamente um unico vizinho em comum.
Entao existe um vértice em G que € adjacente a todos os outros.

e Vamos ver como demonstrar este teorema. A demonstragao tem duas partes: uma é
puramente combinatéria, a outra usa os autovalores de A(G).

e Antes de seguirmos, vou deixar como exercicio que vocé, assumindo que existe vértice
vizinho a todos no grafo G dado no teorema, descreva pra mim como ¢ o formato do
grafo, ou seja, caracterize o grafo.

e O teorema falha para grafos infinitos. Ache um exemplo?

e Para a demonstracao abaixo, usaremos a notacao I para matriz identidade, e J para
a matriz quadrada n X n em que todas as entradas sao iguais a 1.

Demonstracao do Teorema: A primeira parte, puramente combinatéria, dividirei em uma
sequéncia de exercicios. O objetivo desta parte é mostrar que qualquer contra-exemplo
para o teorema é um grafo regular. Seja portanto G um contra-exemplo — ou seja, G tem
a propriedade que qualquer par de vértices tem exatamente um vizinho, mas que nao ha
vértice vizinho de todos.

Exercicio 21.3. Argumente porque nao ha subgrafos em G isomorfos a Cy.
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Exercicio 21.4. Sejam u e v dois vértices, ndo vizinhos. Assuma que d(u) = k. Mostre
que d(v) > k. Por simetria, conclua que d(u) = d(v). (comece examinando os vizinhos em
comum, etc, e use o exercicio anterior).

Exercicio 21.5. Com exce¢ao do vizinho em comum de u e v, todo vértice do grafo é nao-
vizinho de ao menos u ou v. Use este fato e a hipdtese de que nao ha um vértice de grau
n — 1 para concluir que o grafo é regular.

Exercicio 21.6. Assuma que G é k-regular. Examinando a vizinhanca de u, conclua agora
quen =k*—k+1.

O restante da demonstracao agora usa os autovalores de A(G) para acharmos uma con-
tradigao. Assuma que G é k-regular, todo par de vértices possui unico vizinho, G nao tem
vértice vizinho a todos, e n = k* — k + 1.

Para cada uma das afirmagcoes abaixo, pare e procure compreender bem o motivo.

e Podemos assumir que k£ > 3.
e Note que A% = (k — 1)I + J.
e Os autovalores de J sao n com multiplicidade 1, e 0 com multiplicidade (n — 1).

e Os autovalores de A% sdo k — 1 +n = k? com multiplicidade 1, e (k — 1) com multi-
plicidade n — 1.

e A matriz A possui autovalores k (multiplicidade 1), vk — 1 (multiplicidade, digamos,
p) e —vk — 1 (multiplicidade ¢q). Note que p+ ¢ =mn — 1.

e Como tr A = 0, note também que k+rvk —1 —svk—1=0.

e Logo, Vk—1= ﬁ

e Note que este nimero é racional, e portanto precisa ser inteiro!

e Seja entdao vk — 1 =m € Z. Logo temos m(s —r) = k =m? + 1.

e Como m divide tanto m? como m? + 1, segue que m = 1, logo k = 2, contradicio.

O

Este teorema foi demonstrado em 1966 por Erdés, Rényi, Sés. A primeira demonstracao
puramente combinatéria, que nao faz uso de autovalores, s6 apareceu nos anos 2000.

Exercicio 21.7. Demonstre que o maior autovalor de A(G) é limitado superiormente pelo
maior grau de G.

e Apresentamos abaixo uma aplicacao interessante do uso de independéncia linear.

e Seja G = K,,. Uma decomposigao de E(K,,) é uma escolha de subconjuntos de arestas
disjuntas Fi, ..., Fy, tais que F} + ... + F}, = E(K,).
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e Estamos interessados em entender as decomposicoes de E(K,) em grafos bipartidos
completos. Por exemplo, é sempre possivel fazer com cépias de F(K3). Mas gos-
tarfamos de usar menos grafos. Por exemplo, é possivel fazer com cépias de K ; para
K =n—1,n—2,...,1 (fazer desenho!). Qual o niimero minimo de grafos bipartidos
completo necessério?

Teorema 21.8. Se Fi, ..., F}, é uma decomposicio de E(K,,) em grafos bipartidos completos,
entao k >n — 1.

Demonstragao. Para cada F;, seja X;,Y; a biparticao (note que X; UY; C V(G)). Sejam
Ay, ..., Ar matrizes n X n tais que as linhas indexadas por X; e as colunas por Y; formam
um bloco de 1s, e o resto 0. Note que A; + AT é a matriz de adjacéncias de F;. Logo, se
A= Zle A;, segue que

AK,)=J—-T=A+A".

Agora veja: A tem posto no maximo k, pois cada A; tem posto 1. Suponha que o posto
de A é menor ou igual que n — 2. Seja A’ matriz obtida a partir de A adicionando linha
somente de 1s. Logo o posto de A’ é no maximo n — 1. Ou seja, existe z # 0 tal que Az =0
e 172 = 0. Acharemos contradicao: por um lado,

eT (A4 ATz = (Az)T2 4+ 27 (Az) = 0.

Por outro,
2T (A+ ANz =27(J - Nz = —2" 1z < 0.
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22

Grafos perfeitos

Olhamos de novo para x(G) > w(G). Quando ocorre a igualdade?

Certamente é possivel construir exemplos chatos: pegue um grafo k-cromatico e adici-
one um bloco em algum lugar isomorfo a Kj.

Para evitar estes exemplos, podemos exigir que x(H) = w(H) para todo subgrafo
induzido de G. Tais grafos serao chamados de perfeitos.

Exemplos de grafos perfeitos: completos, bipartidos, grafos linha de grafos bipartidos,
grafos cordais, grafos de comparabilidade.

Exercicio 22.1. Mostre que os grafos linha de grafos bipartidos sao perfeitos.

Exercicio 22.2. Mostre que o complementar de um grafo bipartido é perfeito (dica:
use 0 Teorema de Konig).

Berge conjecturou em 1963 que um grafo é perfeito se e somente se o seu complemento
é perfeito. Hajnal fortaleceu esta conjectura, propondo que um grafo é perfeito se e
somente se, para todo subgrafo induzido H, tem-se |V (H)| < a(H)w(H). Ambos os
resultados foram demonstrados por Lovasz em 1972. Vamos contudo apresentar uma
elegantissima demonstracao de Gasparian.

Um grafo imperfeito ¢ minimalmente imperfeito se todos os seus subgrafos induzidos
sao perfeitos. Note que os ciclos impares sao minimalmente imperfeitos.

Lemma 22.3. Seja S um conjunto independente em um grafo minimalmente imperfeito G.
Entao w(G — S) = w(G).

Demonstracao. Temos, simplesmente

w(G = 8) Sw(G) < x(G) =1 < x(G = 8) =w(G - 9).

(Justifique cada desigualdade com cuidado!) O

Lemma 22.4. Seja G minimalmente imperfeito. Entio G contém o(G)w(G) + 1 conjuntos
independentes Sy, ..., Saw € a(G)w(G) + 1 cliques Cy, ..., Cy,, tais que

Cada vértice em G pertence a exatamente o conjuntos independentes da lista acima.
Cada clique C; contém precisamente w vértices.
C;NS; =0 para todo 0 < i < aw.

|C: N S| =1, para todo i # j.

(Na verdade, é possivel mostrar também que os conjuntos independentes terao a vértices
cada, e que cada vértice estd em w cliques, mas nao precisaremos desses fatos e isso tornaria
a demonstragdo um pouco mais dificil.)
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Demonstracao. Seja Sy conjunto independente de tamanho méximo, ou seja |Sy| = a. Seja
v € Sp. Note que G — v é perfeito, e portanto chi(G —v) = w(G — v) < w(G). Entao, para
cada v € Sy, é possivel particionar G —v em w(G) conjuntos independentes. Definimos entao
{S1, ..., Saw} como sendo a uniao de todas essas cole¢oes definidas para cada v € Sy. Note
que cada vértice vai pertencer a precisamente o conjuntos independentes da lista.

Pelo Lema 22.3 acima, temos que w(G — 5;) = w(G) para todo i, e portanto ha cliques
de tamanho méximo {Cy, ..., C,,} tais que C; N S; = 0.

Fixado um C}, cada vértice dele pertence a « conjuntos independentes da lista { Sy, ..., Saw },
e nao ¢ possivel que dois deles pertencam a um mesmo. Logo o tnico conjunto da lista que
tem intersecao vazia com o C; é o S;, para todo . O

Exercicio 22.5. Considere G = C7. Calcule w(G) e a(G). Construa as familias de cliques
e de conjuntos independentes, como no lema acima.

Este lema acima permite a elegantissima demonstracao do Teorema (Fraco) dos grafos
perfeitos.

Teorema 22.6 (Lovész - demonstracao de Gasparian). Um grafo G € perfeito se e somente
se, para todo subgrafo induzido H, tem-se |V (H)| < o(H)w(H)

Demonstracao. Note que se G é perfeito, entao um subgrafo induzido H possui uma coloragao
com w(H) cores, e portanto w(H)a(G) = x(H)a(H) > |V (H)|.

Para ver a implicacao dificil, vamos demonstrar que se um grafo G é imperfeito, entao
ele possui subgrafo induzido H tal que |V(H)| > a(H)w(H). Seja H o subgrafo induzido
minimalmente imperfeito de G. Seja a = «(H) e w = w(H). Pelo Lema 22.4, temos familias
{Coy...; Caw} € {S0, ..., Saw} de cliques e conjuntos independentes de H que satisfazem as
quatro propriedades do lema. Sejam X e Y matrizes cujas linhas sao indexadas pelos vértices
de H. As colunas de X sao indexadas pelos cliques Cj;, e as colunas de Y pelos conjuntos
independentes .S;. Uma entrada da matriz serd = 1 se o vértice da linha pertencer ao conjunto
da coluna, e sera = 0 caso contrario. Seja J uma matriz que contém todas as entradas iguais
a 1, de tamanho apropriado.

E consequencia do Lema 22.4 que

YIX =J-1.

Note que J — I tem determinante diferente de 0 (sua inversa é igual a (1/aw)J — I). Logo
o seu posto é cheio, e portanto igual a 1 + aw. Assim, nao ha vetor v # 0 tal que Xv = 0,
ou tal que Yv = 0. Mas essas matrizes tem |V (H)| linhas, logo elas tem no maximo |V (H)|
colunas. Assim

\V(H)| > w(H)a(H) + 1.
(é possivel mostrar que, de fato, a igualdade vale.. mas nao precisamos disso). O

Corolario 22.7 (Teorema Fraco dos Grafos Perfeitos). Um grafo G € perfeito se e somente
se o seu complemento G também é perfeito. U

Exercicio 22.8. Explique por que o corolario acima segue do Teorema 22.6. Justifique
também como o coroldrio acima implica o Teorema 22.6 imediatamente.
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e Em 2002, Chudnosky, Robertson, Seymour e Thomas mostraram a conjectura de Berge,
hoje conhecida como Teorema Forte dos Grafos Perfeitos: os tnicos grafos minimal-
mente imperfeitos sao os ciclos impares de tamanho > 5 e os seus complementos.

e Assim, é possivel caracterizar grafos perfeitos como aqueles que nao possuem subgrafos
induzidos iguais a C,, ou C,, para n impar e n > 5. A demonstragao deste resultado
toma 150 paginas.

e Chudnovsky, Cornuéjols, Liu, Seymour, e Vuskovi¢ demonstraram pouco depois um
algoritmo em tempo polinomial que determina se um grafo é perfeito ou nao.

e Usando importante ferramenta de otimizacao conhecida como otimizacao semidefinida
(uma espécie de generalizagao de programagcao linear), é possivel calcular y(G) para
grafos perfeitos em tempo polinomial.

Exercicio 22.9. Mostre que os ciclos impares com pelo menos 5 e seus complementos sao
minimalmente imperfeitos.
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23 Grafos extremais

e Qual o minimo nimero de arestas que garante que um grafo com n vértices satisfaz
uma certa propriedade? Ou equivalentemente, qual o maximo nimero de arestas que
nao implica certa propriedade?

e Por exemplo, com n — 1 arestas nao implicam a existéncia de um ciclo, mas n arestas
garantidamente implicam um ciclo no grafo.

Exercicio 23.1. Qual o maximo nimero de arestas em um grafo sem triangulos?

Dica: escreva ) ;e poldeg(a) + deg(b)] de duas formas diferentes: uma explora o fato
que nao ha triangulos, e a outra como uma soma de quadrados onde vocé pode entao usar
Cauchy-Schwarz.

Descreva uma familia de grafos sem triangulos que satisfaz a desigualdade com igualdade.

e Dado grafo F, denotamos por ex(n, F) o maior nimero de arestas possivel em um
grafo G com n vértices que nao possui F' como subgrafo. Tal grafo G é chamado de
extremal para F.

e Note que ser extremal nao é a mesma coisa que ser maximal.

Exercicio 23.2. Descreva grafos maximais com a propriedade de nao terem triangulos
que possuem exatamente 2(n — 2) arestas, ao invés de ex(n, K3).

e O exercicio acima motiva a pergunta: quem é ex(n, K,.), onde K, sao os grafos com-
pletos com r vértices?

e Seja T}, o grafo k-partido com n vértices, onde as classes tem tamanho mais balanceado
possivel.

e Sen =22ek =06, quais os tamanhos das classes?

Lemma 23.3. Entre todos os grafos k-partidos com n vértices, Ty, € exatamente aquele que
possut mais arestas.

Demonstracao. Bem, basta mostrar que a diferenca de tamanho entre duas classes nao pode
ser maior que 1. Se fosse, olhe pras duas, e passe um vértice da maior para menor. O ntimero
de arestas entre elas aumenta, e o nimero de arestas entre o resto do grafo e elas permanece
0 mesmo.... ]

Teorema 23.4 (Turdn). Temos que ex(n, K,) = |E(T,_1,)|. Ademais, se G nao copia de
K, e tem ex(n, K,) arestas, entao G € isomorfo a um T,_q,,.

Demonstracao. Tendo em vista o lema acima, basta mostrar que se G' tem o maximo nimero
de arestas e nao tem K,, entdo G é (r — 1)-partido.

Assuma que nao seja. Entao hé trés vértices vy, 12 e = tais que y; ~ o, € £ nao é vizinho
de nenhum dos dois. Como podemos aumentar o nimero de arestas sem mudar o nimero
de vértices e sem criar triangulos? Bem,
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e Se deg(z) < deg(y1), entao remova z, crie copia de y;, e a faga vizinha aos vizinhos de
y1. Mesmo se deg(z) < deg(yz).

e Se deg(x) > deg(y1),deg(y2), entdo remova ambos os y e crie duas copias de z, vizinhas
a todos os os vizinhos de x. Note que neste caso o nimero de arestas aumenta em 1
unidade.

]

Exercicio 23.5. Demonstragao alternativa do Teorema de Turdn: por indugao em r. (a)
veja o caso base. (b) comece com vértice de grau A(G) e ache limite para o nimero de
arestas na sua vizinhanga por indugao. (c) mostre que o resto do grafo tem no méximo
A(n — A) arestas. (d) mostre que com igualdade, o grafo resultante é multipartido.

Exercicio 23.6. Procure extrair da demonstracao acima um algoritmo eficiente para en-
contrar cliques K, em grafos que tenham pelo menos ex(n, K,.) arestas, ou para decidir que
trata-se de um grafo de Turén.

Exercicio 23.7 (Desafio!). Considere n pontos no plano cuja distancia maxima entre qual-
quer par deles é 1. Qual a maxima quantidade possivel de pares dos pontos que estao a
distancia maior que 1/v/2 ? Dica: defina um grafo, mostre que ndo tem K, neste grafo...

e Ok, temos a solugao para ex(n, K,.). E se trocarmos o K, por outras familias de grafos?
e Que tal ex(n,Cy)? Que tal ex(n, Py)?

e Um grafo é Hamiltoniano se possui um ciclo contendo todos os vértices (chamado de
ciclo Hamiltoniano).

Teorema 23.8. Seja G conero, n > 3, e seja k tal que para quaisquer dois vértices nao
vizinhos x e y temos deg(x) + deg(y) > k. Se k = n, entao G tem ciclo Hamiltoniano. Se
k < n, entdo G tem caminho de comprimento k e ciclo de comprimento pelo menos (k+2)/2.

Demonstracao. Assuma que G nao é Hamiltoniano, seja x1,...,xy 0 maior caminho em G.
Note que se x; ~ x4, entao ¢ < n, mas entao haveria outro vértice no grafo fora do caminho,
e seria possivel construir caminho maior usando este ciclo (explique como). Dai concluimos
que z; » x; (e que ndao ha ciclo de tamanho ¢ em (). Com isso, note que nao ha par de
vértices z; e x;41 tais que x; ~ x;41 e x; ~ xy. Com isso, segue que k < {—1<n-—1
(verifique os detalhes).

Note que se k = n, entao temos uma contradicao, e portanto G é Hamiltoniano. Se
k < n, temos que ¢ > k + 1.

Por fim, pegando aquele dentre x; e 2, que tenha grau pelo menos [k/2], encontramos o
ciclo desejado dentro do caminho. O

e Se k =n/2, o Teorema acima é devido a Dirac, de 1952.

Corolario 23.9. Para r > 2, temos que ex(n, P,) = %n Os grafos extremais sao pre-
cisamente aqueles desconexos cujas componentes conexas sao grafos completos de ordem
aproximada a K,_1.
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Demonstracao. Por inducao em n. Sen < r — 1, acabou. Assuma n > r. Se GG é desconexo,
aplicamos inducao. Se GG é conexo, note que nao possui K,_1, e, pelo teorema acima, precisa
ter vértice  de grau no méximo (r — 2)/2. Como G — z nao ¢ extremal, segue que

r—2 r—2 r—2
1) =
Ty )=

[E(G)| < deg(z) + [E(G — 2)| < n.

OJ

Teorema 23.10 (Erdds-Gallai). Para r > 3, e assuma que G tem ordem n e todo ciclo tem
tamanho no mdximo r — 1. Entio |E(G)| < (r —1)(n — 1)/2. Um grafo € extremal se e
somente se € conexo, e seus blocos sao grafos completos de ordem r — 1.

Demonstracao. Por inducao, fixando r, variando n. Se algum vértice de G tem grau no
maximo (r — 1)/2, ent@o removemos ele e aplicamos indugao. Entao assumimos que todo
vértice tem grau pelo menos r/2. Note que o Teorema 23.8 garante apenas ciclos de com-
primento (r + 2)/2. Vamos melhorar isso substancialmente. Sabemos que hd caminho de
comprimento pelo menos r. Seja P = (xy, ..., z,) um maior caminho, e dentre as possibilida-
des, escolha aquela em que o grau do primeiro vértice é o maior possivel. Assuma que nao
ha aresta em G que possa ser adicionada a este caminho formando ciclo de comprimento r.

Exercicio 23.11. (a) Mostre que o vizinho de cada vértice em W esta P.

(b) Seja W = {z;_1 : x; ~ x1}. Mostre que o grau de todo vértice em W é menor ou igual
ao de z;.

(c) Mostre que todo vizinho z; € P de um vértice em W é tal que k <r — 1.

(d) Mostre que ap6s a remogao de W, o grafo resultante ainda tem (r — 1)(n — 1 — |W])/2
arestas.

(e) Conclua a demonstragao do Teorema por indugao.

OJ

Exercicio 23.12. Um clube de truco tem uma regra especial: quatro membros podem jogar
juntos apenas se dois deles nao tiverem formado um par antes. Em um dia, 14 membros
aparecem, e cada um deles ja fez parceria com outros cinco. Trés partidas sao disputadas
e entao eles param de jogar, por causa da regra do clube. Quando eles vao ir embora, um
novo membro, desconhecido de todos, chega. Mostre que pelo menos mais um jogo pode ser
jogado agora.

Exercicio 23.13. Uma cidade plana e redonda de seis quilometros de raio é patrulhada por
18 carros de policia, que se comunicam por radio. Se o alcance de um radio for de nove
quilometros, mostre que, a qualquer momento, sempre ha pelo menos dois carros em que
cada um deles pode se comunicar com pelo menos outros cinco carros.

Exercicio 23.14. Um grafo G é majorado por um grafo H se eles tem o mesmo nimero
de vértices, e se as sequéncias de graus ordenadas de ambos os grafos, quando comparadas,
resultam que o k-ésimo grau de H é > que o k-ésimo grau de G.
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(a) Seja G grafo sem cépia de K,.. Mostre que G é majorado por um grafo completo (r —1)-
partido.

(b) Conclua demonstrando o Teorema de Turén.
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24 Teoria de Ramsey

e Nesta se¢ao, continuamos com perguntas do tipo: quao grande um grafo precisa ser

para satisfazer uma certa propriedade?

e Agora, a propriedade sera conter um grafo OU outro.

e Imagine que vocé tem um Kg, e que vocé vai pintar as arestas de azul ou vermelho
(arestas incidentes podem ter mesmo cor). Serd que é possivel fazer isso sem criar um

triangulo monocromatico?

e Traduzimos esta pergunta para: existe algum grafo com 6 vértices que nao contenha o

K3 ou o K3 como subgrafo?

e Definimos r(k,¢) como o menor nimero tal que qualquer grafo com r(k,¢) vértices

possui ou um clique com k vértices, ou um conjunto independente com ¢ vértices.

e Note trivialmente que r(k, () = r(¢, k).

Exercicio 24.1. Calcule os valores de r(1,¢), r(k, 1), r(2,¢) e r(k,2).

e O problema fundamental desta drea de teoria dos grafos ¢ calcular os valores de r(k, ¢).

Como vimos acima, 7(3,3) < 6, e nao é dificil mostrar a igualdade.

Values / known bounding ranges for Ramsey numbers R(r, s) (sequence A212954 in the OEIS)

, 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 8
6 9 14 18 23 28
18 25(10] 36-41 49-61 5914184
43-48 58-87 80-143 101-216

102-165 | 115/'%-298 | 134!'4l 495
205-540 | 219-1031
282-1870

© O N o g s W N

-
o

(fonte: wikipedia)

9
36
73-115

133-316

183-780
252-1713
329-3583
565-6588

10

]
10
40-42
92-149
14941442
204-1171
292-2826
343-6090
581-12677
798-23556

Joel Spencer relatou que uma vez Erdds teria pedido para que imagindssemos que uma forga
alienigena, muito mais poderosa do que nds, pousou na Terra e exigiu o valor de r(5,5) ou
eles destruiriam nosso planeta. Nesse caso, ele afirma, deveriamos organizar todos os

nossos computadores e todos 0os nossos matemdaticos e tentar encontrar o valor. Mas

suponha, em vez disso, que eles pecam r(6,6). Nesse caso, Erdds teria dito que deveriamos

tentar destruir os alienigenas.

Teorema 24.2. Os nimeros r(k, () estio bem definidos (em particular, sao finitos).

69



Gabriel Coutinho Teoria dos grafos

Demonstragao. Sejam k > 2 e £ > 2. Considere um grafo G com n = r(k, £ —1)+r(k—1,¢)
vértices, e seja v € V(G). Note que ou v é nao vizinho a pelo menos r(k,¢ — 1) vértices
(e nesta nao vizinhanga, portanto, ou ha clique de tamanho k ou conjunto independente
de tamanho ¢ — 1), ou v é vizinho a pelo menos r(k — 1,¢) vértices (onde entao héa clique
de tamanho k£ — 1 ou conjunto independente de tamanho ¢). Dai é facil concluir que no
grafo G ou ha clique de tamanho k& ou conjunto independente de tamanho ¢, e portanto
r(k,0) <r(k,l—1)+r(k—110). O

Exercicio 24.3. Desenhe um grafo com 8 vértices que nao contém um K3 e nao contém um
conjunto independente de tamanho 4. Vocé conseguiria fazer um com 13 vértices sem K3 e
sem Ky 7

k+4-2

Pl ) (faga indugao

Exercicio 24.4. Usando o Teorema acima, demonstre que r(k, /) < (
em k+ /).
e Note que como consequéncia do resultado acima, verificamos que r(k, k) é no méximo
22k72‘

e Veremos logo mais que r(k, k) é pelo menos 2¥/2, mas esta serd uma demonstracdo nio
construtiva.

e Uma generalizagao interessante do Teorema da Ramsey usa a interpretagao como co-
loragao de arestas do K, s6 que ao invés de duas cores, permite k cores (lembre-se que
nestas coloragoes nao hé problema duas arestas incidentes receberem a mesma cor).

e Definimos 7y (s, ..., $x) como o menor inteiro n tal que qualquer coloracao das arestas
do K,, com as cores 1,2, ..., k vai conter um K, de cor ¢, para algum 7.

Exercicio 24.5. Tente demonstrar que r(3,3,3) < 17.

e O exercicio acima e a figura abaixo garantem que r(3,3,3) = 17. O outro tinico valor
nao-trivial conhecido para nimero de Ramsey multi-cores é r(3,3,4) = 30.
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Exercicio 24.6.

(a) Demonstre que, para todo k, s1, ..., Sg > 2, tem-se

T (51, s Sk) < Tt [51, oy Sk—2, T(Sk-1, Sk)]-

(ao contrario do que parece, este exercicio é facil... comece imaginando o que acontece
em uma coloracao com k cores das arestas do K, onde n = ry_; [51, ceey Sk—2, T (Sk_1, sk)],
e imagine que as duas ultimas cores sao temporariamente consideradas iguais...)

(b) Demonstre também que

Irk<817 ) Sk) S Tk(sl - 17827 "'78k) + /rk(81782 - 17 "'7Sk)"'
+ (st ysp—1) —k+2,

e que portanto
(s14 ... + sp)!

re(s1+ 1,8+ 1) <
sl e8!
Exercicio 24.7.

(a) Particione o conjunto {1, 2,3, ...,12, 13} em trés partes, de modo que em nenhuma delas
existam numeros a, b, ¢ tais que a + b = ¢. Tente fazer o mesmo no conjunto {1, ..., 14}.

(b) Demonstre que para todo n, existem um nimero 7 tal que qualquer parti¢ao em n partes
do conjunto {1,...,r} vai conter trés nimeros a, b, ¢ tais que a + b = c.

e Por fim, é possivel generalizar a ideia de nimero de Ramsey para outros grafos que
nao sejam completos.

e Sejam G e H grafos. O numero grafico de Ramsey r(G, H) é o menor n tal que
qualquer bi-coloragao (azul-vermelha) das arestas do K, ird conter uma cépia mono-
cromatica azul do G ou uma cépia monocromética vermelha do H como subgrafos (nao
necessariamente induzidos, claro).

e Note trivialmente que r(G, H) < r(|V(G)|, |V (G)]).

Exercicio 24.8.
(a) Seja G = K, 5 e H= K;;. Mostre que r(G,H) < s+ t.

(b) Seja G uma colegao com ¢ copias do Ky, ¢ > 1, e seja H = K,,, p > 2. Demonstre que
r(G,H)=20+p—2.

e E tipicamente possivel usar informacoes particulares de um grafo para obter cons-
trucgoes que limitam os nimeros de Ramsey inferiormente.

Lemma 24.9. Sejam G e H grafos, com H conexo, com n vértices. FEntao

r(G,H) > (x(G) —1)(n—1) + 1.
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Demonstracao. Seja M = (x(G) — 1)(n — 1). Considere o grafo completo K, vértices, e
particione ele em classes C;, cada uma com n — 1 vértices, e pinte as arestas dentro de
cada classe de vermelha. Pinte as arestas cruzando as classes de azul. Note que nao ha
copia vermelha do H porque cada classe tem n — 1 vértices e H é conexo, e nao ha copia
azul do G porque ela significaria uma partigao dos vértices de G em x(G) — 1 conjuntos
independentes. O

Teorema 24.10. Seja T}, uma drvore qualquer com m vértices. Entao
r(Kn,Tn)=(m—1)(n—1)+ 1.

Demonstragao. Pelo lema anterior, temos a desigualdade em uma direcao. Seja agora M =
(m —1)(n — 1) + 1. Vamos mostrar por indu¢do que qualquer bi-coloracao das arestas do
K tem copia azul do K, ou vermelha do 7,.

(i) Para os casos base, note que 7(K,,Ty) = n, e que (K3, T,,) = m (afinal o grafo K, ;
nao contém uma certa arvore com m vértices...).

(ii) Assuma que o resultado vale para (n — 1,m) e (n,m — 1).

(iii) Seja z folha de T, vizinha de y, e seja T" = T,, — x. Note que qualquer bi-coloracao
azul-vermelha das arestas do K, conterd K, azul ou T” vermelha. Se é K, azul,
acabou. Se é T" vermelha, note que o complementar dos vértices que aparecem na 7"’
tem tamanho M — (m — 1) = (n —2)(m — 1) 4+ 1, que portanto ird conter ou um K,
azul ou uma T;, vermelha. Ora, no segundo caso, acabou. Se for o primeiro caso, entao
note que todas as arestas ligando y a essa copia azul do K,,_; forem azuis, teremos o
nosso K, azul, e se alguma for vermelha, ela adjunta da 7" d4 uma cépia vermelha da
T

]
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25 Meétodo probabilistico

e Vamos comecar demonstrando um resultado, e depois vamos formalizar um pouco o
método.

e E estranhamente interessante que este limitante inferior para r(k,k) seja absoluta-
mente nao construtivel, e que os limitantes inferiores construtiveis conhecidos sejam
imensamente mais fracos do que este.

Teorema 25.1. Para todo k, temos r(k, k) > 2F/2,

Demonstracao. Assumimos k > 3. Seja G, o conjunto de todos os grafos em um conjunto
fixado de n vértices. Seja A o subconjunto daqueles que possuem uma clique com k vértices.
Seja M = (}). Note que |G,| = 2. Se tirarmos um grafo aleatoriamente com probabilidade
uniforme do G,,, qual a chance que ele contenha uma clique de tamanho k7

Como ha (Z) possiveis cliques, e fixando uma o restante das arestas é livre, temos que

Se n < 2¥/2 entdo esta probabilidade é menor que 1/2 (faca as contas). Ou seja, se n < 2F/2,
menos da metade dos grafos em G, tem uma clique de tamanho k, e por complementaridade,
menos da metade tem um conjunto independente de tamanho k. Logo ha pelo menos um
grafo que nao contém ambos, e dai segue o teorema. O

e E justo argumentar que nao foi necessario falar de probabilidades no resultado acima:
bastava contar. Veremos contudo alguns exemplos em que conceitos de probabilidades
serao extremamente 1teis para mostrar resultados em grafos.

e Tipicamente, nosso espago serd o conjunto de todos os grafos (incluindo desconexos)
em um conjunto fixo com n vértices, denotado por G,.

e A probabilidade de cada grafo serd determinada de alguma forma (tipicamente 1til aos
N0SS0s Propositos).

e Por exemplo, poderiamos dar probabilidade uniforme para cada grafo, ou seja, se
M = (g), entdo cada grafo com probabilidade 1/2¥. Nao muito interessante.

e Podemos também determinar que cada possivel aresta no conjunto de n vértices sera
escolhida para compor o grafo de forma independente das demais, e com probabilidade
fixada p. Assim, um grafo qualquer com m arestas tera probabilidade exatamente igual
a p™(1 — p)M=m. Este espago de probabilidade é denotado por G, ,.

e Qual a probabilidade que um grafo no Gs, seja conexo?

e Qualquer subconjunto A de G, é um evento. A probabilidade de um evento é a soma
das probabilidades dos elementos la contidos.

e Dois eventos A e B sdo dependentes se p(AN B) = p(A)p(B).
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e Seja A o evento “ser conexo”, e B o evento “ser bipartido”. Estes eventos sao inde-
pendentes no Gs ,,?

Introduzimos mais conceitos.

e Uma variavel aleatéria em um espaco de probabilidade é uma fun¢ao que manda cada
elemento do espaco amostral em um nimero real.

e Para cada subconjunto A do espaco definimos a variavel aleatéria indicadora X 4, tal
que X4(s) =1se s e A, e =0 caso contrario.

e De modo converso, dada uma variavel X e um nimero real ¢, definimos o evento [X = ]
(que é um subconjunto do espago) como

(X =t]={s: X(s) =t}.

Exercicio 25.2. Seja G € G, 1/2. Para um subconjunto S dos vértices, seja A(S) o evento
em que S ¢ independente. Mostra que se S e T" sao subconjuntos distintos com k elementos
cada, entao A(S) e A(T') sdo independentes se e somente se [SNT| < 1.

Exercicio 25.3. Seja V um conjunto com n vértices. Considere o espaco de probabilidades
em que os elementos sao todas as possiveis k-coloragoes (V1, Vs, ..., Vi) de V| em que todas as
coloragoes sendo equiprovaveis (cada com probabilidade £~"). Considere uma k-coloracao
aleatdria dos vértices de um grafo simples G. Para uma aresta e de G, seja A(e) o evento
em que as duas extremidades de e recebem a mesma cor. Mostre que:

(a) para quaisquer duas arestas e e f de G, os eventos A(e) e A(f) sdo independentes,

(b) se e, f e g sao as trés arestas de um triangulo de G, os eventos A(e), A(f) e A(g) sao
dependentes.
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26 Valor esperado

Dada uma varidvel aleatéria X definida em um espago de probabilidade (2, p), o valor
esperado desta variavel é

E(X) =) X(s)p(s).

SEN

Dadas duas varidveis aleatérias X e Y, e um numero 7, define-se (X + 7Y)(s) =
X(s) +7Y(s). Com isso, vale que

E(X+7Y)=EX)+~E(Y).

O seguinte fato é bastante ttil: p([X > E(X)]) > 0, ou seja, sempre existe elemento
s € Q tal que X (s) > E(X).

e Vamos observar abaixo trés fatos demonstrados fazendo uso do valor esperado.

e Um torneio é uma escolha de direcao para cada aresta do grafo completo K.

Teorema 26.1. Para todo n > 1, existe um torneito em n vértices que possui pelo menos
n12==Y caminhos Hamiltonianos direcionados.

Demonstracao. Nosso espago amostral serd {2 = conjunto de todos os torneios em n vértices,
e nosso espaco de probabilidades serda construido atribuindo probabilidade uniforme para
cada um deles, ou seja, p(T) = 1/2%"""2 para todo torneio T. Vamos agora definir uma
variavel aleatéria que identifica a existéncia de caminhos Hamiltonianos direcionados: para
cada permutacao o, ou seja, para cada sequencia dos niimeros de 1 a n, definimos

1 se para todo i temos que o(i)o(i + 1) é arco de T,

0 caso contrario.

Xo(T) = {

Seja X =) X,. Note entao que X (7" conta a quantidade de caminhos Hamiltonianos em

T. Temos entao 1

E(X) = zJ:E(XJ) =nl- on—1°

e portanto p([X > n!2==1]) > 0. O

e O nimero de cruzamento de um grafo G é o menor nimero possivel de cruzamentos
de arestas em um desenho planar de G, denotado por cr(G). Note que cr(K33) =
cr(Ks) = 1.

e B imediato notar que cr(G) > |E(G)| — 3|V(G)|, uma vez que |E(G)| < 3|V(G)| -6
para grafos planares, com igualdade se e somente se o grafo é uma triangulacao do
plano (e portanto maximalmente planar).

e Infelizmente a historia do estudo do ntmero de cruzamento de um grafo envolve um
capitulo triste da Histéria:
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e Durante a Sequnda Guerra Mundial, o matemdtico Pdl Turdn foi forcado a trabalhar
em uma fabrica, empurrando vagoes carregados de tijolos saidos de fornos para locais
de armazenamento. A fdbrica tinha trilhos de cada forno para cada local de armaze-
namento, e os vagoes eram mais dificeis de empurrar nos pontos onde os trilhos se
cruzavam. Turdn se inspirou nesta situacao para se perguntar como a fabrica poderia
ser redesenhada para minimizar o numero de cruzamentos entre essas vias, ou Seja,
qual o valor de cr(K, ).

e Este nimero (exposto em funcao de n e m) ainda nao é conhecido até hoje.

Teorema 26.2. Seja G grafo com m = |E| e n = |V|, e tal que m > 4n. Entdo

Demonstracao. Imagine que comecamos com o grafo G' e um desenho planar 6timo dele.

Nosso espago amostral serd o conjunto de todos os subgrafos induzidos de G, e um vértice
serd escolhido para o subgrafo com uma probabilidade p. Considere as varidveis aleatérias
X, Y e Z que contam respectivamente os numeros de vértices, arestas e cruzamentos no
subdesenho de GG determinado pelo subgrafo induzido. Temos que

Z >Y —3X, eportanto E(Z) > E(Y) — 3E(X).
Por outro lado, temos
E(X)=pn E(Y)=p'm E(Z)=p'a(G),

onde a tultima igualdade segue do fato que cruzamento do desenho original vai sobreviver
no desenho do subgrafo se e somente se os quatro vértices envolvidos forem selecionados.
Assim, conclui-se que

p*cr(G) > p*m — 3pn,

e o resultado segue escolhendo p = 4n/m (que é a escolha Gtima). O

Exercicio 26.3. Seja (G grafo, e considere como espago amostral os subgrafos induzidos de
G, em que cada vértice é escolhido com probabilidade p. Considere variaveis aleatérias X
e Y que contam numero de vértices e arestas, respectivamente. Se F' é subgrafo induzido,
mostre que a(F) > X(F) — Y(F). Escolhendo um valor de p apropriado, conclua que
a(G) > n?/4m, desde que m > n/2.

e Agora, uma aplicagao para contar ciclos (e que sera 1til logo mais).
e Em um grafo aleatério no G, ,,, quantos ciclos de comprimento k, com k > 3, teremos?

e Comegamos notando que han-(n—1)-...- (n—k+1) =n!/(n — k)! sequéncias de k
vértices escolhidos dentre um universo de n vértices.

e Cada possivel ciclo é identificado por 2k dessas sequéncias (o k vem dos possiveis
vértices para ser o primeiro, e o 2 da direc¢ao escolhida...).
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e Logo, hd n!/[(n — k)!2k] ciclos com k vértices possiveis num conjunto de n vértices.

Lemma 26.4. O nimero esperado de ciclos de comprimento k em um grafo G no G, €
[pEnl]/[(n — k)12k].

Demonstracao. Para cada possivel ciclo C' de comprimento k, seja X¢ a variavel indicadora
da presenca dele no grafo G. Seja X =, X¢. Logo

n!

E(X) = ZE(XC) = pkm

e Por ultimo, uma aplicacao para contar conjuntos independentes.

Exercicio 26.5. Mostre que para qualquer ¢ inteiro, com 2 <t < n, teremos, no G, ,, que

p([a(G) > 1]) < <7z> (1-p)&),

Dica: defina variavel aleatéria X que conta nimero de conjuntos independentes de tamanho

exatamente ¢. Decomponha como soma de varidveis indicadoras. Mostre que E(X) >
p([X = 1]).
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27 Uma aplicacao notavel

e Da mesma forma que usamos o fato que p([X > E(X)]) > 0, é bastante 1til pode
quantificar um pouco este fenéomeno.

e Como em todos os exemplos a variavel X esta contando coisas, vamos assumir que
X > 0. Dai, é natural esperar que se F(X) é pequeno, entao X nao pode ser grande
para muitos grafos.

Lemma 27.1 (Desigualdade de Markov). Seja X > 0 varidvel aleatoria no G, ,, e a > 0.

Entao
FE

—~

X)

a

p(X = d]) <

Demonstracao. Basta notar que

EX) =Y p@X(@) = Y p(G)-a=p(X >d)-a
G

G:X(G)>a

O

e Como consequéncia da desigualdade de Markov, imagine que fixamos p e estamos
olhando para G, , com n crescendo. Se E(X,) — 0 a medida que n — oo, entao
p([Xn, =0]) = 1 com n — oc.

Exercicio 27.2. Mostre que escolhendo p = n= (%9, o grafo G € Gnp com n grande serd
com alta probabilidade livre de triangulos.

Dica: Seja X a variavel aleatdria que conta o nimero de triangulos em G € G,,,,. Use o
ultimo resultado da aula passada e a desigualdade de Markov.

e Na Secao 16, discutimos que ha grafos que localmente nao aparentam precisar de
muitas cores, mas que de fato precisam. Apresentamos inclusive uma construcao de
grafos sem triangulos mas com y(G) arbitrariamente grande.

e Falamos que de fato é possivel estender este resultado para mostrar que ha grafos de
cintura alta e nimero cromatico alto:

Teorema 27.3 (Erdés 1959). Para todo k e todo g, existe grafo G com cintura > g e
numero cromatico > k.

e Vamos agora usar o método probabilistico para verificar que esses grafos existem.

e Idealmente, conseguiriamos mostrar que existe uma probabilidade p tal que um grafo
aleatério do G, , provavelmente nao teria ciclos pequenos e provavelmente nao teria
conjuntos independentes grandes.

e Note que ambas as coisas apontam que p deveria ser ao mesmo tempo pequena e grande.
Infelizmente nao existe p tal que p([g(G) < g]) < 1/2 e p([a(G) > n/k]) < 1/2.
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e Estendendo um pouco o exercicio acima, precisamos que p = n~ (79 para ndo ter
ciclos pequenos, mas isso também implica que nao teremos ciclos quaisquer, e portanto
a>n/2.

e Como resolver o problema? Bem, fixaremos p maior que n~!, mas nao tanto, modo que

nao tenhamos conjunto independentes grandes mas que tenhamos apenas poucos ciclos
pequenos. Destruiremos eles removendo vértices, e ainda teremos um grafo grande o su-
ficiente para que um nimero de independéncia pequeno implique um ntmero cromatico
alto.

Lemma 27.4. Seja k inteiro positivo. Suponha que p(n) > 6k@ Entao, no Gy pn), temos
que, a medida que n — 00,

n

a(G) > —

p([a(G) = o

Demonstracao. Escolhemos t = [n/2k], e, aplicando o Exercicio 26.5, temos

1) = 0.

pia@) = 1) < ()=o)

e portanto, como (?) <n'e (l—p)<eP segue que

p(la(G) = %]) < (e Pt-1/2)t

Usando que pt > 3log(n), da hipdtese, segue entao que

(nefp(tfl)/Q)t S n - n73/2 . 61/2,

e isso — 0 a medida que n — oo. O

n

Lemma 27.5. Seja g > 3, e p(n) = 75, onde 0 < s < g—1. Seja X a varidvel aleatoria
que conta quantos ciclos hd em G de tamanho < g. Entdo, no G, ,n), a medida que n — oo,

temos que
p([X >n/2]) — 0.

Demonstrac¢ao. Como vimos no Lemam 26.4, o nimero esperado de ciclos de comprimento
k em um grafo G no G, , é [p"n!]/[(n — k)!2k]. Logo

1
< 6n3p3(1 +np+ ...+ (np)??),

e portanto, para n grande,
E(X) < (np)™t = n*l0=D = i,

para € =1 —s(g — 1). Portanto E(X)/n — 0 com n — 0o, e pela desigualdade de Markov,
isso implica que
pl(X >n/2)] = 0 a medida que n — 0.
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Teorema 27.6 (Erdés 1959). Para todo k e todo g, existe grafo G com cintura > g e nimero
cromatico > k.

Demonstracao. Seja p(n) =n®/n, com s = 1/2(g — 1). Escolhemos n grande o suficiente tal
que

e n°/n > 6klog(n)/n.
o p([a(G) > n/2K]) < 1/2.
e p(|G tenha > n/2 ciclos de comprimento < g]) < 1/2.

Entao existe G no G, ) com tais propriedades. Remova um vértice de cada ciclo de com-
primento < g. Sobra um grafo H com cintura > g, no minimo n/2 vértices, e cujo maior
conjunto independente tem tamanho no maximo n/2k. Logo o nimero cromdtico de H é
pelo menos k. O

Exercicio 27.7.

1. Prove que todo grafo com n vértices e m arestas possui um subgrafo bipartido que
possui pelo menos m/2 arestas.

2. (desafio) Se G tem nimero cromdtico k, prove que ha subgrafo bipartido com pelo

menos
m 1

258 +1

)

arestas.
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