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Parte 1

12 unidade

Onde falaremos sobre curvas parametrizadas, integrais de linha
e o teorema de Green



Capitulo 1

Curvas parametrizadas

1.1 Introducao

Nosso ambiente de estudo podera ser os espacos R? ou R3. Nosso interesse inicial é descrever curvas
nestes espagos, e para tal vamos introduzir a idéia de curva parametrizada.

Definicao 1.1. Uma curva parametrizada em R? é uma funcio continua definida num intervalo I dos
nimeros reais. Ou seja, o : I — R? que associa a cada nimero no intervalo a um ponto no plano.
Sera comum representarmos da forma a seguir:

a(t) = (x(t),y(t))

A motivacdo de introduzir essa definicio para falarmos de curvas no R? é que nem todas as curvas
podem ser expressas como o grafico de uma funcao f: R — R. Por exemplo, nao existe funcao desta
forma cuja o gréafico seja uma circunferéncia. No maximo podemos expressar uma semi-circunferéncia

fazendo f(t) = V1 — t? (no caso, o raio seria 1).

Exemplo 1.1. Por outro lado, a circunferéncia de raio 1 pode ser representada como uma curva
parametrizada da seguinte formas:
a(t) = (cos(t),sen(t))

onde t € [0,27], ou seja, o : [0,27] — R2. Para se convencer disto, basta pensarmos no circulo
trigonométrico, que é um circulo e as coordenadas dos pontos sdo exatamente o seno e o cosseno do
Angulo (no caso, 0 nosso parametro t).

Note que neste exemplo, z(t) = cos(t) e y(t) = sen(t). 0

Talvez seja interessante imaginarmos uma curva parametrizada como um ponto descrevendo uma
trajetéria no plano. Mesmo que trajetéria seja o circulo unitario, existem diversas como um ponto
pode percorré-la: velocidade baixa, alta, constante ou variavel, acelerando e depois desacelerando, etc.
Esta forma de percorrer é dada pela parametrizacao. Isto nos sugere que diferentes parametrizagoes
podem ter a mesma curva como imagem.

Exemplo 1.2. A curva (t) = (cos(2t),sen(2t)) com ¢ € [0, 7] é exatamente o circulo unitario, mas é
como se a velocidade tivesse sido duas vezes maior. E ainda, (cos(#?),sen(t?)), com t € [0,1/27] é a
mesma curva, mas ¢ como se a velocidade fosse aumentando a medida que ¢ cresce. Futuramente, ao
falarmos de derivada, vamos quantificar esta nocao de velocidade. -

Estender os comentarios acima para o espaco R? é facil.



Definicao 1.2. Uma curva parametrizada em R?® é uma funcdo continua o : I — R? que associa
a cada numero no intervalo I C R a um ponto no espago. Serd comum representarmos da forma a
seguir:

a(t) = (z(t),y(t), 2(t))

Exemplo 1.3. Consideramos a seguinte curva

~(t) = (cos(t),sen(t),t)

onde t € [0,27]. Qual o formato desta curva? Para responder perguntas deste tipo, o mais interessante
¢ eliminarmos uma coordenada de modo que ela se torne mais familiar. Por exemplo, se nao existisse
a ultima, seria exatamente o circulo do exemplo anterior. Significa que onde quer que ela esteja no
espago, sua projecao no plano serd o circulo unitario, ou seja, esta curva localiza-se no cilindro reto
sobre este circulo.

Ocorre que a medida que o parametro ¢ aumenta, de 0 a 27, as duas primeiras coordenadas fazem
os pontos da curva descrevem uma trajetoria circular, ao passo que a ultima coordenada faz os pontos
“subirem”. Ou seja, teremos um formato helicoidal - a curva serd uma hélice! 0

Exemplo 1.4. Qual uma curva parametrizada que representa a intersecio entre o cilindro 224y = 1
e o plano y + z = 2 ? Ora, chamando = = z(t), y = y(t) e z = z(t), temos que:

z(t)? +y(t)? =1

O conjuntos de todos os pontos que satisfazem tal equacao é justamente xz(t) = cos(t) e y(t) = sen(t),
com t € [0, 27]. Agora:

y(t) + z(t) = 2 = sen(t) + 2(t) = 2 = 2(t) = 2 — sen(t)
Portanto nossa curva sera:

a(t) = (cos(t),sen(t),2 — sen(t)) com t € [0, 27] -
Exemplo 1.5. Este exemplo é um exercicio. Qual uma curva parametrizada que representa a in-
tersecdo entre o paraboldide y = 22 + 2% com o plano z = z ??

(1) Encare estas varidveis como as fungoes x(t),y(t), z(t). (2) O que vocé pode dizer facilmente
sobre z(t) e z(t)? (3) Arbitrariamente, decida que alguma destas fungdes serd simplesmente = t.
Quais parecem uma boa escolha? (4) Substitua na expressao para y(t).

Vocé seria capaz de desenhar esta curva? Tendo chamado x(t) de t2, terfamos obtido a mesma
curva? E se fosse t37 0

Citamos que uma curva parametrizada deve ser uma funcao continua. De fato, para que isto
ocorra, é necessario e suficiente que cada fungao coordenada seja continua. A proposi¢ao a seguir
esclarece este fato:

Proposicao 1.1. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada tal que a(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Entdo:

lim a(t) = (lim 2(¢), lim y(t), lim 2(t))

O]

Se cada componente é continua, teremos que:

(Jim (), Jim y(0), Jim 2(1)) = (2(t0), y(to), 2(t0))

t—to t—to

Logo lim;_,¢, o(t) que é exatamente a primeira parte serd igual a a(to), que é segunda parte, garantindo
que a curva é continua.



1.2 A derivada de uma curva

A pergunta natural a se fazer em um curso de calculo logo que uma estrutura é definida é: e a sua
derivada?
Sem dificuldades, temos que:

Proposigao 1.2. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada tal que a(t) = (z(t),y(t), 2(t)). Entdo:

valendo o resultado andlogo para R2.

Demonstracao. Por defini¢ao de derivada, temos que:

Mas o lado direito é exatamente:

(x(t+ At), y(t + At), z(t + At)) — (z(t), y(t), 2(t))

AI?EO At =
iy @AY — (), y(t+ AL — y(t), 2(t+ At) — 2(1)
At—0 At

Colocando o At para dentro das coordenadas, teremos:

lim <a:(t + At) —z(t) y(t+At) —y(t) z(t+ At) — z(t))

At—0 At ’ At ) At
(o EEEAY - x(t)7 oy VAL — y(t)7 iy 2+ AL — (1)
At—0 At At—0 At Ai—0 At

Que finalmente é:
(@'(8),y' (), 2'(t))

como queriamos.

O]

Esperamos que a demonstracao acima nao tenha parecido longa e técnica - na verdade ela sé é
macante. O leitor atento pode observar que trata-se apenas de operagoes simples com vetores, e de
uma aplicagdo da Proposigao 1 sobre limite de fungbes vetoriais.

Exemplo 1.6. A derivada da curva a(t) = (cos(t),sen(t)) é:

a/(t) = (—sen(t), cos(t)) -

A cada ponto de uma curva estd associado um vetor derivada. Se imaginarmos uma curva parame-
trizada como um ponto descrevendo uma trajetéria no espaco, este vetor sera exatamente a tangente
da curva naquele ponto - fisicamente, o tamanho do vetor é exatamente a velocidade do ponto, pois o
tamanho do vetor da a idéia de com qual intensidade a particula estd se movendo para a direcao do
vetor.



Exemplo 1.7. A derivada da curva a(t) = (cos(2t),sen(2t)) é:

o/ (t) = (—2sen(2t), 2 cos(2t))

Logo ||/ ()|| = ||(—2sen(t),2cos(t))|| = 2+/cos?(2t) + sen?(2t) = 2 Ou seja, a particula estaria des-

crevendo com velocidade 2 o circulo unitario. No exemplo anterior, qual era a velocidade?! 0

Exemplo 1.8. Este exemplo é um exercicio. Consideremos a hélice no R3:
B(t) = (cos(t),sen(t),t*) com t € [0, 27]

Qual o vetor tangente a curva em t = w7 Qual a funcdo que determina a velocidade do ponto
percorrendo a curva? Qual a velocidade do ponto em ¢t = 277

(1) Faca a derivada da curva. (2) Substitua ¢ = 7 para saber o vetor tangente. (3) Calcule a
norma do vetor derivada - esta serd a fungao que dard a velocidade. (4) Substitua ¢t = 2.

O

1.2.1 Curva (parametrizagao) regular

Definicao 1.3. Dizemos que uma curva (parametrizacao) é regular se sua derivada nunca é o vetor
nulo, ou seja, se o/ (t) # 0 para todo t € I, onde este zero representa o vetor nulo.

Note que quando uma curva nao é regular, em algum ponto a derivada se anula. Fisicamente, é
como se a particula parasse em sua trajetoria. Ao retomar o movimento, ela pode alterar drasticamente
a direcao, gerando uma espécie de bico no formato da curva. Observe:

Exemplo 1.9. A curva a(t) = (t3,1?) é tal que o/(¢) = (3t2,2t). Quando t = 0, temos &'(0) = (0,0).
Desenhe esta curva e constate que existe um bico na origem. Para sabermos analiticamente se a curva
formara um bico, o ideal é escrevermos uma componente (y(t)) em termos da outra: se z(t) = t3,
entdo t = ¢/z. Como y(t) = t2, teremos:

y = 22/
Derivando, teremos:
d 2
dr 3

que nao é definida se z = 0! Isso nos indica que nao hé tangente possivel para a curva - sendo o caso
de existir um bico.

O]

1.2.2 Reparametrizagao

Vamos atentar para um fato que ja foi discutido anteriormente. Consideramos uma curva parametri-
zada por o : I — R3. Agora considere que existe um intervalo .J e uma funcéo ¢ : J — I. Definimos

B(s) por:

Tal 8 é uma reparametrizacao da curva.

Exemplo 1.10. Lembre-se de quando consideramos a curva a(t) = (cos(t),sen(t)), t € [0,27], e
mostramos que [(s) = (cos(2s),sen(2s)), s € [0, 7], era exatamente a mesma curva. Ora, nosso ¢

neste caso € tal que ¢ : [0, 7] — [0, 27] sendo p(t) = 2t. .

10



Observe que se

entao temos que:
B'(s) = ¢'(s) - o/ (0(s))

Desta forma, ¢’(s) determina a relacao entre as derivadas. Se for positiva, a reparametriza¢ao ocorre
sem alterar o sentido da trajetéria. Se for negativo, os sentidos serao opostos.

Exemplo 1.11. Este exemplo é um exercicio. Considere a parametrizacao do trecho de parabola:
aft) = (t,t?), com t € [-2,2]
E a reparametrizacao do mesmo trecho:
B(s) = (—4s,165%)

Determine ¢ (incluindo os intervalos) e decida se houve altera¢ao no sentido.
(1) Em quem o parametro ¢ foi mandado? (2) Qual a derivada desta funcao? (3) Para que a
imagem fique entre —2 e 2, o dominio tem que ser qual intervalo? (4) Qual o sinal da derivada?

Esta subsecao estabelece de vez que uma mesma curva pode ter varias parametrizacoes. Preferire-
mos entao nos referirmos a parametrizacao quando estivermos falando da funcao, e de curva quando
estivermos falando da imagem.

1.3 O comprimento de uma curva

Nosso objetivo nesta segao serd calcular o comprimento de um arco (trecho) de uma curva parametri-
zada.

Exemplo 1.12. Consideremos a parametrizacio da hélice « : [0,27] — R3 com:
a(t) = (cos(t),sen(t),t)

Suponha que uma particula se move por esta trajetoria. O significado fisico do intervalo sobre o qual
« estd definido é de tempo, e nés sabemos calcular a velocidade, sera:

o/ (8)]] = II(sen(t), cos(t), DI| = y/ (—sen(t))? + (cos(t))? +12 = V2

Opa, a velocidade é constante! Nos sabemos o tempo. Alguma idéia de qual foi o espago? A fisica
nos diz que comprimento da curva, que denotaremos por L, sera:

L = velocidade - tempo = 2v/27 -

Tudo seria perfeito se a velocidade fosse sempre constante. Ocorre que nem sempre ¢ facil acharmos
uma parametrizagao cuja velocidade seja constante. Por exemplo, qual o comprimento do arco de
pardbola parametrizado por a(t) = (t,t2) com t € [0,1] ? A velocidade serd ||o/(t)|| = V1 + 4t2, que
infelizmente nao é constante.

Ora, o produto tempo vezes velocidade nada mais é do que a soma da velocidade por ela mesma
tantas unidades quanto for o tempo. Se a velocidade da particula na pardbola fosse constante em cada
unidade de tempo, bastaria calcular o comprimento de cada parte e depois somar. O problema é que

11



a velocidade varia a cada minimo instante. Entdo poderiamos pegar um valor médio da velocidade
em cada unidade de tempo e fazermos esta conta - obteriamos um valor aproximado.

Para melhorar a aproximacao, poderiamos dividir o tempo em décimos de uma unidade, pegando o
valor médio da velocidade em cada décimo, calculando cada comprimento percorrido, e depois somando
tudo. Mas este ainda nao seria o valor exato.

O leitor perspicaz ja deveria ter antevisto onde vamos chegar. O que estamos sugerindo € iterar
infinitas vezes uma soma de valores sobre particbes cada vez menores de um intervalo - ou seja:
integrar!

Em matematica, a integracao serve justamente para interpretarmos os casos em que queremos
fazer uma soma (infinita) de uma grandeza que varia continuamente de acordo com outra. Motivados
por esta discussao, e sem mais delongas, teremos que:

Teorema 1.1. Dada uma parametrizacio a : [a,b] — R? de uma curva em R3, temos que o compri-
mento da curva serd dado por:
b
— [l ar
a

O leitor ja deveria esta bastante convencido deste resultado, mas apresentaremos um esboco da
demonstracao formal por questoes de completude - e para que fique claro que as idéias matematicas
nao dependem a priori de conceitos fisicos.

Demonstragao. Consideremos a partigao do intervalo [a, b] em {a = tg, t2, ..., t, = b}. Seja P; = a(t;).
Observe agora que a poligonal que liga os pontos P; é uma aproximacao da curva. O tamanho da
curva sera aproximadamente
n
> P — Pyl
j=1

Vamos agora fazer essa soma tomando uma particdo infinita. Se a particao for infinita, teremos que
tj —tj—1 = At — 0. Neste caso:

Pl - o (gl s S=len)

lim
At—0 At At—0

Concluindo que:
P;j—Pj_1=d(t;)- Atse A —0

Entao finalmente:

hm ZHP P4 = hm ZHa ti)l|

Mas esta é exatamente a deﬁmgao de integral. Logo:

b
- / o/ (8)]] at
a ]

Exemplo 1.13. Qual o comprimento da catendria dada por y = cosh(z) no intervalo x € [0,2] ?
Comegamos parametrizando a curva, fazendo x(t) = t. Logo:

a(t) = (t,cosh(t)) com t € [0, 2]
Dai teremos que:

o/ (t) = (1,senh(t)) = ||/ (t)|| = \/1 + senh?(t)

12



Lembrando que a identidade trigonométrica hiperbélica fundamental diz que cosh?(t) = 1 + senh?(#),
teremos que:

[lo/(#)|] = cosh(t)
Logo

2 2 2 -2
L= / cosh(t) dt = senh(t)] = ———
0 0 2 ]
Exemplo 1.14. Este exemplo é um exercicio.
Exiba uma integral que determina perimetro da elipse que passa pelos pontos (2,0), (0,1), (—2,0)
e (0,-1).
(1) Que tal desenhar a elipse? (2) Qual a equagao cartesiana que esta elipse satisfaz? Comece

determinando o a e o b e lembre-se que a equacao é i—; + z—j = 1. (3) Qual o conjunto de todos
os pontos que satisfazem uma soma de quadrados igual a 1?7 Isso mesmo, chame @ = cos(t) e
@ = sen(t). (4) Escreva a parametrizagdo. Qual é o intervalo? O mesmo de sempre, afinal estamos

dando uma volta. (5) Calcule a derivada da parametrizacdo. (6) Calcule a funcao da velocidade. (7)

Exiba a integral. Vocé seria capaz de calcular esta integral? 0

Alguém questionador poderia estar pensando: o comprimento de uma curva sé depende da curva
e nao depende da parametrizacao - mas para calculd-lo nés utilizamos uma parametrizagao especifica
a!l A proposicao a seguir vai convencé-lo de vez que esta dependéncia é apenas aparente.

Proposicao 1.3. O comprimento de uma curva nao depende da parametrizagao.

Demonstragao. Consideramos duas parametrizacdes de uma curva qualquer, o : [a,b] — R3 e
B:e,d] — R3, sendo ¢ : [¢,d] — [a, b] como j& haviamos definido. Suponhamos que ¢’(s) > 0 sempre,
o caso oposto é analogo. Nés vamos mostrar que:

b d
/|a’<t>|\dt=/ 18'(s)]] s

d d
J 15l as= [l ¢'ts) as

Agora chamamos t = ¢(s). Vamos aplicar o Teorema de Mudanca de Varidveis para integrais. Pela
regra pratica, fazemos:

Para tal, observe que:

Notando também a = ¢(c) e b = ¢(d), teremos:

d
[l e as= [~ ol ar

exatamente como queriamos.

13



1.3.1 Reparametrizacao pelo comprimento do arco

Nem sempre serd possivel, mas as vezes é interessante reparametrizarmos uma curva de modo que a
velocidade da particula seja sempre 1, ou seja, dado um «(t), acharmos um f3(s) = a(¢(s)) de modo
que ||B'(s)|| = 1. Significa dizer que o comprimento do arco no instante ¢ em « serd exatamente igual
a variacao do tempo (parametro s). Por isto tal parametrizacao serd chamada de parametrizagao pelo
comprimento de arco. Queremos dizer que:

s=u(t) = [ llo)] au

Tal relacdo nos permite mandar o intervalo [a,b] do parametro ¢t no intervalo [0, L] do parametro s
por meio da funcao v (t). Mas para acharmos a §(s), precisamos da ¢(s), que tem exatamente a a¢ao
oposta, ou seja, ¢ a inversa de 1 (t).

Como calcular 1(t)? Ora, se ||/(t)|| possuir uma primitiva entdo o Teorema Fundamental do
Calculo nos garante que 1 (t) serd exatamente esta primitiva.

Para comprovar que este procedimento de fato ird gerar uma parametrizacao de velocidade 1, note

que:
= e e toen | — O
1851 = #'(5) -l (o)l = T

Mas 9(t) é uma primitiva de ||o/(t)|| - sua derivada é exatamente ||o/(¢)||. Logo:

el _ ol
J0 )]

Exemplo 1.15. Vamos reparametrizar a hélice dada por «a(t) = (cos(t),sen(t),t) pelo comprimento
de arco.

Comegamos fazendo o/ (t) = (—sen(t),cos(t),1). Dai teremos que: ||c/(t)|| = /2. Calculamos
entao:

18 ()l

Y(t) = ||/ (8)]] dat :/\/idt: V2t

—_—
fat [la’(u)|| du pelo TFC

A inversa desta funcao é:
s

p(s) = 7

Logo a parametrizacao por comprimento de arco da hélice sera:

0= (o () () 0 D
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1.4 Exercicios

Questao 1.1. Parametrize os segmentos ligando os pares de pontos a seguir.
(a) (0,1) e (1,2) (b) (1,2,3) e (4,1,7) (c) (0,0,0) e (~1,3,8)

Dica: O segmento ligando os pontos P e @ é dado por «(t) = P+ ¢(Q — P) com t variando em algum
intervalo (qual?!).

Questao 1.2. Parametrize as curvas descritas abaixo.

2

(a) As duas curvas da intersecdo entre o cone z? = 2% + 2 e o plano x = 1.

3

(b) Intersecdo entre a superficie 23 = 22 4+ 4% e o plano z = y + 1.

(c) Intersecdo do paraboléide hiperbédlico z = 22 — 32 e a esfera 22 4+ 42 + 22 = 1 (desenho da bola
de ténis). Dica: lembre-se das coordenadas esféricas....

Questao 1.3. Um disco circular de raio 1 no plano xy localizado sobre o ponto (0,0) no instante
t = 0 gira sem escorregar para a direita. Parametrize a curva descrita pelo ponto do disco localizado
sobre (0,0) a medida que o disco gira (esta curva chama-se cicldide). Dicas: (1) Faga um desenho (2)
Lembre-se que os movimentos horizontal e vertical sao independentes.

Questao 1.4. (1) Ache a derivada das curvas parametrizadas a seguir.

(a) a(t) = (t,£%) (b) B(t) = (cos(t), e’ — 1,2) (c) y(t) = (t3,sen(t) + 1,1)

onde t € [—1,1]. (2) Determine os vetores tangentes a cada uma dessas curvas quando t = 1. (3)
Alguma destas parametrizacoes nao é regular?

Questao 1.5. Ache uma parametrizacio da reta tangente & curva B(t) = (1 + 2v/t,t3 — ¢,t3 +t) no
ponto (3,0,2).

Questao 1.6. Considere que uma particula se move através da hipérbole seguindo a parametrizagao
convencional (¢,v/t?> — 1). Determine a velocidade desta particula no instante t.

Questao 1.7. Considere a curva parametrizada por a(t) = (cos(t), cos?(t)) com t € [0,7]. (a) Esta
parametrizacao é regular? (b) Existe um bico? (c) Que curva é esta? (d) Esta curva é regular?
(e) Caso positivo, exiba uma parametrizagao regular desta curva. (f) Qual a funcdo ¢ usada para
reparametrizar?

Questao 1.8. Demonstre que a reta tangente a circunferéncia é sempre ortogonal ao raio. Dica:
A férmula para a derivada do produto (escalar, no caso de vetores) também vale para curvas! A
proposito, demonstre este fato também.

Questao 1.9. Calcule o comprimento das curvas a seguir.
(a) a(t) = (2,12, 53)  (b) B(H) = (1L, 5) (c) 7(t) = (V2 t,else )
Todas com ¢ € [0, 1].

Questao 1.10. Considere a curva a(t) = (e~*/2cos(t),e "/sen(t)) com t € [0,00). (1) Esboce o
tragado desta curva, mostrando que ela se aproxima da origem quando t — oo. (2) Mostre que
o/ (t) — (0,0) quanto t — oo. (3) Calcule o limite do comprimento da curva quando ¢ — oo,
concluindo que apesar de infinita, a curva tem comprimento finito.
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Questao 1.11. Lembra-se da curva dada por (¢2,43) ? Reparametrize-a por comprimento de arco.
Obviamente vocé nem se preocupou com o fato que esta curva nao era regular - mas olhe agora para
o seu parametro de comprimento de arco e decida se ele pode estar definido no ponto ¢ = 0...

Questao 1.12. Reparametrize a parabola por comprimento de arco. Dica: Em alguma integral
que aparecer, chame 2t = tan(f) e resolva-a por substitui¢do (vocé também poderia fazer usando o
ArcSenh). Foi possivel inverter a func¢ao obtida?

Questao 1.13. Reparametrize a curva

2 2t
= =1,
() <t2+1 ’t2+1>

com respeito ao comprimento de arco medido a partir do ponto (1,0) na direcdo de um ¢ crescente.
Expresse a reparametrizacao na forma mais simples. O que pode-se concluir a respeito da curva?
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Capitulo 2

Integrais de linha e campos vetoriais

Até o presente momento, ao longo do estudo do célculo integral, sé nos dedicamos a definir integrais
de funcoes reais sobre regioes de mesmo dimensao que o espago ambiente. Ou seja, tinhamos integrais
de funcdes reais de 1 varidvel sobre R, integrais de funcoes reais de 2 varidveis sobre R? e integrais de
funcoes reais de 3 varidveis sobre R3.

Neste capitulo, estaremos interessados em definir integrais diferentes. O primeiro tipo se pretende
a calcular a integral de uma funcgao real definida sobre a curva. Ja o segundo tipo dependeréd da nogao
de campo vetorial, e pretendera calcular a integral deste campo ao longo da curva.

2.1 Integrais de linha por comprimento de arco

O primeiro tipo de integral que definiremos sao as integrais de linha por comprimento de arco. O
objetivo é generalizar as observagoes feitas acerca de como se calcula o comprimento de curvas.

Consideramos uma parametrizacdo o : I — R3?. No espaco em que a imagem (curva) estiver
definida, consideramos uma funcdo real f : R?> — R. Estaremos interessados em calcular a integral
desta funcao ao longo da curva. Para tal, lembramos da motivacao do conceito de integral: calcular a
soma dos valores de uma funcao sobre um espaco considerando uniformemente a dimensao do espaco.
Em outras palavras, é como se estivéssemos somando o valor médio da funcao em intervalos regulares
de distancia, e fizéssemos os limites dos comprimentos desses intervalos tenderem a zero.

A parametrizacao é arbitrdria, mas sabemos que o componente ||o/(t)|| “uniformiza”a integral - é
o parametro comprimento de arco. Sem mais delongas, definimos:

Definicao 2.1. Seja o : I — R? uma parametrizacio e f :  — R uma funcio definida num conjunto
Q C R? que contenha a curva. A integral de linha de f sobre ac com respeito ao comprimento de arco
sera:

b
/ fas= / Fla()lo ()] at

Observe que se por algum motivo a curva estiver parametrizada por comprimento de arco, entao
[|/(t)|] = 1 e é como se simplesmente estivéssemos calculando a integral sobre um intervalo da reta
de mesmo comprimento que a curva.

Exemplo 2.1. Vamos calcular a integral da funcdo f(x,y) = 2% + 2y? ao longo da circunferéncia
unitaria a(t) = (cos(t),sen(t)) com ¢ € [0, 27]. Como sempre, temos:

e/ ()] =1
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Entao aplicamos nossa definigao de integral:

27 27
= COS 2 Sen 2 = Ssen 2 = OTT
/afds_/o (cos(t)? + 2sen(t)?) at /0 (1+sen(t)?) dt = 3 ]

Exemplo 2.2. Vamos calcular a integral da funcio f(z,y,2) = 2% + y?® + 22 ao longo da hélice
distendida a(t) = (2cos(t), 2sen(t),t?) com t € [0, 1]. Primeiro fazemos:

o/ (t) = (—2sen(t), 2 cos(t),2t) = ||/ (t)|| = 21 + 2

Entao aplicamos nossa definicao de integral:

/ fds= /1 [(2cos(t))? + (2sen(t))® + (¢7)*] - 2V/ 1+ 2 dt = 2 /2ﬂ(4 + V1412 at
a 0 0

Qualquer pessoa nota facilmente que o resultado sera

1

1
— (t 1+12 (93 +2¢% +8t") + 99ArcSenh(t))
0

24

- i (V2 (103) + 99ArcSenn(1)) -

Exemplo 2.3. Exemplo exercicio.

A massa de um objeto é a sua densidade calculada ao longo de sua dimensao. Se pensarmos num
fio muito fino como algo unidimensional, poderemos calcular sua massa fazendo a integral de uma
funcdo densidade ao longo da curva descrita por ele. Por exemplo, consideramos o fio «(t) = (¢,t,t)
com t € [0,2] e 0(x,y, z) = zyz a densidade linear do fio. Qual a sua massa?

Basta (1) calcular [|&/(t)]| (2) montar a integral (3) resolvé-la. .

2.2 Integrais de linha sobre campos vetoriais

Motivados pelo conceito fisico de trabalho, vamos mostrar como integrar um campo de vetores (em
geral do R?) ao longo de uma curva no espaco ambiente. A partir de agora introduziremos o termo
suave para nos referirmos a curvas com derivada continua.

Felizmente estas integrais podem ser facilmente tratadas se o campo de vetores satisfizer uma
determinada condigao, através de um resultado andlogo ao Teorema Fundamental do Calculo. Ao
longo do texto, £ representard um conjunto do R? ou do R?, mas as idéias se generalizam para o R™.
Sem mais delongas:

2.2.1 Trabalho

Vamos iniciar motivando a defini¢ao de integral de linha:

Seja F': © — R? uma campo de forcas, ou seja, uma funcio que associa a cada ponto de € um
vetor, e consideremos uma particula cuja trajetéria é descrita por uma curva 7 : [a,b] — . Se o
campo for constante, se a trajetéria for um segmento reto, e se o sentido do campo for o mesmo da
trajetdria, entao o trabalho 7 realizado por F é dado por

7= [[F][|lr(b) = ~(a)]
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Note que se a forga nao atuasse no mesmo sentido, e que o angulo entre os sentido fosse 6, fariamos
simplesmente:

7 = [|FI|-lly(6) = v(a)]]. cos(8) = (F\ (v(b) —(a))) = F - (y(b) — 7(a))

Suponhamos agora que F' e 7 sejam quaisquer, com F' continuo e vy suave. Para calcularmos
o trabalho, fazemos como sempre. Consideramos uma partigao de [a,b] chamada P definida por
a =1ty <ty <..<ty,=>, onde o maior At; =t; — t;_1 é suficientemente pequeno. E razodvel entio
esperar que a soma:

ZF(V(tz’—l)) (v(ts) = v(ti-1))
i—1

seja uma boa aproximacao para 7. Quanto menor for max At;, melhor serd a aproximacao. Agora
lembre-se que:

o (t) = y(tia)
lim WY g
Atl,-—>0 At; v (ti)

Logo a medida que max At; diminuir, teremos a aproximacao.

Y(ti) = (tio1) = A (tic1) Aty

Logo temos que:
n

A Y F((tion) - (7 (tim1) At

i=1
Como F(y(t)) - v/(t) é continua, logo integrdvel, teremos que:
n

b
dim, DS FGtea)) ()80 = / F(y(t)) /(1) at

Isto motiva nossa definicao.

2.2.2 Integral de linha sobre um campo

Seja F : Q — R? um campo vetorial continuo. Seja v : [a,b] — € uma curva suave. Definimos a
integral de linha de F' sobre v como sendo:

A Fay = / ' Py (0) /(1) a

E conveniente termos em mente que tal integral independe da parametrizacao escolhida, basta que
se tome o cuidado de reparametrizar conservando a mesma orientacao. Isto é consequéncia imediata
do teorema de mudanca de varidveis em integrais.

Exemplo 2.4. Vamos integrar F(x,y) = (—y? 22) em ~(t) = (t?,t), como t variando de 0 a 1.

Simplesmente:
1 1
3
/F dy :/ (—t%,tY) - (2t,1) at :/ th—2t? at = ——
'y 0 0 10
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Exemplo 2.5. Vamos fazer a integral do campo F(z,y,z) = (22 + y?, 1,2 + y + z) na curva y(t) =
(cos(t),sen(t),0), com 0 < ¢ < 7. Teremos que:

/F dy = /W(c0s2(t) +sen®(t), 1, cos(t) 4+ sen(t) + 0) - (—sen(t), cos(t),0) dt =
¥ 0

= /7r —sen(t) + cos(t) dt = —2
0

Em particular, se a pergunta fosse qual o trabalho realizado por uma forca descrita por F' em uma
particula que percorresse o semi-circulo, terlfamos obtido -2 como resposta. =

Uma classe de campos vetoriais merece destaque por se relacionar intimamente com as integrais
de linha sobre si préprios. Sao campos que aparecem naturalmente em problemas da fisica, e que
felizmente possuem um tratamento muito razodvel.

2.2.3 Campos Conservativos

Comegamos introduzindo uma definicao a qual recorreremos ao longo do texto a seguir.

Definigao 2.2. Dada uma funcio real definida em um conjunto Q C R3, ie ¢ : @ — R, o gradiente
desta fungao denotado por V é definido por:

Op Op O
Vo (2% 0% O¢
oxr Oy’ 0z
Também poderemos denotar a derivada parcial como na seguinte forma:

Vo = (g, 0y, ¢2)

Um campo vetorial F':  — R3 é dito um campo conservativo (ou gradiente) se existe ¢ : 2 — R
diferencidvel tal que
Vo =F em ()
Se tal ¢ existe, ela é chamada de fungao gradiente ou potencial do campo.

Exemplo 2.6. F' : R? — R? definida por F(z,y,z) = (2,2y,22) é conservativo, uma vez que a
funcdo ¢ : R* — R definida por o(z,y, z) = 22 + 3% + 22 é tal que Vo = F em todo R3. ]

Casos classicos na fisica de campos conservativos sao aqueles originados pelas forcas gravitacional
e elétrica, sendo as fungoes potenciais o que costumamos chamar de potencial gravitacional ou elétrico.
Abaixo, apresentamos uma condicao mecessdria para que um campo seja conservativo.

Proposigao 2.1. Seja F : Q — R? tal que F(z,y,2) = (P(w,y,z),Q(w,y,z),R(m,y,z)). Se F é
conservativo e suave, entao
oP 0Q 0P OR 0Q OR
dy Oz’ dz  dx’ 9z Iy
Demonstracao. Se F' é conservativo, entao existe ¢ : 2 — R tal que Vi = F. Logo temos que
0z =P, o, =Q e ¢, =R em Q. Pelo Teorema de Schwarz:
0% B 0%
oxdy  Oydx

Dal, por exemplo para x e y, temos:

e também para x,z e y, 2

or _ Py _ Pv _0Q
Oy  0xdy Oydxr Oz
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De fato, esta condicao geralmente é suficiente, mas falha no caso em que existe uma singularidade
no conjunto sobre o qual f estd definida. Com efeito:

Exemplo 2.7. Seja F : R? — R? tal que

oF, y? — 2 oF,

Yy, ~ .
Temos = = , e de fato ¢(x,y) = arctan = é uma fung¢ado potencial em quase todo
9 W R oa p(z,y) . Gao p q
ponto, mas nao estd definida em = = 0, logo nao serve para F.

O
Esta proposicdo nos induz & definir um operador sobre campos vetoriais do R3.

Definigao 2.3. O rotacional rot de um campo em R? dado por F(z,y, z) = (P(:L’, v, 2),Q(x,y, 2), R(x,y, z))
onde P,Q e R sao funcoes reais, é definido por:

rotF:(aR 9Q AP AR 9Q ap)

dy 0z 0z Ox dxr Oy

Em particular, vimos na proposicio que para um campo em R? ser conservativo é necessario (mas
nao suficiente) que seu rotacional seja o campo nulo.

Uma maneira mnemonica de se lembrar deste operador é calculando um determinante na matriz
a seguir:

e ERN
Q&=
= §le =)

Como achar uma funcao potencial para um campo?

Com os exemplos a seguir, espera-se que seja possivel compreender uma estratégia para achar uma
funcao potencial para um campo dado.

Exemplo 2.8. Dado o campo F(z,y) = (y,x), procedemos da seguinte forma. Seja op(x,y) a nossa
funcao potencial. Queremos que:

dp

ar 7
Integrando a “constante”y com respeito a x, temos que ¢(x,y) := xy é uma candidata. De fato, com
esta definicao, vale que:

I

r

dy

encerrando nossa busca.

Exemplo 2.9. Dado o campo F(z,y) = (6zy, 322 + 63), faremos o mesmo.

1 _6
ox Y

21



implica que o1 (x,y) = 322y é uma boa candidata. Definida assim, teremos que

3901

= 322 # 322 4 6y
y

Uma boa maneira de continuar com a busca é somar a 3z?y um termo cuja derivada seja 6y. E

importantissimo que este termo seja fungao somente de y, para que (980 permanega igual a 6zy. Entao
temos que:

p(z,y) = 32°y + h(y)
oh
onde 9 = 6y. Logo h(y) = 3y? e teremos finalmente que ¢(z,y) = 322y + 3y?, encerrando. Note
Y

porém que poderiamos ter somado qualquer constante a funcao ¢, uma vez que ela nao alteraria as
derivadas. Logo o formato geral sera:

o(z,y) = 3:c2y + 3y2 + K -

Generalizando e organizando as idéias intuitivas apresentadas acima, apresentamos um exemplo
mais esquematizado.

Exemplo 2.10. Dado F(z,y,2) = (yz + 2xy + 2z — 2z, 22 + 2% — 22 — 1,2y — 22y + = — 322), existe
alguma funcao potencial?

1. Dizemos que p(z,y,2) = f(x,y,2) + g(y, z) + h(2).

2. Da igualdade g—ﬁ = %, temos que f(x,y,2) = vyz + 2%y + 2o — 222

3. Da igualdade g—‘; = 8f + 6 , temos que gg =221, 1logo g(y,2) = 2%y — y.
4. Da igualdade g—f = —|— 2+ ‘g};, temos que % 322, logo h(z) = —z°.

De fato, ¢(x,y,2z) = zyz — 2:3 + 2%y — y2?2 + 22 + vz — y + K é funcdo potencial para F. .

Exemplo 2.11. Seja F(x,y) = (422, %) Se tentarmos proceder como antes (tente!) nao consegui-
remos. De fato, pela proposicao apresentada:

OP oQ
8y_4 7&7 or

logo esse campo nao pode possuir fungao potencial.

2.2.4 Teorema Fundamental da Integrais de Linha sobre Campos
Conservativos

Observe que uma funcao gradiente é uma espécie de primitiva de um campo. O leitor deve se lembrar
que a integrais de funcoes reais sao calculadas ao acharmos uma primitiva da funcao. E natural
portanto esperar que que as funcgoes gradientes se relacionem com as integrais de linha sobre os
campos conservativos.

Formalizando esta idéia, introduzimos o Teorema Fundamental das Integrais de Linha sobre Cam-
pos Conservativos:
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Teorema 2.1. Se F : Q — R3 for conservativo, sendo ¢ uma funcio potencial e v : [a,b] — R suave,
entao:

[ Far= [ Vo ar=o(B) - o4) onde 5(a) = A 1(b) = B
Y Y

Demonstragao. Pela regra da cadeia, temos que:

Logo

b b
/ Fay= / Fy(t)/ (1) at = / 2 o(y(t)) at

dt

Pelo Teorema Fundamental do Célculo

b
d b
| 5o at = (O = o(B) - o(4)
a
O
Ou seja, o valor da integral de um campo conservativo sobre uma curva nao depende do traco da
curva, mas somente dos seus valores nos pontos iniciais e finais.
Note que, em particular, toda integral de linha de campos conservativos sobre curvas
fechadas sera 0.
Por este destaque, quando ~ for uma curva fechada, é comum o uso da notacao a seguir para a

integral de linha:
f{ F ay
-

Exemplo 2.12. Seja F : R? — R? tal que F(z,y) = (x +y,z). Seja y(t) = (cos(t),sin(t)) definida
sobre [0, 27r]. Notemos que ¢(z,y) = %2 + xy é uma funcao potencial do campo. Entao

Observe o exemplo:

2m 2m
j{F dy = / F(y(t) -+ (t) dt = / (cos(t) + sin(t), cos(t)) - (— sin(t), cos(t))dt =
Y 0 0

= /0 i cos?(t) — sin?(t) — cos(t) sin(t) dt

que certamente nao é muito simples de calcular. Por outro lado

27
/ F(y(t)) -7/ () dt = (v(2m)) — p(+(0)) = % - % =0
0

resultado este que ja sabiamos de antemao pois a curva é fechada. 0

A volta do teorema acima também é verdade. Ou seja, se uma integral de linha sobre um campo
nao depender do caminho de integracdo, entdo o campo é conservativo. A demonstracdo é mais
técnica e a importancia do resultado é menor, uma vez que costuma ser mais facil concluir que o
campo é conservativo que concluir que qualquer integral nao depende do caminho; por outro lado
¢ mais util obter a segunda informacao a partir de uma condigao fraca, como é a obtencdo de uma
funcao potencial.

De qualquer forma, apresentamos a demonstragao para o leitor interessado:
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Teorema 2.2. Seja F : Q — R3 um campo vetorial. Sdo equivalentes:
1 F é conservativo.
2 A integral de F ao longo de qualquer caminho fechado em  é 0.
3 Se A, B € Q, entao a integral de linha sobre qualquer curva suave ligando A a B é a mesma.
Na demonstracao a seguir, P indicard um ponto, e as variaveis x1 = x, x2o =y e 3 = 2.

Demonstracao (Esboco). J& fizemos de (1) para (2).
De (2) para (3), consideramos « e 3 dois caminhos entre A e B. Consideramos o caminho 5 de B
para A. Nao ¢ dificil mostrar que:
et
B -8

/ F:/F+/ F=0
aU—pg a -6

pois a U —f é um caminho fechado. Mas entao temos que:

/OéF:—/_ﬁF:/ﬁF

para quaisquer caminho entre A e B e o resultado segue.
De (3) para (1) temos mais trabalho. Em linhas gerais, fixamos um ponto O € 2 e definimos

o(P) :/OPF

para todo P € €, o que faz sentido pois a integral nao depende do caminho. O objetivo é mostrar que
i—‘_p coincide com a i-ésima coordenada de F'. Isto é feito tomando um ponto proximo a P na diregao

K2
de x; e considerando o quociente de Newton. Temos

A P+he; P P+he;
) o) hJp

Consideramos entdo o segmento de reta r ligando P e P + he;. Teremos que 7/(t) = e;, logo
F(r(t))r'(t) = fi(r(t)). Pelo teorema fundamental do cdlculo:

h h

h
lim % /0 Fi(r(t)dt = fi(r(0)) = f(P)

Logo temos a igualdade:

e;) — h
90(P+hhz) so<p>:nm; /O Fi(r(®)dt = fi(r(0)) = fi(P)

"(P) =l
90() v h—0

h—0

como queriamos.
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2.3 Exercicios

Questao 2.1 (Integrais de linha por comprimento de arco). 1. Qual a massa de um fio cuja equagao
cartesiana é 22 + 32 =12, 2 > 0 e y > 0, e cuja densidade é dada por p(x,y) = = + y.

2. Calcule a integral de linha por comprimento de arco da funcao f(x,y) = y sobre a parabola
T = y2 no intervalo 0 <y < 2.

Questao 2.2 (Integrais de linha sobre campos). 1. Calcule a integral de linha do campo F(z,y, z) =
(7,22 + y + 2, y2) sobre a curva (t) = (¢,2¢,1) com 0 <t < 1.

2. Calcule a integral de linha do campo F(z,y) = (—y,x) sobre a curva parametrizada ~(t) cuja
2
imagem é a elipse % + % = 1. (Parametrize a elipse!)

3. Calcule a integral de linha do campo F(z,y, z) = (y?, , —1) sobre o tridangulo de vértices (0,0, 0),
(1,0,0) e (2,1,2) (parametrize os lados do tridngulo seguindo uma orientagao). Serd necessario
calcular 3 integrais.

4. Calcule a integral de linha do campo F(z,y,z) = (z,1,2) sobre a curva que ¢é a interse¢do do
paraboléide z = x? + 32 com o plano 2z + 2y — 1 = z. O sentido deve ser o anti-horario.

Questao 2.3 (Campos conservativos). Determine se os campos a seguir sdo ou nao conservativos.
Caso positivo, exiba uma fungéo potencial. Caso negativo, justifique.

)

x y z
(x2+y2+z2)2’ ($2+y2+22>2’ (x2+y2+22)2

1. F(z,y,2) = (

2. F(z,y,2) = (z —y,x +y + 2, 2°)
3. F(x,y) = (¢%y, —x)
4. F(z,y,2) = (yz — 2292, vz — 2ya?, xy)
5. F(z,y,2) = (—4x,5y, 2°)
6. F(z,y,2) = (—2%y%0,1)
Questao 2.4 (Teorema Fundamental). 1. Calcule a integral de linha do campo F'(z,y) = <x2 j_ R i/_ y2>

sobre a curva y(t) = (¢,0) com —1 <t < 1.
2. Calcule a integral de linha do campo F(z,y) = (sen(xy) + 2y cos(zy), 2 cos(xy)) sobre a curva

y(t)= (2 —1,t2+1) com -1 <t < 1.

3. Calcule a integral de linha do campo F'(z,y, 2) = (yz, xz, zy) sobre a curva y(t) = (cos(t),sen(t),t)
com 0 <t < 2x. Que curva é esta?

4. Calcule a integral de linha do campo F(x,y, z) = (z2,y?, 22) sobre a curva v(t) = (t,t3, V12 + 1)
com —1 <t <1.
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Capitulo 3

Teorema de Green

Um resultado fundamental no célculo vetorial envolvendo integracao de campos sobre formas (curvas,
superficies, etc) estabelece uma relacdo muito préxima entre a integra¢ao na regiao e na sua fronteira.

Este capitulo se dedicara a apresentar o caso particular deste resultado para o ambiente bidimen-
sional.

Teorema 3.1. Seja F(z,y) = (P(m,y),Q(x,y)) um campo de vetores em R? cuja derivada seja
continua. Seja v uma curva fechada, suave por partes, fronteira de uma regiao A em R?, orientada
no sentido anti-horario. Entao

oI (5 5) oo

Na ocasiao do estudo deste teorema, podera aparecer como notagao alternativa:

%F:j{Pdm—i-Qdy
v v

Este teorema fornece uma ferramenta poderosa para calcular certas integrais de linhas em campos
nao conservativos ao longo de curvas fechadas. A demonstracao do Teorema é demasiadamente técnica
e nao a apresentaremos, nao obstante, é possivel encontra-la em qualquer bom texto de calculo vetorial,
especialmente nas indicagoes. No futuro, ao falarmos do Teorema de Stokes, vamos deduzir o Teorema
de Green trivialmente.

Passemos aos exemplos:

Exemplo 3.1. Vamos integrar o campo F(z,y) = (zy?,z3) ao longo da curva v = a1 Uas U az U ay,
onde:

ai(t) = (¢,0), t € [0,2]
as(t) = (2,t), t € [0,3]
—as(t) = (¢,3), t € [0,2]
—ay(t) = (0,t), t € [0, 3]

Seja @ a regiao delimitada por «y. Desenhe esta figura! Atencdo para o sentido das «;. Integrando
pela definicao, teremos que:

de’)/:/Fdal—l—/Fdag—/Fdag—/Fda4:
Y aq a2 as Qy
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2 3 2 3
:/Odt+/8dt—/9tdt—/0dt:24—18:6
0 0 0 0

Pelo Teorema de Green, teremos:

P 2 3 2
%Fd // <8Q_‘9> dxdy_//3$2—2y$dyd$—/9x2—9xdx_24_18_6
o Jo 0

Exemplo 3.2. Seja y(t) = (cos(t),sen(t)), 0 <t < 2m, e F(z,y) = (2 — y3,23 +¢°). O campo em
questao certamente nao é um campo potencial. Teriamos que usar a definicao:

27
defy = / (cos*(x) — sen®(t), cos®(¢) + sen®(t)) - (— sen(t),cos(t)) dt =
ot 0
= /27r —sen(t) cos?(t) + sen® (t) + cos*(¢) + cos(t)sen®(t) dt
0

o que pode levar mais que alguns minutos para resolver. Para aplicar o Teorema de Green, note que
a regiao cuja fronteira é v é o circulo unitario S. Teremos:

dey:j{(x —y¥)dz + (P 445 dy-//(aQ—ap> dxdy://s?):UQ—i—?)yzdxdy
v

Passando para coordenadas polares, teremos:

1 pr2n
// 3z% 4 3y dady = / / 3r%(cos?(0) + sen?(6)) dfdr =
S 0o Jo
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3.1 Exercicios
Questao 3.1. Aplique o Teorema de Green e resolva as integrais de linha a seguir.

1. /f dy onde f(z,y) = (2%, 2y?) e y(t) = (2cos(t), 3sen(t)) com 0 < t < 27. Desenhe esta curval
g

2. /f dy onde f(x,y) = (cos(x) + sen(y),tg%(y)) e v(t) é o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e
v

(0,3) parametrizado no sentido horério.

3. /f dy onde f(z,y) = (v +y,2% + y?) e y(t) é uma parametrizacio no sentido horario para a
v

curva fechada formada pelos gréficos de y = sen(z) e y = —sen(x) com 0 < z < 7.

4. /f dy onde f(x,y) = (eYz,2%y3) e y(t) = (cos(t),sen(t)) com 0 < t < 27.
g

5. /f dvy onde f(x,y) = (cos(zy),sen(xy)) e v(t) é o quadrado de lado 2 centrado na origem,
v
parametrizado no sentido anti-horério.

Questao 3.2. Utilize o Teorema de Green para calcular a area da elipse de equagao
2 2
x
S+5
a b
Dica: Parta de uma integral dupla para calcular uma integral de linha. Invente um campo vetorial
tal que Q, — P, = 1.

Questao 3.3. Calcule

=1

jl{gf dx+3xydy+7§y2 dx + 3zy dy
C D

onde C é a circunferéncia x? + y?> = 4 parametrizada no sentido anti-horario e D é a circunferéncia
22 + 9% = 1 no sentido horario. Tente usar o Teorema de Green dividindo a regido em duas partes,
de modo que cada parte seja cercada por uma curva composta de 4 partes. Note que duas partes de
cada curva ocorrem em sentidos opostos, logo se cancelam!

Questao 3.4. Seja

Fen) = (s )

}{F

onde v é qualquer curva parametrizada no sentido anti-horario que fique em volta da origem. Dicas:
(1) Nao da pra usar o Teorema de Green pois esta fun¢ao nao estd definida na origem. Este campo é
conservativo? FExiste alguma boa candidata para fungao potencial? Em qual ponto esta funcao teria
problemas? (2) Imagine agora sua curva arbitraria em torno da origem. Entre ela e a origem ponha
uma circunferéncia muita pequena. Para as duas curvas ao mesmo tempo é possivel usar o Teorema
de Green, certo? Por que? Cuidado com o sentido da parametrizacao! (3) Entao vocé quer saber a
integral de linha na curva maior. Vocé sabe que ela somada com a integral de linha na circunferéncia
pequena ¢ igual a integral de @), — P, na regiao compreendida entre elas. Falta calcular o que? (4)
Faca o limite do raio da circunferéncia tender a 0.

Calcule
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Apéndice A

Geometria de Curvas - Curvatura e
Torcao

Neste addendum, vamos nos dedicar a calcular certas funcoes que descrevem o comportamento geométrico
de curvas. Para um estudo mais aprofundado deste tépico e de outros tépicos concernentes a geome-
tria diferencial, indico o excelente livro Geometria Diferencial de Curvas e Superficies de Manfredo
Perdigao do Carmo, da Colecao Textos Universitarios da SBM - a venda nas secretarias de graduagao
dos cursos de matematica. Menciono também o Prof. Sérgio Santa Cruz (DMat, UFPE) cujas aulas
sobre o assunto foram extremamente motivadoras e cujas notas de aula me ajudaram a escrever este
breve apéndice.

A.1 Curvatura para curvas planas

Inicialmente, vamos supor que temos uma curva e uma parametrizacao por comprimento de arco
a: I — R?. Definimos:
/
T(s) =d'(s)

que pode ser interpretado como um campo (diferenciavel) unitario definido ao longo da curva, pois a
curva estd parametrizada por comprimento de arco. Ou seja:

1T(s)]| = [l (s)]] = 1
Observemos agora que T'(s) e T"(s) s@o campos ortogonais, pois:

S (T(5), T(s)) = 2(T(5), T'(5)
mas (T'(s),T(s)) = ||T(s)||> = 1 uma constante, daf a derivada é zero, portanto os vetores T'(s) e T"(s)
sao ortogonais.

Estamos portanto definindo um campo vetorial 77(s) ao longo da curva que mede a variagao do
vetor tangente unitario 7'(s) em uma diregao ortogonal, ou seja, o quanto o vetor tangente tende a
alterar sua diregdo. Temos que ||T'(s)|| é portanto uma medida de quao rapidamente uma curva se
afastara da reta tangente a ela em um determinado ponto. Motivados por isso, definimos:

Defini¢ao A.1. Seja a(s) uma parametrizagdo por comprimento de arco, seja T'(s) = o/(s). Defini-
mos:
k(s) = [IT'(s)[| = [la” ()]l

como a fung¢ao curvatura da curva no ponto a(s).
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A nossa idéia intuitiva e geométrica de curvatura nos diz que (1) uma reta deve ter curvatura nula
(2) uma circunferéncia deve ter curvatura constante, mas que dependa do raio - sendo grande se o
raio for pequeno e pequena se o raio for grande. Ambos os fatos sdo verdadeiros:

Exemplo A.1. Seja a(s) = (a+ bs, ¢+ ds) uma reta parametrizada por comprimento de arco. Entao
T(s) = d'(t) = (b, c) constante, logo T"(s) = (0,0). Daf

r(s) = [IT"(s)]] = 0

Exemplo A.2. Seja ((t) = (Rcos(t), Rsen(t)) circunferéncia de centro na origem e raio R. Observe
que esta nao é uma parametrizagado por comprimento de arco, pois:

18"l = v/ R?[=sen(t)]2 + R*[cos(t)]> = R

Reparametrizando por comprimento de arco, teremos:

=

o s) = /R ds = R.s = ¢(s) =

Logo

Blp(s)) = 2(s) = (Reos (5 ) Fisen (1))

é a parametrizacao por comprimento de arco da circunferéncia. Agora temos que:

T(s) =4'(s) = (—sen <%> , COS <%>>

e ainda: . .
ey — (1 Sy 4 S
T(S)_< RCOS(R)’ RSGD(R)>
Concluindo )
=T’ ==
K(s) = [|T"(s)]| 7

corroborando nossas observagoes iniciais.

A.2 Curvas espaciais - o triedro de Frenet e a torcao
Consideramos agora v : I — R? uma parametrizacio por comprimento de arco. As observacoes feitas
acima se generalizam trivialmente, ou seja, definimos:

(1) O campo unitdrio paralelo a curva T'(s) = 7/(s).

(2) A curvatura de v dada por (s) = [|T"(s)|| = ||[7"(9)]|

Suponhamos agora que a curvatura de uma curva nunca se anule. E possivel portanto definir o

campo unitario ao longo de (s) dado por:

T'(s) _ T'(s)
' (Il k(s)
Este campo é chamado campo normal principal a curva . Obviamente esta definigdo ainda é valida
para curvas planas.

N(s) =

S6 que agora, de posse de dois campos ortonormais (ortogonais e unitarios) de vetores ao longo da
curva, é possivel definir um terceiro campo, unitario e ortogonal a ambos, simplesmente por:

B(s) =T(s) x N(s)

chamado campo binormal ao longo da curva.
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Definigao A.2. O triedro ortonormal {?, ﬁ, B} é chamado triedro de Frenet.

Observe que os vetores T'(s) e N(s) definem um plano contendo o ponto «(s), chamado plano
osculador da curva. O vetor B(s) é normal a este plano, e sua variacdo mede o quanto a curva se
afasta do plano osculador, ou seja, o quanto a curva deixa de ser uma curva plana em um dado ponto.
A grandeza associada a esta variacao é chamada tor¢do da curva.

Definigao A.3. O moddulo da tor¢ao de uma curva dada por uma parametrizacdo a por comprimento
de arco com triedro de Frenet {T'(s), N(s), B(s)} é dada por:

()| = [1B'(s)l]

O sinal da tor¢ao dependerd do fato que a curva pode se afastar do plano osculador no sentido
contrario ao induzido pelo triedro de Frenet. Nao ha motivos para preocupagoes, o cdlculo a seguir
ird esclarecer como calcular de vez todos estes valores.

A.2.1 Formulas de Frenet
Vamos omitir, a titulo de limpeza na notacao, o (s) que deveria aparecer apés cada fungao T, N, B, k, T",
N B er.
Jé sabemos que:
T =k-N (A.1)

Lembramos que {T', N, B} formam uma base ortonormal. Vamos entdo expressar N’ ¢ B’ em termos
desta base. Comecamos por:
B’ =aT + bN + cB

Note que ¢ = (B, B) (por que?!). Mas
d
—(B,B)=2(B',B) =0
2 (B,B) =2, B)
uma vez que (B, B) = 1 é constante. Logo ¢ = 0. Equivalentemente, a = (B’,T'). Mas

L BT = (B T)+(B,T") = (B, T)+ (B,xN) = (B, T)=0
ds ——

=0 pois ortogonais

uma vez que (B,T) = 0 é constante. Logo a = 0. Dai concluimos que B’ é paralelo a N. Definimos
entao:

B =-1-N (A.2)

Em particular, ||B’|| = |7], como j& haviamos observado. Falta calcular N’ = aT + bN + ¢B. Logo de
cara, sabemos que b = 0. Teremos que a = (N',T'). Mas

d
—(N,T) = (N",T) + (N, T")y = (N, T)+ (N,kN) =(N'T)+x=0
ds N’
=k pois paralelos
uma vez que (N,T) = 0 é constante. Logo a = —k. Agora ¢ = (N', B). Mas
d
—(N,B) =(N'B)+(N,B"Y=(N'BY)+ (N,—tN) =(N'B)—7=0
ds N———
=—7 pois paralelos
uma vez que (N,T) = 0 é constante. Logo ¢ = 7. Concluimos entao:
N =—k-T+71-B (A.3)

As equagoes (Al), (A2) e (A3) s@o conhecidas como equagdes de Frenet e as expomos como:
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Proposicao A.1l.

T'(s) = +r(s) - N(s)
N'(s) = —k(s)-T(s) +7(s) - B(s)
B'(s) = —7(s) - N(s)

Exemplo A.3. Vamos calcular o triedro de Frenet, a curvatura e a torcao da hélice:
a(t) = (cos(t),sen(t),t)
Comegamos fazendo uma reparametrizagao por comprimento de arco. Teremos que:

le/ (Ol = V2

= (o) ()5

Agora calcularemos o triedro de Frenet:

Logo

~T(s)]] 1/2

1 s 1 s

oAl (—f cos (—) , —55en (—) ,O)

N(s) () = 2 2 2 2 = (— cos <S> , —sen <S) ,0)
V2
1
A curvatura ja foi calculada quando fizemos:
, 1

1T () =5 = Kls)=3

Para ver a torcao, note que

B'(s) = @ cos <\2> ,%sen <\%> ,o> — 1 (s)- N(s) = —7(s) - (- cos (ji)  —sen <\j§> ,o)

Donde concluimos trivialmente que:

A.3 Parametrizacoes quaisquer e formulas

Suponhamos agora a(t) : [a,b] — R3 uma parametrizacio qualquer, e a(s) : [¢,d] — R? reparametri-
zacao por comprimento de arco, ou seja, a(t) = a(s(t)) de modo que

(1) = / o ()]

Lembramos que curvatura e torg¢ao sao grandezas geométricas, independentes da parametrizacao,
portanto definimos em geral:
k(t) =K(s) e T(t) = T7(s)

Seja {T, N , B } o triedro de Frenet com relacao a a. Vamos obter as equagoes de Frenet para {T, N, B}.
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Lema A.1. Temos que T(t) = T(s), N(t) = N(s) e B(t) = B(s).

Demonstracao. Comece observando que:

s(t) = / lo'(w)[] du = s'(t) = ||/ (1)]]

Note que:
alt) = (s(1)) = o () = (D (s) = ||’ (D] (5)
pose Ol ®la()
o (t o (t)]].a/ (s ~
TO=Twen = Teen 1@

Agora note que:

T(t) = T(s(t)) = T'(t) = ' (VT'(s) = ||/ (DI T"(s)

dai
T'(t) o’ ()]].T"(s) ~
N(t) = = — = N{(s
D=Ton = jeoder
Por fim: _ _ _
B(t) = T(t) x N(t) = T(s) x N(s) = B(s) -

Proposicao A.2. As equagoes de Frenet generalizadas sao dadas por:
T = v(/-@ - N)
N =v(—k-T+7-B)
B' =v(—-71-N)

Demonstragao. Vamos chamar ||o/(t)|| = v(t). Basta observar agora entao que:
ST(t) = S T(s(0) = 5/ ()T (5) = o(0)F(5) N (s) = v(O)s()IN (1)
SN() = SN (5() = § (ON'(s) = o(0) (— Fs)T(s) + () B(s) = w(t) (— s(OT(0) + () BD))
d d ~ Y _ - ~ _
SB(t) = < B(s(t) = 8 (11B'(5) = v(t)(~F(5)N(5) = () (~7 () N (1) -

Por fim, vamos obter férmulas gerais para a curvatura e a torcao de uma curva dada pela para-
metrizagao a(t). Novamente vamos omitir o termo (t).

A.3.1 Foérmula para curvatura

Comecamos observando que:
o =0v.T
e que:
" /
o =0T +vT =0T +v’k.N
Seria interessante fazermos alguma operagao que cancelasse o termo v’ e isolasse o k. Usando o/ e o,
nada mais natural portanto do que usar a operagao vetorial que zera em vetores paralelos. Ou seja:

o x o = (T xT)+v*k.(T x N) =v’x.B

Tomando o médulo, o que é possivel pois a curvatura é sempre positiva, teremos portanto:

//H //H

o X o o X o
,‘{/: pr
v3 e[
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A.3.2 Foérmula para torgao

Além de
o =vTed =vT+vT =0T+ 1v*k.N

Agora temos que:

m o .n ! ! / 2./ 2 ! _ "o 3,2 / 2./ 3
o =" T+ . T +200'k. N +v°k'"N+  v'k.N =T —v°k") + NBvv'k +v°K") + B(v’kT)
v'vE.N v2kv(—k.T+7.B)

Para isolar o 7, notamos que:

B al//
(B, =Pk =7 = (B,o™) 5 )
VK
Para obtermos o B, fazemos:
/ "
o X a
o xao'=v*k.B=>B=—"—
v3K

Por fim, obtemos:
S <a/ X O//,O/”> _ <a/ X O//,O/”>
v0K2 Ha/ X a//HZ

A.4 Existéncia e Unicidade de curvas - breve comentario

Fisicamente, pode-se pensar numa curva como sendo uma reta curvada e torcida. E natural portanto
esperar que a funcao curvatura e a funcao torcao detenham informacoes sobre a curva. Na verdade,
essas duas func¢oes determinam uma e Unica curva, o que apresentamos no formato de um teorema.

Teorema A.l. Dadas fungoes diferenciaveis x(s) > 0 e 7(s), s € I, existe uma curva parametrizada
regular o : I — R3 tal que s é o comprimento de arco, k(s) é a curvatura e 7(s) é a torgao de a. Além
disso, qualquer outra curva « satisfazendo as mesmas condicoes, difere de de o por um movimento
rigido; ou seja, existe uma transformacio linear ortogonal p de R3, com determinante positivo, e um

vetor ¢ tal que & = poa+c¢ -

Para mostrar a existéncia, é necessario utilizar o teorema que garante a existéncia e unicidade de
solugoes para sistemas de equagoes diferenciais ordinarias. Ja a demonstracéo da unicidade, apesar de
mais elementar, é técnica e nao cabe nos propdsitos dessas notas. Por este motivo, encerramos esta
secao sem demonstrar o teorema, na esperanca de que o leitor nao desconfie da veracidade das nossas
afirmacoes.
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A.5 Exercicios

Questao A.1. Considere a catendria y = cosh(z) dentro do plano R? e parametrize-a com parametro
t. (a) Calcule o campo de vetores tangente T'(¢). (b) Calcule o campo normal principal N(¢), quem
sabe utilizando um argumento geométrico simples (quando dois vetores sdo ortogonais em R? ?!). (c)
Calcule a curvatura x(t) de duas formas (i) usando a férmula geral para curvatura (ii) explorando o
fato que o = v'T + v’k N.

Questao A.2. Calcule o triedro de Frenet, a curvatura e a torcao da hélice geral
h(t) = (acos(t), asen(t), bt).

Questao A.3. (a) Utilize o Teorema de Existéncia e Unicidade de curvas para mostrar que dada uma
constante kg > 0, existe essencialmente um unica curva plana com curvatura igual a esta constante.
Que curva é esta? (lembre-se do exemplo dado no texto). (b) Mostre que dadas duas constantes
ko > 0 e 7, existe essencialmente uma tnica curva espacial com estas curvatura e torcao constantes,
e que esta curva é uma hélice.

Questao A.4. Calcule o triedro de Frenet, a curvatura e a torgao da ciibica reversa c(t) = (t,t2,13).
(Faga um desenho desta cibica). Em que ponto a tor¢ao é maxima?!

2
uestao A.5. Determine a curvatura da elipse é +%; =1 em um ponto (x,y). Determine os valores
a b Y

maximos e minimos da curvatura, e em qual ponto da elipse eles sao atingidos. E o resultado que a
sua intuicao geométrica esperava?

Questao A.6. Sem usar o teorema da existéncia e unicidade apresentado (a) Prove que uma curva
regular C' tem curvatura nula se e somente se é um segmento de reta (b) Se C' tem curvatura nao nula
em todo ponto, prove que C' tem torgao nula se e somente se é uma curva plana (o que caracteriza
uma curva plana? qual campo vetorial é constante?)

Questao A.7. Usando o Teorema de Green, determine uma férmula para a drea delimitada por uma
curva plana fechada a(t) = (z(t),y(t)).

Se vocé chegou até aqui, ja estd de bom tamanho para um topico extra de um curso de Calculo.
Porém, o leitor que estiver motivado por esta teoria pode continuar a resolver os exercicios a seguir,
consideravelmente mais sofisticados, como uma forma de desafio!

Questao A.8. Um campo de vetores D(s) ao longo de uma curva parametrizada por comprimento
de arco a(s) é dito um campo de Darbouzx se T' = D xT, N' = D x N e B = D x B. Prove que existe
um unico campo de Darboux ao longo de «, achando sua expressao em termos do triedro de Frenet.

Questao A.9. (a) Suponha que todas as retas normais a uma curva passem por um ponto fixo.
Mostre que a curva é um arco de circunferéncia. (b) Suponha que todas as retas tangentes a uma
curva passem por um ponto fixo. Mostre que é um segmento de reta.

Questao A.10. O centro de curvatura de uma curva a no ponto «(t) é dado por a(t) + %t)N(t). A
evoluta de uma curva plana regular a com k # 0 é a curva percorrida pela centro de curvatura, ou
seja:
1
Evoluta(t) = B(t) = a(t) + —N(t)
K(t)
(a) Calcule a evoluta da catendria (¢, cosh(t)).

(b) Prove que o vetor tangente unitério de uma evoluta  de uma curva o qualquer ¢é igual (a menos
de sinal) ao vetor normal principal de a.
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(c) Expresse o comprimento de arco s(t) da evoluta em termos da fungao curvatura de a.

Questao A.11. Seja a(s) : [0,]] — R? uma curva plana parametrizada pelo comprimento de arco
fechada. A curva (s) = a(s)—r.N(s), r constante positiva, N vetor normal, é chamada curva paralela
a a. Mostre que:

(a) Comprimento de 8 = Comprimento de a + 277

1
(b) kp(s) = T4 ha(s)
(c) A(B) = A(a) + 7l + mr?
Onde A() é a area delimitada pela curva (use a questao 28).

Questao A.12. Vamos apresentar uma espécie de contra exemplo para o item (b) da questao 27.
O objetivo é mostrar que basta um ponto de curvatura nula para que uma curva de torcao nula nao
pertenca a um unico plano. Considere:

(t,0, e(_l/tz)) set>0
a(t) =< (¢, 6(71#2), 0) set<0
(0,0,0) set=0

(a) Prove que « é diferencidvel.

(b) Prove que «(t) é regular para todo t. Prove que k(t) # 0 para todos os t menos t = 0 e
t = +/2/3. Mostre que k(0) = 0.

(c) Mostre que o limite do plano osculador com ¢ — 0 e t < 0 é o plano z = 0. Mostre que o limite
do plano osculador comt —0et > 0¢éy=0.

(d) Mostre que, mesmo sem que « seja curva plana, é possivel dar uma defini¢do para 7 e teremos
que 7 = 0 constante.
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Parte 11

22 unidade

Onde falaremos sobre superficies parametrizadas, integrais de superficie,
o teoremas de Stokes e o teorema da divergéncia
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Capitulo 4

Superficies parametrizadas e integrais
de superticie

Nosso objetivo neste capitulo sera introduzir a integracao ao longo de superficies, generalizando a idéia
de integrar sobre regides do R?. Em certo sentido, haverd uma analogia com as integrais de linha por
comprimento de arco. Em outras palavras, estaremos interessados em calcular a soma dos valores que
uma funcio definida numa superficie (imersa em R?) atinge de um modo uniforme, ou seja, dando
um peso proporcional a drea. Antes de comecarmos falando de integrais de superficie, vamos discutir
como representar superficies no R3.

4.1 Introducao

Lembramos que uma curva parametrizada em R? é uma funcio « : [a,b] — R2?, que manda um
intervalo da reta no plano. Observe que a dimensao da (imagem da) curva corresponde a dimensao do
dominio da parametrizacao . Estendendo esta idéia para superficie, cuja dimensao é 2, teremos que:

Definicao 4.1. Uma superficie parametrizada o em R? é uma funcio diferencidvel e injetiva o : D —
R? onde D é o retangulo [ag,b1] X [az,bs]. Geralmente, representamos como:

o(u,v) = (m(u, v),y(u,v), z(u, U))

Lembramos que para parametrizarmos uma curva dada em termos de uma equacao cartesiana,
colocavamos uma varidvel em termos da outra e faziamos uma escolha arbitraria para uma delas. O
espirito permanece o mesmo, observe o exemplo:

Exemplo 4.1. O plano 2z — 3y 4+ 2z = 15 pode ser parametrizado observando que z = &;Hy e
definindo z = u e y = v. Logo:
r= u
o4 Y= v
_ 15—2u+3
z = I
com (u,v) livres. -

Exemplo 4.2. O cilindro 22 4+ y?> = R? pode ser parametrizado utilizando nosso conhecimento sobre
o sistema de coordenadas cilindricas. De fato:

x = Rcos(u)
o:49 y= Rsen(u)
z= 0
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com u € [0,27) e v livre, R fixo sendo o raio do cilindro. .

Exemplo 4.3. A esfera z2 + y? + 22 = R? pode ser parametrizada utilizando nosso conhecimento
sobre o sistema de coordenadas esféricas. De fato:

x R cos(u)sen(v)
o:49 y= Rsen(u)sen(v)
z= Recos(v)

com u € [0,27) e v € [0, 7).

4.2 Plano tangente e vetor normal

Como determinar um vetor tangente a uma superficie parametrizada?! Certamente, em um ponto da
superficie, existem infinitos vetores tangentes. Ocorre que os vetores tangentes a cada curva contida
na superficie serao tangentes a superficie também. Uma estratégia eficiente portanto serd achar um
vetor tangente a uma curva que possa ser descrita simplificadamente e que passe pelo ponto.

Dado um ponto o(ug,v9) = (0, Y0, 20) = Py, uma curva simples passando por este ponto serd a
curva tomada fazendo u variar préximo de ug e mantendo v fixo em vg. Esta estratégia de manter uma
variavel fixa é a mesma utilizada quando calculamos as derivadas parciais, entao o vetor derivada da
curva o(u,vp) é igual & derivada da parametriza¢ao o(u,v) com respeito a u. Como o vetor derivada
da curva é tangente a ela, teremos que dois vetores tangentes a superficie o(u,v) sdo simplesmente:

do Oo
ou $ o
usualmente denotados por o, e .

Dois vetores (linearmente independentes) sao suficientes para determinar um plano, entao dizemos
que o plano tangente & superficie dada por ¢ no ponto o(ug,vg) = Py é o plano determinado pelos
vetores o, e 0, calculados em u = ug e v = vg.

Definimos um vetor normal a uma superficie em um ponto Py como sendo um vetor normal ao
plano tangente em Fy. A geometria analitica nos diz que, dados dois vetores o, e o,, um vetor
ortogonal a eles é:

N =0y x 0,

Logo um vetor normal & superficie em Py = o(ug, vp) é:

(1, ) Ou X Oy
n(u,v) = ————
’ |low % oy

calculados em ug e vg. O outro vetor normal é —n(u,v).

Exemplo 4.4. Desenhe a superficie parametrizada o(u,v) = (v cos(u), vsen(u), v2), com 0 <u <27
e v > 0 (sugestao: quais a curvas obtidas fazendo u fixo? E v fixo?).

Esta superficie nada mais é que um paraboldide de revolucao. Verifique que a parametrizacao
satisfaz 22 + y%2 = 2. O plano tangente a esta superficie no ponto P = ¢(0,2) = (2,0,4) é aquele
determinado pelos vetores:

O'U‘P = (—wsen(u), v cos(u), 0)‘P =(0,2,0)

JU}P = (cos(u),sen(u),Qv)’P =(1,0,2)
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r= 24t

Logo ¢ o plano II(s,t) = P+ (0,2,0)s + (1,0,2)t =< y = 2s
z= 4+ 2t
O vetor normal seré:
Oulp X oulp(0,2,0)x (1,0,2)  (4,0,-2)
llow|p % o[ pll — 11(0,2,0) x (1,0,2)]] V20

O

Exemplo 4.5. Em geral, dada uma curva parametrizada contida no plano zz por (f(v), 0,g(v)), a
superficie (de revolugao) obtida ao rotacionarmos esta curva em relagdo ao eixo z é dada por:

o(u,v) = (f(v) cos(u), f(v)sen(u), g(v)
O vetor normal a superficie sera obtido calculando:
0w = (— J()sen(u), f(v) cos(u), 0)
o0 = (f/(v) cos(u), f'(v)sen(u). g (v))
Daf (removendo (v) por limpeza de notacio):

Oy X0y (fg, COS(“)? fg’sen(u), _ff,) N (g/ COS(“O)) glsen(UO)v _f,)
n(u,v) =

||ow X oy a \/fZ((g/)2 + (f/)Q) ~~ (9")? + (f)?

u=ug

4.3 Area de superficies

Vamos agora determinar como calcular a area de superficies parametrizadas em geral. Este conheci-
mento serd muito importante para definirmos adequadamente integrais de superficie.

Teorema 4.1. A 4rea de uma superficie parametrizada por o(u,v) : D — R3 ser4:

// [0 X ]| dudy
D

Demonstracao. A idéia da demonstragao seguird como sempre. Vamos aproximar a area da superficie
pela soma das drea de pequenos retangulos encaixados proximos a ela, e depois faremos o limite para
quando os retangulos colapsarem e a soma tornar-se infinita. Comecamos observando o fato geométrico
que a area de um paralelogramo determinado por dois vetores vy e vy é dada por ||v; X val|.

Seja agora o : D — R? a parametrizacio de uma superficie S. Dada uma particio P =
{uy, ..., un} x {v1,..., v} do conjunto D, temos que ela induz uma partigao de S em regides quase-
retangulares. De fato, definimos:

Aij = (ui, vj)
Bij = (u, + Ay, Uj)
Cij = (uz + Au, Uj + Av)

D = (ui,vj + Ay)
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Temos que o retangulo os pontos A;j, Bij;, Cij e D;; serao mandados nos pontos o(A;;), 0(Bij;),0(Cyj) e o(Dyj).
Definimos por S;; a regiao da superficie S compreendida entre estes pontos e definimos R;; o parale-
logramo definido por estes pontos.

A drea de R;j serd dada por Ha(Aij)a(Bijj X O'(Aij)0'<DZ‘jo

Agora note que se A, — 0 e A, — 0, entao

O'(Aij)O'(Bij; ~ Ayou(ui,vj) e O‘(Aij)O'(Dij; ~ Aoy (us, vj)

e também:
Rij ~ Sij
A area de S, por outro lado, serd dada por ZArea(Sij). Entao se
1]
Alirgo Area(S;j) = ||ow(ui, vj) x op(us, vj)|| Al
Ay—0

teremos que:

firea(8) = lim 3" [lo (i, 0y) x 0 (1| A, = //D o % 0| dudu
AU—)O 27]

Definigao 4.2. Dada uma superficie S definiremos o elemento de drea d.S de modo que:

Area(S) = / ds
S
Ou seja, se S é parametrizada por o(u,v), entao identificamos
dS com ||oy, X 0y|| dudv

Exemplo 4.6. Vamos calcular a drea da esfera S de raio R. Consideramos a parametrizagao conven-
cional

o(u,v) = (Rcos(u)sen(v), Rsen(u)sen(v), R cos(v))

Temos que
oy = (—Rsen(u)sen(v), Rcos(u)sen(v),0) e o, = (Rcos(u) cos(v), Rsen(u) cos(v), —Rsen(v))
Temos também que:

llo(u) x o(v)|| = ||(—R? cos(u)sen®(v), —R%sen(u)sen?(v), — R%sen(v) cos(v))|| =

= /R4(sen*(v) + sen?(v) cos2(v) = R%sen(v)

Entao teremos que:

2r pm
Area(S) = / ds = // [low x oy dudv = / / R?%sen(v) dvdu = R%.21.2 = 47 R?
s D o Jo
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4.4 Integrais de superficie

Seja f(x,v,2) funcdo real definida num subconjunto de R?® contendo superficie S parametrizada por
o(u,v) : D — R3. Nada mais natural nesta altura do campeonato do que definir a integral de superficie

por elemento de drea:
//de // o(u,v))||ow x 04| dudv

Ou seja, estamos calculando a soma dos valores de f ao longo da superficie considerando uniforme-
mente a contribuicao do valor que f assume em cada ponto da superficie. Em certo sentido, estamos
corrigindo distorcoes que a parametrizacao considerada poderia gerar.

O teorema a ser apresentado neste momento é o de sempre: garantir que esta definicdo nao depende
da parametrizacao escolhida:

Teorema 4.2. Sejam o(u,v) : D — R? e 7(u,v) : E — R3 parametrizacdes da mesma regido S C R3.
Seja f(x,y,z) funcio real definida num conjunto do R?® contendo S. Entéo:

//de // (u,v) ||auxav|]dudv—// ND|Tu X To|| dudv

Demonstragao. Seja r : E — D a funcao que torna 7 uma reparametrizagao de o, ou seja:
oor(u,v)=rT1(u,v)
Considere agora r : E — D como mudanca de coordenadas r(u,v) = (s(u,v),t(u,v)). O determinante

jacobiano da transformagao s = s(u,v) e t = t(u,v) é dado por:

= Suly — Splu

Agora temos, pela regra da cadeia, que:
(0 0r)y = 0sSy + orty, € que (0 071)y = 058y + oty
Efetuando o produto vetorial, teremos:
(cor)y X (0or)y = (0sSy + T¢ty) X (058y + O1ty) = (05 X 0¢)(Suty — Svtu)

Finalmente:

X
// st |Us><at\|dsdt // Joruv)H(Uor)u (UOT)U”-|Sutv_Svtu’dudU:

‘Sutv - Svtu’

// 7(u,v))||7u X To|| dudv
O

Uma mesma aplicacao para cédlculo de massa e centro de massa é obtida no contexto das integrais
de superficies, e o leitor interessado é convidado a pesquisa-la nas fontes recomendadas.

Exemplo 4.7. Considere a fungao f(z,y,z) = zyz definida no quarto de cilindro S parametrizado
por o(u,v) = (Rcos(u), Rsen(u),v), como u € [0,%] e v € [0,1]. Entao:

w/2 rl R3
/ fas= // foo(u,v)||oy X oy|| dudv = / / R? cos(u)sen(u)v - R dudv = —
s D o Jo 4 O

O leitor atendo deve ter notado que se a superficie estiver contida no plano, o vetor o, X g, €
constante e unitdrio (aponta para cima ou para baixo), logo dS = dudv - ou seja, nossa definicao de
integral de superficie é de fato uma generalizacdo da idéia de integral sobre regives do R2.
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4.5 Exercicios

Questao 4.1. As superficies a seguir sao de revolugao. Lembre-se que, dada uma curva (f(v),
no plano zz, a rotacao dela em torno do eixo z se expressa como (cos(u)f(v),sen(u)f(v), g(v)

0,9(v))
).

1. Parametrize o cone reto centrado na origem de eixo z. Qual o plano tangente a este cone no
ponto (1,1,4/2)? Qual o vetor normal? Este cone possui plano tangente com z = 0?

2. Parametrize um hiperboléide de duas folhas cujo eixo é y, dado pela equacio: y? — 2% — 22 = 1.
Dé uma férmula para o célculo do plano tangente.

. o L2 2 L2 )
3. Parametrize um elipséide de revolugao %+ %-+ % = 1. Ache uma férmula para o vetor normal.

4. Parametrize o toro de raio interno 1 e raio externo 3. Toro é o nome dado a casca da “camara
de ar de um pneu”ou de uma “rosquinha’”.

Questao 4.2.
1. Calcule a area do cone com —2 < z < 2.
2. Calcule a area do hiperboldide com —4 <y < 4.
3. Calcule a area do elipsédide.
4. Calcule a area do toro.
Questao 4.3.
1. Calcule a integral da funcao f(z,y,2) = 22 + y? + 2% ao longo da esfera de raio 3.
2. Calcule a integral da funcao f(x,y,z) =z + y + 2z no elipséide descrito acima.

3. Calcule a massa de um cilindro reto de raio 2 em volta do eixo z, com —2 < z < 2, se sua
densidade é dada por p(z,y,2) = 22 + % + €.

Questao 4.4. Observe a figura abaixo, retirada do livro do Stewart.

Exiba a parametrizacao de uma superficie que tenha este formato.
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Capitulo 5

Teorema de Stokes e Teorema da
Divergeéncia

Neste capitulo, vamos apresentar dois teoremas muito importantes do calculo vetorial. O Teorema
(classico) de Stokes, que em certo sentido generaliza o Teorema de Green, e o Teorema da Divergéncia
(ou de Gauss). Ambos sao conseqiiéncias do Teorema geral de Stokes para dimensao qualquer, o que
obviamente nao serd assunto deste curso.

5.1 Teorema de Stokes

Em outra ocasiao, ja definimos o que vem a ser o rotacional de um campo.
Se F(:B, Y, z) - (P(xa Y, Z), Q(.%', Y, Z)v R(l’, Y, Z))a lembramos:

OR 0Q OoP OR 0Q OP
rot (Ry QZ, z R$,Q y) <8y 92 0 or’ O 8y> ?;r 25 aRZ

A versao do teorema de Stokes no espago diz que a integral de um campo sobre a fronteira de uma
superficie é igual ao fluxo do rotacional sobre a superficie, desde que a orientagao esteja compativel.

A frase acima precisa de alguns esclarecimentos. O fluzo de um campo sobre uma superficie é a
medida de quanto o campo atravessa a superficie. Nao faremos uma motivacao fisica detalhada (um
curso de eletromagnetismo talvez o faga), mas em linha gerais isso significa que estaremos interessado
em somar ao longo da superficie (de modo uniforme) os comprimentos das componentes dos vetores
do campo que sejam ortogonais a superficie. Ou seja, tomando 7 normal unitéria A superficie S, o
fluxo de F ao longo de S no sentido de 7 serd dado a integral de superficie de cos(8)||F||, onde 6 ¢ o
angulo entre 7 e F. Mas como ||77|| = 1, isto é o mesmo que F - 77.

Neste momento, o fato de cada ponto de uma superficie possuir duas normais serd importante. De
fato, podemos tomar uma normal unitaria “apontando para cima ou para baixo”. A escolha de um
sentido é chamada de orientagao da superficie. Geralmente, a prépria parametrizacao ja induz uma

normal unitéria:
— Oy X Oy

l|ow X 0yl

Definigdo 5.1. O fluxo de um campo F sobre uma superficie S parametrizada por o(u,v) : D — R3
no sentido da normal 7 induzida por o é dado por:

/F.ﬁds
S
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O fluxo de um campo através de uma superficie pode ser também referido como simplesmente a
integral de um campo através da superficies, e em alguns momentos identificado mais simplesmente

por:
/F-ﬁdS:/F- ds
S S

A proposicao a seguir serd usada tacitamente ao longo do texto, ndao obstante, é importante que o
leitor tenha sempre em mente que é uma proposicao, e nao uma definicao!

Proposicao 5.1.

Fluxo! — / F.7as = // (F(o(u,v)),n(,0)) ||ow x 04]| dudv =
S D
:// <F(g(u,v Tu X TV >||auxav|]dudv—// v)) - (ou X 0y) dudv
D ||Ju x oyl O

A fronteira da superficie, vista como uma curva parametrizada, estard positivamente orientada
de acordo com a normal 7 acima se estiver no sentido anti-hordrio. Em outras palavras, tomando
um vetor ¥ unitdrio e tangente a curva na direcao de sua parametrizagao, se {7, W} for uma base
positiva de R?, entdo a fronteira estd positivamente orientada. Na pratica, isso pode ser verificado
usando a regra da mao direita: se o polegar apontar como a normal, os outros dedos flexionados devem
indicar o sentido da fronteira. Vamos entao enunciar o teorema de Stokes de modo mais técnico:

Teorema 5.1. Seja o : D — R? parametrizacao da superficie S. Seja Q C R? tal que S C Q. Seja
I' a fronteira desta superficie, orientada positivamente de acordo com a normal de S induzida por o.
Seja F' campo vetorial definido em ). Entao:

/Fdr:/(rotF)-ﬁds
T S

A demonstragao deste teorema é oferecida no Apéndice B destas notas.

Exemplo 5.1. Calcule o fluxo do rotacional do campo F'(z,y, z) = (y,z +y,0) ao longo da superficie

S parametrizada por o(u,v) = (u,v,2 — u? — v?), na regido D satisfazendo u? + v? < 1, sendo T a
normal convencional.

Calculando diretamente, teremos que:
rotF =(1,-1,-1)

Por outro lado:
oy X 0y = (2u,2v,1)

/rotF as = [[ (.-1.-1)- u20. 1) aua = [[ u—20-1) auay

Passando para coordenadas polares, pois D é o circulo u? 4+ v? < 1, teremos que:

/ /D (2u—20—1) dudv — /O 7 /0 "12pc0s(8) — 2psen(8) — 1]p dpaf /0 T <§ cos(0) — gsen(e) - ;) a0

Logo

Entao:

/rotF-ﬁdS:—
S
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Agora a outra maneira de resolver, aplicando o teorema de Stokes. A fronteira da figura certamente
ocorre quando u? + v? = 1, ou seja, identificando u = cos(t) e v = sen(t), é a curva:

I'(t) = (cos(t),sen(t),1) com 0 <t < 27

Dai temos que:

2T 2T
o = = Sen COS Sen | —Sen COS = —Sen2
/S rotF. 7 dS = /F Fdr— /0 (sen(t), 0, cos(t) + sen(?)) - ( — sen(t), cos(), 0) dt /0 (1) at

Logo
/rotF-ﬁdS:—ﬂ'
S

cOmo ja esperavamos.

d

Exemplo 5.2. Este exemplo é um exercicio. Mostre que o fluxo do rotacional de qualquer campo em
uma superficie fechada é igual a 0. (1) Divida a superficie em duas metades. Chame de I' a borda (2)
Aplique o teorema em cada metade prestando atencao na orientacao (3) Expresse a o fluxo em toda
superficie como soma dos fluxos em cada metade.

5.2 Teorema da Divergéncia

O Teorema de Stokes associou a integral de linha ao longo de uma curva com uma certa integral de
superficie. A pergunta natural é: serd que podemos associar uma integral de superficie com uma
integral tridimensional?

Felizmente, a resposta é sim. O Teorema da Divergéncia, ou Teorema de Gauss, diz que o fluxo
de um campo qualquer em direcao ao exterior de uma superficie orientada e fechada é igual a integral
do seu divergente ao longo da regiao confinada pela superficie.

Novamente, vamos esclarecer esta frase.

Definigao 5.2. O divergente de um campo F(z,y,z) = (P(ac,y, 2),Q(x,y, z), R(x,y, z)) ¢ definido
por:

divF =2+ 5+ 5= =P+ Qy + R
Se B é uma regiao fechada e limitada do espaco, a fronteira de B é uma superficie, que em geral
chamaremos de S. Escolheremos sempre o campo normal a .S que “aponta para fora”’de B.

Por fim, lembramos que o fluxo de um campo F em dire¢dao ao exterior de uma superficie S, uma
vez fixado um campo normal K apontando para fora de S, é definido por:

/F-WdS
S

Entao enunciamos o Teorema da Divergéncia:

Teorema 5.2. Seja B uma regido fechada e limitada do R?, cuja fronteira é uma superficie S. Seja T
o campo de vetores normal & S que aponta para o exterior de B. Seja ' um campo vetorial definido
num conjunto {2 cujo interior contenha B. Nestas condicoes:

/F-ﬁdsz/// divF dzdydz
S B
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A demonstragao do teorema acima é oferecida no Apéndice B destas notas. Observe os exemplos:

Exemplo 5.3. Seja F(x,y,2) = (r,y,2?). Seja B o cilindro definido por 22 +3?> < 1e0 < z < 1.
Calcule a integral de superficie ao longo da fronteira de B considerando a normal exterior de duas
formas: pela definicdo e pelo Teorema da Divergéncia.

1. A fronteira de B consiste nas superficies: (i) Face superior: o1 (u,v) = (vcos(u), vsen(u), 1) com
0<v<1le0<u<2m (i) Face inferior: os(u,v) = (vcos(u),vsen(u),0) com 0 <v <1le0<
u < 2m; (iii) Face lateral: o3(u,v) = (cos(u),sen(u),v) com 0 < v <1e0 <u <27 O campo
normal ao longo de o1 é (0,0, 1); ao longo de o2 é (0,0, —1); ao longo de o3 é (cos(u),sen(u),0).

Entdio:
/SF -7 dS = /0%/01 { (vcos(u),v sen(u),1%), (0,0,1)) .v dudv+
i /0 . /0 (v eos(u), v sen(), 0), (0,0, ~1)) .0 dudv-
" /0 " /0 " ((cos(u), sen(u), v2), ( cos(u), sen(u), 0)) dudv
Logo:

/F-ﬁdsz?m
S

2. Pelo Teorema da Divergéncia, temos:

/F.stz/// divF dzdydz
S B

Considerando nosso campo F(z,y,z) = (x,vy, 2%), teremos que:

or Oy 02°
divF = —+ =+ —=141422=2+2
iv 8m+8y+8z + 142z + 2z

Usando coordenadas cilindricas, teremos:

2w 1 1
/// divF dzdydz = / / / (2 + 22)r dzdrdf = 37
B o JoJo

Apresentamos mais um exemplo:

Exemplo 5.4. Vamos calcular o fluxo de F(x,y,2) = (23 4 y sen(2),y> + 2z sen(x), 32) através da
superficie composta pela parte superior das esferas de raios 1 e 2, e pela parcela do plano z = 0 situada
entre elas, no sentido ao exterior da regiao compreendida entre as superficies. O cédlculo do fluxo pela
definigao fica por conta do leitor!! Nés somente aplicaremos o Teorema da Divergéncia:

/F-ﬁdsz/// divF dzdydz
S B

Note que divF = 322 + 3y + 3 = 3(2% + y? + 1). Utilizando coordenadas esféricas, teremos:
2 r2m 3
/ / / 3(rsen?(p) + 1)r%sen(y) dpdfdr =
1Jo Jo
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= 6 - [/127“4 (/Ogseng(sa) dw) d1"+/12r2 (/Ogsen(sﬂ) d@) dr]

/sen3(u) du = /senZ(u)sen(u) du

Chamando sen?(u) =t e sen(u) = 2 teremos pela regra do produto [t ds =1ts— [ s dt o seguinte:

Temos que

/seng(u) du = /senQ(u)sen(u) du = —sen?(u) cos(u) + 2/sen(u) cos?(u) du

Logo
/sen3(u) du = —sen?(u) cos(u) + 2/sen(u) — 2/sen3(u) du =
= /senS(u) du = _SGHQ(U) COS:E)U) — 2 cos(u)
Logo

ER 2 3
/ sen”(p) dp = 3° / sen(p) dp =1
0 0

Entao nossa integral ficara:
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5.3 Exercicios

Questao 5.1. 1. Calcule o fluxo do rotacional do campo F(z,y,2) = (23y, zy?, 22) ao longo da

superficie 22 — % — 22 = 1 com 1 < x < 2. Escolha a orientacdo de modo que o vetor (—1,0,0)

esteja no campo normal definido.

: _ (2,2 2 .2 . o
2. Calcule o fluxo do rotacional do campo F'(z,y,z) = (:c + y*, xiy, ¥4y ) ao longo da superficie
o(u,v) = (ucos(v),usen(v), u?sen(2v)), u € [0,1], v € [0, 27].
. o 2 3 . ss 2
3. Calcule o fluxo do rotacional do campo F(z,y,z2) = (—z,2°,—y”) ao longo do elipséide 7 +

% + % = 1. Faga agora ao longo da metade superior do elipséide.

4. Calcule o fluxo do rotacional do campo F(x,y, 2) = (22, y?, e*x3) ao longo do cone 22 +y%—22 = 0
com 1 <z <4,

5. Calcule a integral de linha do campo F(x,y,2) =(z+y+ 2,2 —y — z,—x — y — z) ao longo da
borda da superficie (u,v,sen(v)) com 0 <v <2re —1<wu<1.

6. Calcule a integral de linha do campo F(z,y, z) = (z + 3%,y + 22,z + 22) ao longo da borda do
tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1), orientada no sentido anti-horario em relagao ao
vetor (1,1,1).

7. Calcule a integral de linha do campo F(x,y,2) = (yz, 21z, ) ao longo do circulo 22 + y? = 16
e z = 5, orientado positivamente em rela¢ao ao vetor (0,0,1).

Questao 5.2. 1. Calcule o fluxo do campo F(x,y,z) = (23,3, 23) através da esfera de raio R.
Yy Yy

z

2. Calcule o fluxo do campo F(z,y,z) = (sen(y), cos(z)e ,Z—z) através da superficie limitada por
2.2

22— 22 —y? =1 e por 22 +y? = 3. Reflita sobre que superficie é esta. Calcule a intersecio entre
as duas equacoes implicitas.

3. Calcule o fluxo do campo F(x,y,z) = (22,sen(y)z, %) através da superficie limitada superior-

mente pelo paraboléide z = (—22 — y?) + 1 e inferiormente pela esfera de raio 1.

4. Calcule o fluxo do campo F(x,y,z) = (zyz,y, z) através da superficie limitada superiormente
pelo cone (z — 1) = 22 + y? e inferiormente pelo cone (z + 1) = 22 + 32,

Questao 5.3. Demonstre, utilizando o Teorema da Divergéncia, que o fluxo do rotacional de um
campo ao longo de qualquer superficie fechada é sempre zero.

Questao 5.4. Demonstre o Teorema de Green usando o Teorema de Stokes.

Questao 5.5. Seja C' curva simples fechada contida no plano x + y + z = 1. Mostre que a integral:

/ zdx — 2zdy + 3ydz
C

s6 depende da drea da regiao confinada por C, e nao do seu formato ou de sua posicao no espago.

Questao 5.6. Calcule:
/ (y +sen(z))dz + (22 + cos(y))dy + z3dx
c

onde C' é a curva a(t) = (sen(t),cos(t),sen(2t)), t € [0,27]. Vocé saberia exibir uma superficie que
contivesse esta curva?!
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Questao 5.7. Use o Teorema da Divergéncia para calcular o fluxo de F(z,y, z) = <z2x, % + tan(z), 2%z + y2)

onde S é a metade superior da esfera 2% +y2+ 22 = 1. Note que ndo é uma superficie fechada. “Feche-
a”da maneira mais simples possivel e resolva a questao!

Questao 5.8. Demonstre todas as igualdades abaixo. Suponha que S é uma superficie qualquer
com (' sua borda parametrizada no sentido anti-horario por r, satisfazendo as hipoteses convencionais
sobre diferenciabilidade. Suponha que f, g sejam fungdes com segunda derivada continua. Suponha
que B seja uma regiao qualquer com borda dada por T, satisfazendo as hipdteses convencionais sobre
diferenciabilidade.

/C(ng) dr://S(Vf X Vg) dS

/ (fV) ar=0

C

/ (fVg+gVf)ar
C

/ / a-7 dS =0, a vetor constante, n normal & superficie.
S

Vol(B) = ;//SFTL ds, F(z,y,z) = (z,y, 2)

//SrotF~ndS:0
/SDﬁde://BV2de
//S(ng)-ndS:///B(fVQngVf-Vg)dV
//S(ng—gi)-ndSZ///B(fVQQ—gVQf) dv

onde V2f = divVf e D5 f é a derivada direcional de g na direcdo da normal, ou seja, Vg - .
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Apéndice B

Demonstracao do Teorema de Stokes e
do Teorema da Divergencia

A titulo de completude desta exposigao, vamos apresentar demonstracoes (esbogada) dos teoremas
apresentados no capitulo anterior. O leitor interessado em aplicagoes dos teoremas pode esquiva-las
sem prejuizos, mas reforcamos a importancia de acessar argumentos matematicos sofisticados para um
bom entendimento da teoria.

B.1 Demonstragcao do Teorema de Stokes
Vamos introduzir algumas notacoes. Se @@ é uma regido qualquer (do R? ou do R?), entdo

dQ denota a fronteira da regido @, seja ela curva ou superficie

Agora considere um retangulo R, sua fronteira R e um campo F. A integral de linha de F' ao
longo de R no sentido anti-hordrio serd representada simplesmente por:

| r
OR

Teorema B.1 (Stokes). Seja o : D — R3 parametrizagio da superficie S. Seja Q C R? tal que S C €.
Seja I' a fronteira desta superficie, orientada positivamente de acordo com a normal de .S induzida por
0. Seja I campo vetorial definido em 2. Entao:

/FdF—/(rotF)-WdS
r s

O leitor atento observara que esta demonstracao pode ser adaptada para uma demonstracao direta
do Teorema de Green.

Lembramos o enunciado do Teorema.

Demonstragao. O Teorema de Stokes segue apds dois passos principais. Vamos chamar cada passo
de lema, deixando a demonstracao do segundo deles (a mais dificil) para o final.

Lema B.1. Dados dois retangulos R; e Ro compartilhando um lado [/, temos que:

/ F+ / F = / F
OR, OR> A(R1UR2)
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Demonstracao (B.1). E facil notar que:

Lt
ICOR: ICOR2

pois os sentidos sao opostos. Logo na soma |, OR, F+ [ ORs F este termo se cancela, sobrando apenas
os trés lados restantes de cada retangulo. Com a orientacao anti-horaria escolhida em ambos, teremos
exatamente a fronteira de R; U R, logo:
/ F
B(RluRz)
//

Lema B.2. O Teorema de Stokes vale para quando a superficie for um retangulo R infinitesimal, ie:
/ F = (rotF) -7 dR
OR

Note que nao ha sinais de integragao do lado esquerdo, pois o retangulo é infinitesimal...

Com os lemas acima, a demonstracao do resultado segue facilmente se passarmos por cima de certos
detalhes técnicos. Como sempre, aproximamos a integral de superficie como a soma das integrais em
retangulos que aproximam uma parti¢do da superficie em regides quadrilaterais curvas (como foi feito
para a area!). Entao faremos o limite desta soma quando (1) temos infinitos retangulos (2) eles sao
infinitamente pequenos. Em termos informais:

/(rotF)~ﬁ>dS: Z (rotF) -7 dR =
S

retangulos R
infinitesimais

- > [
retangulos R oR
infinitesimais
Esta ultima igualdade valendo pelo Lema B.2. Mas usando o Lema B.1 indutivamente, transformando
cada par de retangulos em um retangulo maior, acabaremos que:

rotF) -7 dS = / F=|[| F
/S( ) Z R OR oS

retangulos
infinitesimais //

Falta demonstrar o Lema B.2, o que contém de fato a esséncia deste resultado.

Demonstragao (B.2). Para simplificar a notagao, vamos assumir que por uma mudanca de coorde-
nadas o nosso retangulo esteja no plano xy e um dos vértices seja a origem. Considere entao os lados

do retangulo como sendo:
I s1(t) = (tA;,0,0), t€]0,1]

II: so(t) = (Az,tAy,0), te€0,1]
IIL: s3( (Az(1—1),A,,0), te]0,1]
(t) = (

IV: s4(t) = (0,A4(1 —1¢),0), te]0,1]
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Observemos que o vetor normal unitério a este retangulo é n = (0,0,1). Seja:

F(z,y,z) = (P(x,y, 2), Q(z,y, 2), R(z,y, Z))

Lembre-se que o fato a seguir é sempre verdadeiro para qualquer f (mudanga de varidveis):

1 1
/ f(t) dt:/ f(1—t)at
0 0
Teremos entao que:

/‘93F:/1F+/HF+/IHF+/IVF:g/olF(sk(t))'sk(t) dt =
1

= / [P(tAz,0,0)A; + Q(Ag, tAy,0)A, — P(tAz, Ay, 0)A; — Q(0,tA,,0)A,] dt =
0

1 _ _
:/ (Q(Ax,tAy,O) Q(0,tAy,0)  P(tAz, Ay, 0) P(tAx,0,0)> A,A, df

0 Al" Ay

Tomando limites, a ultima integral acima converge para:

/1 8£—8£ dxdydt
o \Ox 0Oy Y

Donde concluimos que:

_(0Q 0P B —
/BRF_ <8x 6y> dzdy = (rotF) - 7 dzdy

Mas dzdy = dR, concluindo nossa demonstracao. .

Observamos que passamos por cima de varios detalhes (questoes de convergéncia, mudangas de
coordenadas...) e sé utilizando a defini¢ao de rotacional para obter a tltima igualdade da demonstracao
do lema anterior. Para justificar a definicdo completa, podemos argumentar que simplesmente o
resultado teria que continuar valendo qualquer que fosse nossa mudanca de coordenadas, portanto
mandar em retangulos no plano xz deveria fazer aparecer o termo P, — R,, e mandar em retangulos
no plano yz deveria fazer aparecer o termo Ry, — Q.

B.2 Demonstracao do Teorema da Divergéncia
Enunciamos agora o Teorema da Divergéncia:

Teorema B.2. Seja B uma regido fechada e limitada do R?, cuja fronteira OB é uma superficie S.
Seja o campo de vetores normal & S que aponta para o exterior de B. Seja F' um campo vetorial
definido num conjunto §2 cujo interior contenha B. Nestas condigoes:

/F-ﬁdsz/// divF dzdydz
S B
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Demonstragao. Vamos comecar fazendo uma hipétese simplificadora. Suponha que B é uma regiao
simples, ou seja, que qualquer reta paralela a um dos eixos coordenados intersecte B somente em um
segmento de reta ou ponto. Isso significa que uma esfera (maciga), por exemplo, é simples, ao passo
que um toro (macigo) nao é. Continuando, denotamos:

F(x,y,z) = (P(x,y, 2),Q(z,y, 2), R(z, vy, z)) = (P,Q,R)

e denotamos também o campo normal unitario w por:

n(x)y’ Z) = (nl(xvyvZ)v”?(xvyvz)vnfi(xvyvz)) = (nlan25n3)

// F-ndS:///didexdydz
oB=S

//83 (Pni+Qna + Rng) 45 = /// (P, +Qy + R.) drdydz

Na verdade, mostraremos algo ainda mais especifico. Mostraremos que:

// Pnq, dS = ///Px dxdydz
oB

/ABQnQdS:///dexdydz
//aBRngdS:///dexdydz

Por questoes de simetria na argumentacao, basta mostrar uma delas, digamos, a tltima. Como estamos
supondo que B é uma regiao simples, podemos dividir a fronteira de B em trés partes conexas:

Queremos mostrar que:

ou seja:

{0B}+¢opo onde ng >0

{OB }peio onde ng =0
{0B}pase onde n3 < 0

Dai teremos que:

// RngdS:// RngdS—F// RTLgdS—F// Rns dS =
0B aBtopo 8Bmeio aBbase
:// RngdS—i-// Rns dS
8Bt°p0 6Bbase

pois ng = 0 em {OB}neio. Agora suponhamos que exista uma regiao D no plano zy tal que {0B}topo
é a imagem da fungao:
T(z,y) — (z,y,t(z,y)), (z,y) €D

e que {OB }pase € a imagem da funcao:

B(z,y) = (v,y,b(z,y)), (v,y) €D
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Caso esta hipdtese nao se verifique, seria necessario efetuar uma mudanca de coordenadas para definir
as funcdes, mas que poderia ser cancelada com uma nova mudanca nas integrais a seguir, e deixamos
os detalhes de lado. Continuando, teremos que:

// Rns3 dS = // Rn3topo ds + // Rngpase dS
0B aBtopo 6Bbase

Agora se S = 0Bxopo, entao:

dS =||(1,0,tz) x (0,1,,)||dedy = ||(—tsz, —ty, 1)||dzdy
E se S = 0Bpase, entio:

dS = [[(1,0,bz) x (0,0, ty)||[dzdy = [|(=bs, —by, 1)||dzdy

O vetor normal n em 0Byop, seria:

(—tg, —ty, 1) 1
n opo = T . T N :> n3 opo = T . T N
PO [ty —ty, D] P [(—ta, —ty, 1]
E o vetor normal n em 9By,se seria:
(=bz, —by, 1 -1
= — = =
P2 T (b, by DI T (=i, by, D

Cancelando os termos ||(—tz, —ty, 1)|| e ||(—bz, —by, 1)||, teremos que:

//83 Rn3z dS = //D R(z,y,t(x,y)) drdy — //R R(z,y,b(x,y)) dedy =

~ [ Ry ta.) = R,y bla ) oy

Mas, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que este ultimo termo é justamente igual a:

Mo 5 emee= 11,52
—— dxdydz = —— dxdydz =
b(z,y) 0 B 0z

concluindo exatamente onde queriamos.

Para mostrar o resultado completamente, seria necessario mostrar que podemos pegar qualquer
regiao M e dividi-la em regioes simples, e que o teorema valendo em cada parte implica que valeria em
toda a regidao. Intuitivamente nao hé como discordar, mas os detalhes técnicas fogem aos propdsitos

deste texto.
O
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Apéndice C
Revisao - integrais triplas

Generalizando o estudo de integrais bidimensionais, podemos definir integrais de fungoes reais de n
variaveis em regioes do espaco n-dimensional. Neste capitulo, vamos definir integracao de fungoes de
trés varidveis em regides do R3, dando sentido & expressao:

X
A
onde f:R? - Re A c R

A definigdo formal dessas integrais envolve somas de Riemann em partigdes de paralelepipedos do
R3, tratamento este que deixaremos para que o leitor interessado pesquise nas fontes citadas.

Um tratamento muito mais facil pode ser obtido através do Teorema de Fubbini, que permite
expressar integrais de vérias varidveis em termos de integrais repetidas. Entao, se A é o retangulo
[a1,as] X [b1,b2] X [c1,¢2], € f:= f(z,y,2), temos que:

as ba c2
/f=/ / / f(z,y, z)dzdydx
A ail b1 (&1

Exemplo C.1. Seja f(r,y,2) = 22 +yz. Seja A =[0,1] x [1,2] x [~1,3]. Entao

1 2 r3 1 p2 Y22
/f:/ / / :c2+yzdzdydx://zaz2+
A 0o J1 J-1 0 J1 2

1
:/ 4x2y+ 23/2
0

3 1 2
dydxr = / / 422 + 4y dydx =
— 0 1

1

Loy 292

2 1 3
4
dx:/4:v2+6dx:§+6:r0 . .

1 0

d

E importante ressaltar que estas integrais repetidas podem ser calculadas em qualquer ordem,
desde que se tome o devido cuidado em integrar na varidvel correspondente ao limite considerado.

Muitas vezes, os limites de integragao nao poderao ser expressos somente numericamente, € o caso
em que a regiao considerada nao for um retangulo.

C.1 Coordenadas retangulares

Consideremos o intervalo [a,b] onde consideramos a varidvel z. Sejam g¢i(x) e g2(z) duas fungoes
definidas neste intervalo. Entre os valores que estas fungoes assumem, definimos a varidvel y. Sejam
agora as funcoes hi(z,y) e ha(x,y), onde a varidvel x é tomada em [a, b] e y tomada em [g1 (z), g2(z)].
No intervalo [h1(z,y), ha(z,y)] definimos a varidvel z.
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Nas condicdes acima apresentadas, temos uma regido A do R? delimitada por:
a<z<b gi1(z) <y<ga(z), hi(zy) <z < ho(z,y)

Entao, se f é uma funcao real de trés variaveis, podemos considerar:

b g2 (Z) ha (xvy)
[o= [ [ o) dedyda
A a Jgi(z) Jhi(zy)

onde neste caso a ordem de integragao nao pode ser alterada, a nao ser que se determinem novas
funcoes.

Exemplo C.2. Considere a regiao A delimitada por
0<x<1l, 0<y<l—z 0<2z<1l—2—y
Como exercicio:
1. Quais sao as fungoes g1, g2, h1 € ho 7
2. Desenhe esta regiao!

Se f(z,y,z) = x estd definida nesta regiao, entao:

1 pl—z pl—z—y 1 pl—z l-z—y
/ f= / / / T dzdydr = / / Tz dydxr =
A 0 Jo 0 0o Jo 0
1 pl-x 1 2 |1-x
:// xexydydx:/y(mx2)w dr =
o Jo 0 2 o
1 1— )2 1 3 2 3 41 1
:/u_@@ﬂﬁ_ﬂ10M:/$_ﬁ+mﬂzx_$+$:
0 2 o 2 2 4 38|, 24 .

Em algumas situagoes, a regiao podera estar sendo expressa de uma maneira levemente diferente
de como introduzido acima. Neste caso, convém fazer uma adequagao.
Considere a regido A limitada pelos planos do R3:

r=0,z=1,y=0, 2=0, z24+y=1
Certamente a melhor maneira de visualizar a regido é desenhando-a. Poderemos concluir entao que:
0 <x <1, donde obtemos nossos a e b.

Concluiremos também que:
y>0,22>0, 2+y<1

que ainda nao estd na forma desejada. Como y e z sao positivos, a condicao z + y < 1 implica
naturalmente que z < 1 e que y < 1. Esta ultima condigao é tinica que associa duas variaveis, entao
certamente uma delas permanecerd livre, enquanto a outra devera ser limitada por uma funcao da
anterior. Neste caso, temos:

0 <y <1, donde obtemos nossos gi(z) e ga(x).
e também:

0 <z <1-—y, donde obtemos nossos hi(x,y e ha(z,y).
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C.2 Mudanca de variaveis

Consideremos uma transformacao G : (z,y, z) — (z(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v,w)) que envia a regiao A
do R3 em outra regidao B do R?, ou, melhor dizendo, que escreve as varidveis x,y e z de outra forma.
Consideremos uma funcdo f : R?* — R definido em B. Entdo o seguinte resultado é valido:

/sz/A<foG>|det<DG>|

onde D¢ é a matriz composta pelas derivadas parciais de =, y e z com respeito as variaveis u, v e w,
chamada matriz Jacobiana. Ou seja:

ou Ov Ow
b | o o o
ou Ov Ow
ou Ov Ow

As duas segoes seguintes se dedicam a apresentar aplicagOes muito uteis destes resultados.

C.3 Coordenadas cilindricas

Considere o problema a seguir:

Exemplo C.3. Integre a funcio f(z,y,z) = 2% + y? na regido A limitada pelo plano z = 0 e pelo
paraboléide z + 22 + y? = 1. Apés desenhar a regido, obtemos em termos de desigualdades:

z2>0ez+22+9y2 <1 (%)

Com o que vimos em coordenadas retangulares, comecamos limitando o z, ignorando y e z. Como 2

é positivo, temos que |z| < 1, logo
-1<z<1

Tratemos de limitar y agora com respeito a z. Ignorando o z temporariamente, temos que z2+y? < 1,

logo:
—V1-22<y<V1-— a2

Por fim, olhando para as duas desigualdades em (%), temos que z estd limitado da seguinte forma:
0<z<1-—22- y2

Entao nossa integral fica no formato:

1 V1—x2 1—x2—y2
/ = / / / 22 + 42 dzdydx
A -1J-vi=z2 Jo

e o leitor fica convidado a resolvé-la neste formato se nao tiver mais o que fazer.
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Certamente esta nao deve ser a melhor estratégia para resolver um problema aparentemente tao
simples. A expressao de um paraboldide possui um forte apelo de simetria com respeito a rotagdo. A
funcao considerada também possui uma consideravel simetria rotacional. De fato, se formos capazes
de reescrevemos as variaveis de modo que essa simetria se expresse mais claramente, conseguiremos
resolver o problema com facilidade.

Neste contexto, introduzimos a mudanca de coordenadas retangulares para cilindricas:

x — r.cos(0)
y — r.sen(0)

zZ—Zz

onde 0 <O <2mer>0.

Note que a varidavel z de altura permanece inalterada. A nova varidvel r é a distancia do ponto
(z,y,2) ao eixo z, e a varidvel  mede o angulo da projegdo do ponto com respeito ao eixo x.

O aluno interessado poderda tentar compreender melhor tal mudanca de coordenadas fazendo um
desenho e imaginando um cilindro dentro do R3, ou pesquisando nas fontes recomendadas.

A nomenclatura das varidveis é apenas arbitraria. No caso, u,v e w sao r,0 e z.

Calculamos entao o determinante da matriz Jacobiana:

Oor Oxr O
or 00 8z
cos(f) —rsen(f) 0
|Dg| = g‘:{ g‘g g‘z = senEQ; rcos((H)) 0
0 0 1
0z 0z 0z
or 00 0z
Facilmente calcula-se
|Da|=r

Voltando ao exemplo anterior, temos:
Exemplo C.4. A regido é z > 0 e z + 22 + y? < 1. Trocando (z,y, z) pelos novos (r, 6, z), teremos:
2>0ez+1r2<1

pois (rcos(#))? + (rsen(f))? = r2, onde o 6 é livre de 0 a 2w e r > 0. Vemos facilmente entdo que:
—— ~———
@ Y

e que

A funcao, por outro lado, fica:

foG(z,y,2) = (rcos(6))? + (rsen(f))? = 2

Entao aplicando a mudanga de varidveis, ou seja, ajustando aos novos limites, usando a funcao com-
posta, e nao esquecendo o determinante Jacobiano, teremos que:

27,1 pl—r?
/ f= / / / r2.r dzdrd
A 0 0 0
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significativamente mais simples! De fato:

2 1 pl—r? 2l 1—r2 21 ol
/f:/ // r2.rdzdrd9:/ /zr3 drd&z/ /r3r5 drdf =
A 0 0 JO 0 0 0 0 0
1

2m .4 6 27
:/ .o w:/ Lag=T
0 4 6 0 0 12 6 D

Apesar de muito tteis quando estamos lidando com regioes de revolucao, as coordenadas cilindricas
podem nao se adequar a todos os casos.
Considere o caso a seguir:

Exemplo C.5. Integre a fungao f(z,y,2) = th}ﬂ na esfera S dada por:

z

24+t +22<1
Passando para coordenadas cilindricas, teremos:
r?4+22<1

Donde teremos:
0<h<2m 0<r<1, —vV1—-1r2<z<+y1-1r2

que pode nao ser muito facil de calcular na integral... ]

Neste caso, introduzimos as coordenadas esféricas.

C.4 Coordenadas esféricas

A mudanca de coordenadas retangulares para esféricas é dada pelas expressoes:
x — 1.cos(f)sen(p)
y — r.sen(f)sen(p)
z — r.cos(p)

onde 0 <O <2m, 0<p<mer>0.

A nova varidvel r é a distancia do ponto (x,y, z) ao ponto (0,0,0), a varidvel § mede o angulo da
projegao do ponto com respeito ao eixo z e a varidvel ¢ mede o dngulo do ponto (visto como vetor)
com o €eixo z.

O aluno interessado poderda tentar compreender melhor tal mudanca de coordenadas fazendo um
desenho e imaginando uma esfera dentro do R?, ou pesquisando nas fontes recomendadas.

Calculamos entao o determinante da matriz Jacobiana:

Jr Ox Ox

ar 90 Oy
oy oy oy cos(f)sen(p) —rsen(f)sen(yp) 7. cos(f)cos(p)
|D¢| = o 90 0o = | sen(f)sen(p) r.cos(f)sen(yp) r.sen(f)cos(y)
cos(p) 0 —r.sen(p)

0z 0z 0z

ar 90 dyp

Com alguns célculos, conclui-se que
|Dg| = rsen(yp)
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Exemplo C.6. Vamos voltar ao exemplo anterior. A esfera S é dada por z2 + y? 4+ 22 < 1. Por meio
de uma mudanca G para coordenadas esféricas, teremos que

[r.cos(8)sen(y) ]2 + [7“.sen(9)sen(g0)]2 + [r cos(ap)]2 =
—_———— —— — ———

T Y z

2

= r%sen(yp)? + r? cos(p)? = r?

Dai concluimos que 6 e ¢ sao livres, e r < 1. Logo:
0<r<1,0<0<2m, 0<p<m
A funcao, por sua vez, ficara:

foG(x,y,z) = f(r.cos(0)sen(p), r.sen(f)sen(p), r. cos(p)) =

_ [r. cos(G)sen(gp)] + [r.sen(&)sen(go)] _ tan?(y)
[r.cos(y) ]3 7 cos(yp)
—_———

z

Agora montamos a integral, ndao esquecendo o jacobiano:

1 2 ™ 2
/f :/ / / 7tan () .r2sengp dpdfdr
S 0 Jo o 7cos(p)

Como r é uma constante com respeito as integrais de 6 e ¢, e como nao aparecem termos em 6, teremos

T (e

Vamos exibir mais aplicacoes das coordenadas cilindricas e esféricas na préxima segao.

C.5 Aplicagao: Calculo de volumes

O uso da integracio em R3 nos fornece um método para calcular volumes de sélidos, e a massa se
considerarmos uma func¢ao densidade.
No caso de volumes, definimos convenientemente:

Vol(A) = /A 1

Exemplo C.7. Considere um cilindro C' de raio R e altura H. Para calcularmos seu volume, vamos
fazer uma mudanga para coordenadas cilindricas. Sem esquecer o jacobiano, teremos:

R 2 H RZ
/ 1 :/ / / r dzd@dr = — .H.21r = R®>.H.t
c o Jo Jo 2

Naturalmente igual & formula obtida apds aplicar o principio de Cavalieri.
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Exemplo C.8. Vamos calcular o volume de uma piramide P reta de base quadrada. Se um lado da
base mede 2 e se a altura é 2, trata-se da regiao limitada pelas desigualdades:

220, 242y<2; 2—2y<2; z+4+2x<2; 2—2x<2
Elegemos a varidvel x para ser livre. Claramente
—1 < 2 < 1donde temos nossos a e b

Olhando para as quatro desigualdades, e com o objetivo de isolar o z, obteremos que z deve satisfazer
simultaneamente:
2<2—-2x; 2<2—-2y; 2<242x; z2<2+42y

Por exemplo, quando x for positivo e maior que |y|, serd o caso da primeira. Quando for y positivo
maior que |x|, serd o caso da segunda. Tente interpretar geometricamente para quais regides da
piramide essas desigualdades se aplicam!

De qualquer maneira, elas dividem a piramide em 4 partes iguais. Entao o volume da piramide
poderd ser obtido usando apenas a primeira, ou seja, exigindo z positivo e z > |y| = —x <y < a:

1 T 2—2x 1 z 1 . )
/1—// / ldzdydac—// 2—2xdydx—/4x_4x2d$_2__
oo 0 S 0 373

8

Multiplicando por 4, obtemos 3. .

Se existe uma funcao densidade d definida em cada ponto do sélido A, entao a massa do sélido é

/d
A

Exemplo C.9. Qual a massa da esfera S cuja densidade é igual a distancia do ponto ao centro da
esfera?

A densidade trata-se da funcao d(z,y, z) = /22 + y? + 22. Entao a massa sera dada por:

S

Passando para coordenadas esféricas, teremos que:

1 2w ™
/ VaZ+ 2+ 22 = / / / Vr2r2sen(p) dpdfdr =
s o Jo Jo

() ([ 1) ([ ) - D
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C.6 Exercicios

Questao C.1 (Fixacao).  a. Integre a fungao f(x,y,z) = x +y no retangulo [—1, 1] x [0, 1] x [2, 5].
b. Integre a fungao f(x,y,z) = sen(x)sen(z) no retangulo [0, 7] x [0,2] x [—7, 7].
c. Integre a fungao f(z,y,z) = cos(x + y + z) no retangulo [0, 7] x [0, 7] x [-F, F].

Questao C.2 (Coordenadas retangulares).  a. Desenhe a regiao determinada por 0 <z <1, —z <
y<ze—x<z<uz Integre a funcdo f(z,y,2) = xyz nesta regiao.

b. Integre a fungao f(z,y,z) = x + y + 2z na regiao limitada pelos planos z =y +1, z = —y + 1,
z=1,z=—1e z=0. Talvez seja necessario fazer 2 integrais!

Questao C.3 (Coordenadas cilindricas).  a. Integre a funcao f(x,y, z) = 2z no cilindro reto de raio
3 limitado pelos planos z=0¢e z = 2.

b. Desenhe a regido limitada pelo cilindro z? + 32 < 1, pelo paraboléide z = 22 + y* e pelo plano
z = 2. Integre a funcao f(x,y,z) = @ nesta regiao.

Questdo C.4 (Coordenadas esféricas).  a. Integre a funcio f(z,y,2) =1

resultado mudaria se fosse %? Tente calcular de fato a integral de %

na esfera de raio 1. Este

b. Integre a funcao f(z,y,2) = /22 + y2 na casca esférica 1 < x2 + y% + 22 < 4.

Questao C.5 (Volume e massa).  a. Calcule o volume da regiao limitada pelas superficies y =
cos(x), z=y,r=0,2=7Fez=0.

b. Calcule o volume da regiao limitada acima pela esfera de raio 1 e abaixo pelo paraboldide
2 2
z=x"+y".

c. Calcule a massa do sélido limitado acima pela esfera x? + 32 + 22 = z e abaixo pelo cone
22 = 22 4+ 92, se a funcdo densidade é dada por 2 vezes a distancia do ponto & origem.

d. Deduza férmulas para o calculo do volume da esfera e do paraboléide z = 22 + y? limitado pelo
plano z = a.

e. Deduza férmula para o cdlculo do volume de um elipséide
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Parte 111

32 unidade

Onde falaremos sobre sequéncias de nimeros, séries numéricas,
séries de poténcias e séries de Taylor
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Capitulo 6
Sequéncias

Uma sequéncia de nimero reais é uma fungao
s:IN—-R

que associa a cada numero natural um ndmero real. Serd comum denotarmos s(n) = s, e dizermos
que este é o n-ésimo termo da sequéncia.

Exemplo 6.1. A funcao s(n) =n+ 1 é a sequéncia:
2,3,4,5, ..+ 1,..

Exemplo 6.2. A fungao s, = \/g é a sequéncia:

\/T \/5 \/§ \/Z ) \/E
5 ) 5 9 5 ) 5 ) ) 5 9t
Dizemos que uma sequéncia é convergente se existir:

= lim s,
n—oo

Neste caso, dizemos que L é o limite da sequéncia. Lembramos ao leitor que, por definicao, tal limite

existe se:
Dado € > 0, existe ng tal que n > ng implica que |s,, — L| < €

Exemplo 6.3. A sequéncia s, = % é convergente, e seu limite é 0. Com efeito, dado um € > 0,
1 1
queremos achar um ng tal que, a partir deste ng, |— — 0] < ¢, ou seja, — < e. Mas isto ¢é logicamente
n n
1
equivalente a — < n. Logo, dado ¢ > 0, tomamos qualquer ng > % Logo n > ng > % implicard que:
€
1
— <€
n
O limite portanto existe e é igual a 0.

Dizemos que

lim s, = 00
n—oo
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se a seguinte condicao se verifica:
Dado M > 0, existe ng tal que n > ng implica que |s,| > M
ou seja, a sequéncia cresce indefinidamente. Equivalentemente, diremos que:

lim s, = —
n—oo

se a seguinte condicao se verifica:
Dado M < 0, existe ng tal que n > ng implica que |s,| < M

ou seja, a sequéncia decresce indefinidamente.
Em ambos os casos, diremos que a sequéncia é divergente.

Exemplo 6.4. A sequéncia s, = n? é divergente, e diverge para +o0o. Com efeito, dado um suposto
limite M para esta sequéncia, se tomarmos um natural ng > v M, teremos que:

n>ng>vVM implica que s, =n? > M

como queriamos. =

Com estas definicoes de limite, todas as propriedades usuais se verificam. Ou seja, o limite, se
existir, é unico. A soma dos limites, se existirem, é exatamente o limite da soma, e 0 mesmo para o
produto. Em resumo:

Proposigao 6.1.

0. Se lim a, = Ae lim a, = A, entao A = A’

1. Se lim a, = A# ocoe lim b, = B # oo, entao:
n—oo n—oo

lim [(an)+ (by)] = A+ Be lim [(an)(bn)] = AB

n—oo n—o0

2. Se lim a, =A# o0 e lim b, =B, B#o00e B # 0, entao:
n—oo

n—0o0

3. Se lim a, = A#0e lim b, = oo, entao:
n—oo n—oo

lim [(an) + (bn)] =00 e lim [(an)(bp)] = o0

n—0o0 n—oo

4. Se lim a, = A # oo e lim b, = oo, entao:
n—oo n—o0

am = =0

5. Se lim a, = o0 e lim b, = B # oo, entao:
n—oo n—oo

lim — = o
n—oo by,
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O leitor é convidado a analisar os casos em que temos lim x, = —oo ao invés de +o0.
n—oo

2
— 1
Exemplo 6.5. Calcule o limite lim %
n—oo 2n4 4+ 5H

de ambos os fatores sdo +00. Mas note que:

. A proposicao acima nao se verifica, pois os limites

n?—3n+1 1-24+%
2n2+5 24 5

O limite de ambos os fatores agora existe, e temos:

1
lim (1—3+2>—1e lim <2+52>—2
n—oo n n n—o0 n

Pelo item 2 acima, teremos:
3 1
nmoonT ot
n—oo 2n2 45 n—oo 24 % 2

O]

O leitor certamente ji compreendeu o espirito da coisa: tudo que se disse sobre lim f(z), onde z
Tr—00

é uma variavel continua e f : R — R se aplica aos limites de sequéncias.

6.1 Critérios de convergéncia

A proposicao a seguir apresenta um critério bastante ttil:
Proposicao 6.2. Seja uma sequéncia s, é crescente.

1. Se for limitada superiormente, entao o limite lim s, existe, ie, s, é convergente.
n—oo

2. Caso contrério, s, sera divergente.
Caso seja decrescente, consideramos limites inferiores.

Demonstracao. Todo conjunto de nimeros reais limitados superiormente admite supremo S. Este
supremo sera o limite da sequéncia, uma vez que dado um e > 0, existird um S — e < s,, < S por
definicao de supremo. A partir de tal sy, os termos seguintes se acumularao entre S —e e S. Mas
isto para qualquer escolha de €, logo S é o limite. No caso da sequéncia nao limitada superiormente,
¢é 6bvio que ela nao pode ter limite, senao todos os termos seriam menores ou iguais a este. 0

Como aplicacao do critério acima, vamos mostrar que uma sequéncia converge e que outra diverge.

n
1
Exemplo 6.6. Considere a sequéncia definida por s, = Z 7z Ou seja:
k=1
1 1 1 1 1 1 B 1 1 1 1
81—1 82—1+22, 2724-?, 84:14-?—'-?—'-@, 85—1+22+§+7+52,

Vamos mostrar que esta sequéncia converge. Falando de um modo informal, vamos mostrar que a
soma infinita:

s3 =1+

li —1+1+1+1+1+1+1+
A sn = 2iptetetete

converge para um valor. Inicialmente note que s,4+1 — sp, )2 > 0, logo a sequéncia é crescente.

Pelo critério acima, basta verificarmos que ¢é limitada. Para i 1sso, faremos uso do célculo:
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1 6 7

Observe que a area de cada retangulo é igual a cada termo da soma. Logo a soma de todas as dreas
serd igual a nossa soma infinita. Mas note que a soma dessas areas é inferior a area sob o grafico.
O leitor deve ser lembrar que drea sob o grafico é calculada fazendo uso do calculo:

b b

1 -1

lim/ —dr = lim (—)
b—oo J1 T b—oo T

1
=liml—--=1
1 b—o0 b

Logo
b

TR P R Lir <1
vy Y Y 1m — ax
22 132 " 42 booo J; 22 T

Nossa sequéncia, formada pelas somas parciais, é portanto crescente e limitada, logo convergente, a
partir da proposigao acima apresentada. Calcular o limite, por outro lado, nao é facil. Com um pouco
de técnica, obtém-se o impressionante resultado:

0 2

. T

lim s, = g = —

n—00 6
n=1

O leitor interessado podera consultar uma demonstracao deste resultado no apéndice ao final do textps

Exemplo 6.7. Se removermos os quadrados dos termos da sequéncia anterior, a sequéncia divergira.

n
1
Considere a sequéncia definida por s,, = Z - Ou seja:
k=1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
s1 =1, 82—14‘5, 83—1+§+§, S4—1+§+§+1, 85—1+§+§+Z+5,

Vamos mostrar que esta sequéncia diverge. Falando de um modo informal, vamos mostrar que a soma

infinita:
Hm sn =142+ o o h s bt iy
e R I S
1

diverge, ou seja, seu limite é o infinito. Inicialmente note que sp4+1 — s, = st > 0, logo a sequéncia

é crescente. Pelo critério acima, basta verificarmos que é ndo é limitada. Para isso, faremos uso do
calculo:




Observe que a area de cada retangulo é igual a cada termo da soma. Logo a soma de todas as areas
serd igual a nossa soma infinita. Mas note que a soma dessas dreas é superior a drea sob o grafico.

Novamente:
b b

lim —dzr = lim In(z)| = lim In(b) = o0
b—oo J1 X b—ro0 1 b—ro0

Logo
TRTIETIE ISV Y (I N
— — — 1m —
27371 oo J; 2ot

Nossa sequéncia, formada pelas somas parciais, é portanto crescente e ilimitada, logo divergente, a

partir da proposicao acima apresentada. 0

Nos dois exemplos acima, tratamos do limite de sequéncias formadas por somas parciais, e sem
pudor falamos de soma infinita, dando uso a notacao:

[eS)
> sn
n=1

No capitulo seguinte, daremos muita atencao a este tipo de sequéncia, chamada série. O teste que
fizemos para mostrar se a série convergia ou divergia é chamado teste da integral, e voltaremos a falar
dele no futuro. Por ora, apresentamos um critério deveras famoso, a titulo de curiosidade.

Proposigao 6.3 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia s, é convergente se, e somente se, dado € > 0,
existe ng tal que se 4, j > ng, entdo |s; — s;| < e.

A proposicao acima diz os fatos a seguir sempre ocorrem simultaneamente:

1. Uma sequéncia se acumula em torno de um ponto, ie, converge para um limite.

2. Os termos da sequéncia tornam-se cada vez mais préximos um do outro.

A demonstracao que estes dois fatos sdo equivalentes nao é trivial, e preferiremos nao apresenta-la

aqui.

6.2 Exemplos classicos

Observe a proposicao a seguir, de extrema importancia:

Proposigao 6.4 (Critério da razao para sequéncias). 1. Se s, é uma sequéncia de termos positi-

. Sn+1
vos, e se lim
n—oo Sy

=a < 1, entdao lim s, =0.
n—oo

, ~ . .. . Sn+1 ~ .
2. Se s, é uma sequéncia de termos positivos, e se lim =b>1, entao lim s, = co.
n—o00 Sy n—oo
Sn+1

3. Se s, é uma sequéncia de termos positivos, e se lim
n—oo 8§,

= 1, entao nada podemos afirmar

sobre a sequéncia.

Demonstracgao.
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. S .

1. Seja c tal que a < ¢ < 1. Logo *2*% < ¢ para n suficientemente grande. Logo s,41 < ¢.5, < 8p,
n

dai temos que a sequéncia é decrescente. Como os termos sdo positivos, ela é decrescente e

limitada, logo convergente. Seja lim s, = b. Observe que:
n—oo
Sn+l < €.Sp = lim sy <c lim s, = b<cb
n—oo n—oo

Logo temos que b.(1—¢) < 0. Como b > 0 e (1 —c¢) é positivo pois ¢ < 1, temos obrigatoriamente:

lim s, =b=0
n—oo
2. Suponha para efeito de derivar contradigdo que a sequéncia fosse limitada. Seja L seu limite.
Podemos escrever b = 1 4+ h. Entao para n suficientemente grande, an,11 =~ a, + ha,. Se
olharmos para um a, préximo o suficiente de L, digamos, menos que ha,, entao certamente
teremos a,41 > L, um absurdo.

1

. n+l A . on+1
3. Note que lim n%rl =1, e a sequéncia a, = % converge para 0. Note que que lim =1,
n—o0 - n—o0 n
N . 2 ~ . An+1
e a sequéncia a, = n diverge. Por fim, observe que se a, = 37?2_+11, entio lim —tL = 1, ea
n—00  (pn
sequéncia converge para 3.
O
Como aplicacao da proposicao acima, observe os classicos exemplos a seguir:
plicag Proposig ) p g
Exemplo 6.8. Sejam a > 1 e k uma constante, temos que:
k
.on
lim — =0
n—oo q™
Com efeito, observe que:
(n+1)* 1\k
. Sn+1 . FI . 1+ = 1
lim 2 = lim @ = lim u:f<1
n—oo Sy, n—00 TLn n— 00 a a
a
nk’
Logo, pela proposi¢ao acima, temos lim — = 0. Em outras palavras, esta proposi¢ao nos diz que a
n—oo @
exponencial sempre ganha da polinomial. B
Exemplo 6.9. Seja a > 1, temos que:
.a”
lim — =0
n—oo N
Com efeito, observe que:
an+1
. Sn+1 . +1)! . a
lim 2 — 1im (nan) =1 =0<1
n—oo Sy, n—00 o n—oon + 1
an
Logo, pela proposicao acima, temos lim - = 0. Em outras palavras, esta proposicao nos diz que o
n—oo n!
fatorial sempre ganha da exponencial. -

O exemplo a seguir é mais sofisticado, e muito importante.
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n+1

n
o seu limite. Pelo binémio de Newton, temos que:

1\" nl nn-—1 1
<1+> —pptynel) 1
n n n n

S L T [ | R )

Obviamente, temos que a,, > 2. Quando n cresce, o nimero de parcelas e o valor de cada uma também
cresce, logo a, é uma sequéncia crescente. Temos também trivialmente que:

n 1 n
Exemplo 6.10. Mostraremos que a, = > = <1 =+ ) é crescente e limitada, e definiremos
n

141 1 1 1<1 1 1 1 1
anp < 1+ +5+§++5_ + +§+?+2n7—1

A soma desta progressido geométrica, como se sabe desde o ensino médio, é tal que:

11 1 = — 1

Logo a, é uma sequéncia de termos crescentes e limitada superiormente por 3. Logo é convergente.
Definimos: .
. n+1
e = lim
n—o00 n

E um ntdmero entre 2 ¢ 3. Sua expansao decimal até a quarta casa é e = 2, 7182.

Como aplicacao, temos:

Exemplo 6.11. Temos que:

Com efeito, observe que:

hd n
lim Sntl _ lim M: lim ( i >

n—oo S, n—00 nl n—oo \ n + 1

n
n
Certamente < 1) estard sempre entre 0 e 1, logo é limitada. Como sua inversa, do exemplo

n

anterior, era crescente, teremos que esta é decrescente, logo convergente, e seu limite estard entre 0 e
!

.~ . . n: .o~ .
1. Logo, pela proposi¢ao acima, temos lim — = 0. Em outras palavras, esta proposi¢ao nos diz que
n—oo n,

a exponencial de base crescente sempre ganha do fatorial. .
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6.3 Exercicios

Questao 6.1. Calcule os limites abaixo.

3. nl_wo S
4. lim n® —n?
n—oo

Questao 6.2. Para cada natural n, seja A, o circulo de raio n. Prove que a sequéncia abaixo converge:

an:// e_(x2+y2)2d:vdy
ATL

Questao 6.3. Prove que a sequéncia abaixo converge:

n 2
o :/ sen®(x) i
1

2

Questao 6.4. Utilizando o critério da razao, resolva as questoes abaixo.

n!
1. Dados k natural e a > 0, calcule: lim —
n—oo nf.q™m

an! n®a"n!

2. Dados k natural e a > 0, com a # e, calcule: lim
n—oo N n—o00 nn

Questao 6.5. Calcule os limites abaixo, seguindo as sugestoes.

%
1. lim W; Observe que Vn! > (” n> = Z

n—o0 2 2
1 1 2
2. lim %; Note que log(y/n) < v/n. Logo 0 < 0g(n) < .
n—oo N n \/ﬁ
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Capitulo 7
Séries

No capitulo anterior, falamos brevemente de séries. Apresentamos a definicdo formal e uma defini¢ao
intuitiva.

Definigao 7.1 (Formal). Dada uma sequéncia ay, dizemos que a sequéncia cujo termo é:

n
Sp = Z ak
k=0

é a série numérica associada a ag. Dizemos que aj é o termo geral da série, e que S, é uma soma
parcial. Quando existe lim .S,, finito ou infinito, tal limite é chamado de soma da série, e denotado
n—oo

o
em geral por Z ag.
k=0

Exemplo 7.1. Seja aj, = k2. Entdo:

n
Sp=Y ar=1"+22+3+ .. +(n-1)7+n
k=0

E entao:

o
lim Sn:Zak: P24+224+ . +n+...
n—oo
k=0 ]

Definigao 7.2 (Intuitiva). Podemos abusar da linguagem, e dizer que uma série é uma soma infinita
de termos, usualmente representada por:

o0
Zak:a0+a1+a2+...+an+...
k=0

Alternaremos entre as duas definigoes, geralmente usando a primeira para demonstrar proposicoes,

e a segunda para apresentar problemas e motivar técnicas de resolucao. Muitas vezes omitiremos os
o0

indices quando isto nao gerar confusdo, convencionando que » representard E . Em alguns casos,
k=0
>~ podera representar também ).~ ;, quando o termo aj nao estiver definido com k = 0.
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n o0

Definigcao 7.3. Se o limite das somas parciais existir e for finito, ou seja, se lim g ap = E ar = L,
n—oo
k=0 k=0

diremos que a série é convergente, e que converge para L. Se o limite for co ou —oo, ou mesmo se nao

existir, diremos que a série é divergente.
Algumas propriedades bésicas sao apresentadas, mas o leitor notard que elas sao bastante intuitivas

1. Se o é uma constante e se Y _ ay for convergente, entao: Z o.ap = o - Z a
2. Se Y aj e >_ by convergirem, entao: Z(ak +by) = <Z ak) + (Z bk)

o
3. Teremos que g ay, serd convergente se, e somente se, para qualquer natural p, a série represen-

k=0
o) [e%) p—1 0o
tada por Z ar, também for convergente. E ainda: Z ar = <Z a;c) + Z ak
k=0 k=0 k=p

k=p
Exemplo 7.2. O leitor deve voltar ao capitulo de sequéncias e constatar que 14 apresentamos de-
1

- : . . :
monstragoes garantindo que a série g z diverge, ao passo que a série g 72 converge.
Exemplo 7.3. A série E ¥, com r < 1, é chamada série geométrica. Tal série converge. Observe:

n

Sejam S,, = Z ¥ as somas parciais. Note que:
1 — gyt

k=0
7Sy =8 -’ =" 485, —1=8, = —
—-r
Logo:
1— 7m+1 1
lim S, = lim = pois r <1
n—00 n—oo 1 —1 1—17r
Em particular, se r = %, teremos:
1

=2

() Cilili b
2/ = 2 4 8 7 1-1

Exemplo 7.4. Se o termo geral a; de uma série for tal que ax = by — bx11, entdo a série é chamada

de telescépica. Observe que:

Sn=> ag =Y (bp = bry1) = b1 — bnp

Se por acaso lim b, = b, entdo teremos que:

n—oo
li_>m Sp = lim (by —byy1) =b1— b
Observe: ) . . .
_— _——— o 1‘ 1 — o
Zk(k+1) §:<k k+1> ng&( n+1>
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7.1 Critérios de convergéncia e divergéncia

Muitas vezes estaremos interessados em decidir se uma série é ou nao convergente, em detrimento de
calcular seu limite de fato. A seguir, apresentaremos alguns resultados que permitem decidir se uma
série é ou nao convergente ou divergente.

Critério 7.1 (do Termo geral). Se uma série ) a; é convergente, entao klim ar = 0. Equivalente-
—00

mente, se lim ay # 0, entao a série é divergente.
k—o00

Observe que esta proposi¢ao nao esté dizendo que se hm ar = 0, entao a série serd convergente.
k—o00
Demonstragao. A demonstragao é ficil. Seja s, = Y ag. Note que se ) aj converge, entdo, por
definicao, lim s, existe, digamos lim s, = s. Obviamente, temos que lim s,_1 = s. Agora note
n—oo n—oo n—oo
que: a, = Sp — Sp—1. Logo:

lim a, = lim (s, — $p—1) = ( lim sn) — ( lim sn,l) =5—5=
n—oo n—oo n—oo n—oo D
2

R =1 # 0. Como é uma sequéncia

- 2
Exemplo 7.5. A série ) k§+ nao converge, pois hm

]6‘2
2 Eig=

Exemplo 7.6. Ambas as séries Z% ey, 1%3 sao tais que o limite do termo geral é zero, logo ambas
tem chance de convergir. Entretanto, somente a segunda converge. O leitor deve estar lembrado que
a primeira diverge (exemplo do capitulo anterior).

crescente, ainda temos que:

O]

O]

Podemos modificar o critério apresentado acima, aumentando as restri¢bes sobre a série mas ob-
tendo um resultado mais forte. A demonstracdo é mais técnica, e fica para o leitor interessado
pesquisa-la nas fontes.

Antes disto, apresentamos uma definigao. Diremos que uma série do tipo » (—1)
¢ uma série alternada de termo geral a;. Temos agora:

kay, onde ag > 0,

Critério 7.2 (do Termo geral para séries alternadas). Dada uma série alternada > (—1)Fay, se a
sequéncia ay, for decrescente e se klim ar, = 0, entao a série converge.
—00

Exemplo 7.7. A série

o0
1 11 1
S ) L S
kz_o( S r T T3 g™

converge, uma vez que 1, 55 3,...,ak, ... ¢ uma sequéncia decrescente, e hm ? = 0. O célculo
k—oo

do limite, por outro lado, é mais trabalhoso. Futuramente veremos uma maneira padrao de resolver
problemas como este, mas por ora, apresentamos uma resolugao pontual:
Vamos mostrar que, se 0 < a < 1, entao:

o0
}: k+10‘

k=1



Comece lembrando que:

@ 1
In(1 + 2/ d
n(l+ «) ; T

Agora considere a progressao geométrica:

1— it 1 bl

l+r+r2 4. 4+ = = =1+r+rP+. . +r"+
1—r 1—r IL—r

Substituindo r por —z, teremos que:

-1 n+1,.n+1
= 1—m+x2—x3—|—...+(—1)”m"—l—()—x

1+=x 1+«

Integrando de 0 a a termo a termo, a igualdade acima implica a seguinte:

a2 a3 am axn—f—l
In(1 —a— —+ — — o+ (=1)"— + (~1 "+1/ d
n(l+a)=«a 2+3 +(—1) n+( ) ; 1+xa:

Passando o limite com n — oo em ambos os lados, teremos:

oo
« J/,n—l—l

n(l+a)=3 (-1 ’“HO‘ + (=)™ lim

1 dx
=1 n—oo Jq + x

Se mostrarmos que este ultimo limite é igual a zero, entdo encerraremos. Note entao que, como
~ n+1 ~
0<z<a,entao 1+ >1, logo ﬁ? < z"*!. Entdo:

o ,.n+l @ n+2
/ :C dr < / 2" Hdy = @
0o 1+z 0 n+2

n+2

Mas

lim

=0,poisa<l1
n—oo N +

0 que encerra.
A seguir apresentaremos alguns critérios que sao préprios para séries de termos positivos.

7.1.1 Critérios para séries de termos positivos

No que segue, consideraremos sempre aj e by sequéncias arbitrarias, mas de termos positivos.
O primeiro dos critérios ja foi utilizado antes, mas é importante reeditd-lo em seu devido local:

Critério 7.3 (da Integral). Seja a série ) ay. Se existir um natural p tal que a fungao f(z) definida
de p em diante seja decrescente e positiva, e tal que f(k) = ag, entao:

o
) Se / f(z)dz convergir, entdao ) aj converge.

b) Se / f(z)dz divergir, entao > ay diverge.
p

A demonstragao deste critério é simples, e certamente o leitor que consultar os exemplos acompa-
nhados de desenhos no capitulo anterior terd uma boa idéia do porqué da validade deste critério.
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Exemplo 7.8. Este é um exemplo exercicio:
1
k.1n(k)

o0
Decida se a série E converge ou diverge. Sugestao: Aplique o critério utilizando a fungao
k=2

a
1
flx) = com x > 2. Esta funcao satisfaz as condicoes do critério? Calcule lim

z.In(x) a—o o z.In(z)

Lembre-se que lim In (In(a)) = oo.
a—ro0

O
O critério abaixo é muito importante.

Critério 7.4 (da Comparacao). Consideremos as séries Z ay, € Z by e suponha que a partir de um
certo p, com k > p tem-se que by > ap > 0. Entao:

(a) Se Zbk convergir, entdo Y aj converge.

(b) Se Z ay, divergir, entao ) by diverge.

Ou seja, uma série maior convergente “espreme”a menor, tornando esta convergente; ao passo que
uma série menor divergente “empurra’a maior, fazendo com que esta divirja. Esta idéia intuitiva
dispensa a demonstragao formal.

1
Exemplo 7.9. Vamos oferecer outra demonstragao que a série Z z diverge. Note que:

U U R
23456 7 '8 910 11 12 13 14 15 16

T T
27448888716 16 16 16 16 16 16 16

1/2 1/2 1/2
1 1 1 1

e R -
tgtgtotgt

que certamente diverge.

1
Exemplo 7.10. Vamos oferecer outra demonstracao que a série Z 72 converge. Note que:

22 032 42 52 62 72 8 92 102 112 122 132 142 152 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Shtptptetetpiegigigiegigretegiagiet =

N——
1/2 1/4 1/8

111
=14+ 4..=2
t5t1tg T

como o leitor deve se lembrar.

Exemplo 7.11. A série > %.sen (%) converge, uma vez que, como 0 < % < 3, teremos:
1 < 1 N 1 1 < 1
sen [ — — = —sen | — —
k ko k k) — k2
1
Como E 72 converge, > f.sen (1) convergira.

. , . . 1
E ainda, o valor desta soma certamente é maior que sen(1) e menor que 2, pois Z 53 < 2 como

vimos logo acima.
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k
Exemplo 7.12. A série Z 12

Pt diverge, uma vez que:

k 1 1
k2+2k+1_k’1+%+k—12

Sem dificuldades, vemos que se k > 1, valera:

1

_— >
1+3+%

B~ =

Logo: .
1 1 1
P e T D DTl DI

que certamente diverge. .

O critério abaixo é uma reapresentagao do critério acima, mas que pode ter uso mais facil em
certos contextos.

Critério 7.5 (do Limite). Sejam > ay e ) by duas séries como sempre. Considere:

L= lim 2
k—ro0 bk

Entao:
(a) Se L > 0, L real, entdo ambas as séries divergem ou ambas as séries convergem.
(b) Se L = oo, entdo caso Y by seja divergente, Y a; também o sera.
(¢) Se L =0, entao caso »_ by seja convergente, » . ai também o sera.

Demonstracao. Se L ¢ finito diferente de 0, temos que para valores grandes de k, existem L; < L <
Lo tais que:

Logo:
br.L1 < ap < La.b e Sk < b < Gk
Lo Ly
Portanto a convergéncia ou divergéncia de uma implica a convergéncia ou divergéncia de outra, pelo
critério de comparacao acima.
Se L é infinito, entdo dado um natural M, para valores suficientemente grandes de k, temos que
ap > bi.M. Podemos garantir entao que a divergéncia de by implica a de a.
Se L ¢é finito, entdo dado um natural m, para valores suficientemente grandes de k, temos que
ap < br.m. Podemos garantir entao que a convergéncia de by implica a de a.

Exemplo 7.13. Vamos decidir se a série

E k.e”®
é convergente ou divergente.
Da experiéncia, sabemos que os termos exponenciais costumam variar com maior intensidade que
os termos lineares. Desta forma, sabendo que a série ) eik certamente é convergente, é natural esperar
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que Y eﬁk também seja, mesmo sabendo que Y k é divergente. Note ainda que lim eﬁk =0, logo a série
pode ser convergente.

Vamos entao compara-la com alguma série convergente que conhecamos. Como vamos fazer uma
divisao, seria interessante que o termo geral desta série pudesse cancelar alguns termos daquela...
Neste espirito, observe:

1
2

é convergente. Utilizando o critério acima:

£ k
. k
L = lim 61 :T/2:0
kﬁoom e

Pelo ftem (c) do critério, temos que > k.e™* é convergente.
O leitor é convidado a compara-la com ) k% e obter a mesma conclusao.

O
Exemplo 7.14. Este exemplo é um exercicio. Para decidir se a série:
i k2 +2
k> +2k+1
é convergente ou divergente, compare-a com Z = -

O critério abaixo é certamente um dos mais importantes, e nos referiremos a ele futuramente.

Critério 7.6 (da Razao e da Raiz). Consideremos a série > aj de termos positivos. Suponhamos que
o limite L abaixo exista:

. Ok
L= lim —F
k—oo aQf

Nestas condigoes:

(a) Se L < 1, entao Zak converge.

(b) Se L > 1, entao Zak diverge.
(c) Se L =1, entao nada podemos afirmar sobre a série.

Da mesma forma, se o limite J abaixo exista:
J = hm Yay,
Nestas condigoes:

(a) Se J < 1, entao Zak converge.

(b) Se J > 1, entao Zak diverge.
(c) Se J =1, entao nada podemos afirmar sobre a série.

E mais, se L existe, entao L = J.
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Demonstracao. Mostraremos a parte da razao. A parte da raiz se mostra de maneira semelhante.
A demonstracao da igualdade entre os limites é demasiadamente técnica.

Observe que se L < 1, entao a partir de um kg grande o suficiente, teremos
numero L < ¢ < 1. Temos entao que:

ak+1
= < ¢ para algum

k+1
Ak+1 < ct
ap, ~— cF
Logo teremos:
ak+1 _ Ak
kLl = ok

ag
ck
Por outro lado, a série:

. T .. . Qg N , .
serd portanto decrescente, logo serd limitada. O limite lim — existird e sera finito.

k—oo Ck
k
ccome<1

é convergente. Logo, pelo critério apresentado acima, como ) aj terd o mesmo comportamento, ela

A sequéncia

serd convergente.
Se L > 1, entdo temos que agy1 > ag para valores grandes o suficiente de k, logo limy o ar # 0,
portanto a série tera que divergir.

1 1
Para o caso em que L = 1, o leitor é convidado a observar que tanto Z z como Z w2 satisfazem

tal circunstancia, mas uma diverge e a outra converge.

O
2k
Exemplo 7.15. A série Z ] converge ou diverge? Aplicamos o critério acima:
2k+1
. (k¥I)! 2
1 =——=0
Foo %’j E+1
Logo a série s6 pode ser convergente. B
1-4-7-...-(3 1
Exemplo 7.16. A série Z 3 (Bn+1) converge ou diverge? Aplicamos o critério:
n
. Qg1 1-4-7-...-(Bk+1)- 3k +4) nd . 3k+4
lim = lim . = lim g =
logo a série diverge. B
kk
Exemplo 7.17. Este é um exemplo exercicio. O leitor deve decidir se Z m converge ou diverge.
k+1\" ‘
Lembre-se que lim (Z) =e.
ek,
E quanto a série Z Tk .
k.S
Exemplo 7.18. A série Z 3 converge ou diverge? Usando o critério da raiz:
k31 & 1
i sIET L i )3 — =
Jm {ge = 5 fm (VB =5
Logo s6 pode ser convergente. 0
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7.1.2 Séries de termos quaisquer

Todo tratamento acima foi feito para séries de termos positivos. Pode ocorrer no entanto que uma
dada série possua termos também negativos. Introduzimos um conceito importante:

Definicao 7.4. Uma série qualquer ) ax é absolutamente convergente se ) |ay| convergir.

Note que sobre > |ag| sempre poderemos aplicar os critérios vistos acima. Isto é muito importante,
uma vez que:

Proposicao 7.1. Se uma série qualquer for absolutamente convergente, entao ela serd também con-
vergente.

Demonstragao. Basta notar que 0 < |ag| + ar < 2|ag|. Dai pelo fato de ) |ag| ser convergente,
> (|ak|+ax) também serd pelo critério de comparacao. E mais, como Z a = Z [(lak|+ak) —|ax|] =

Z(|ak| +ag) — Z lag| e estas duas sdo convergente, teremos que Y a; também o serd. .

Exemplo 7.19. A série Z sezgk)

gente ou divergente, vamos mostrar que ela é absolutamente convergente, logo convergente. Observe
que:

possui termos negativos e positivos. Para decidir se ela é conver-

sen(k) ‘ 1

< —

k2 |~ k2

sen(k sen(k
Pelo critério de comparagao, Z kg ) serd convergente, logo Z kg ) é absolutamente conver-
gente, portanto convergente. -
- (—1)% : <

Exemplo 7.20. A série Z ) converge para log(2) como vimos, mas nao é absolutamente con-

vergente, pois:

' Dk _ 1
E+1 E+1
e a série harmonica % diverge. 0
Exemplo 7.21. Pelo critério para termo geral de séries alternadas, a série:
>
k=2
é convergente, mas nao ¢ absolutamente convergente, pois
— 1 — 1 ,
g (k) > g T que diverge! :
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7.2 Exemplos mais sofisticados e um resultado surpreendente

Exemplo 7.22. Vamos mostrar que, se 0 < a < 1, entao:

00 , a2kt
t = -1
arctan(«) Z( ) 1
k=0
Usaremos um raciocinio semelhante ao usado para mostrar que In(2) = 1 — % + % — ...+ ... Observe
que:
1—ptl 1 it
L+r+r? 4.+ = = =14+r+ri4+.+r"+
1—-r 1—-r L—r

Trocando r por —z2, teremos que:

-1 n+1,.2n+2
=122+t — 25+ 4 ()2 + Gy

1422 1+ 22
Integrando ambos os lados de 0 a «, teremos que:
3 5 n . 2n+1 a .2n+2
o’ o« (—1)"« x
tan(@) =a— & 4 &y .y T _1n+1/ d
arctan(a) = a = g 4 e T P H (CDT T de

Tomando o limite n — oo em ambos os lados, s6 precisaremos mostrar que:

a x2n+2
lim dr =20
n—oo Jq 14+ x

2

Mas isto é facil, uma vez que:
227 +2

~ 1422~
Logo:
« 1:271-1—2 a a2n+3

lim sdz < lim 22" 2dr = lim =
n—oo Jg 14z n—oo Jq n—oo 2n + 3

desde que a < 1, o que encerra.

Exemplo 7.23. Aplicando o exemplo acima para o = 1, teremos que:

™ 1 1 1 1
=l — 4= (-1
4 3T5 77 2. T

que fornece uma excelente maneira de calcular o niimero 7 com a aproximacao que queiramos.

O

Exemplo 7.24. Vamos calcular para qual valor converge a série

<1
2
k:lk

O valor desta série foi calculado pela primeira vez por Euler, e é um resultado bastante elegante. Sua
demonstracao, contudo, nao é trivial; todavia o leitor interessado certamente ira aprecia-la:

Vamos calcular a integral
1,1
1
1= / / dxdy
0oJo 1—xy
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1. Observando que 0 < zy < 1, temos que:

oo
Z 1—3:3/

k=0

Entao teremos que:

I—// l_xydxdy—// (i )dxdy— <// kdxdy)
S ([ v)-E () ()£

7
2. Vamos fazer uma mudanga de coordenadas. Sejam:

M

Observe que esta mudanga altera o dominio de integracao conforme a figura abaixo:

y

|
NI

Observando que = u — v e y = u + v, logo zy = u? — v?; e que:

8(1571)) 8(1(;711)
Olite) Aty | = 2
ou ov

Teremos que:

1l 1 1 1 pl-u 1
I= dady = — _.2.dud — . 2.dud
/0/0 T—ay ™ /o/_u1—<u2—v2> “*// I— (=)

Observando que a fungao é simétrica com respeito ao eixo u, teremos:

—4//1_ — du+4//1u1_ _v2)d

dx 1 x
Lembrando que | ——— = —arctan (—), teremos que:
a?+22 a a

1
2 1 u L 1—u
I:4/ ————— arctan <> du+4/ ————— arctan <> du
0 V1—u? V1—u? 1 VI—w? V1—u?
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Substituindo u por sen(f) na primeira e u por cos(f) na segunda, teremos:

i ;arc an 1= cos(d) — sen
= sen(f) i < sen(0) ) ( (6))d6

3

oy 0 _
I:4/60d9—4/ arctan 1C70S(9) do
0 _ sen(f)

us
3

[
I= 4/0 cos(0) arctan (tan(6)) cos(6)d6 + 4/

Dai obtemos:

1
O leitor deve lembrar-se que ﬂ = tan Q . Portanto, teremos:
sen(0) 2
& 0 2\1/6 2,0
1:4/69d9—4/ 6d«9:4<9 _ >
0 _x 2 2 1o 4 1-n/3
3
Finalmente:
-
6

A despeito do que pareceria natural, nao se conhece o valor de
=1
>
k=0

Nem com qualquer expoente impar. Por outro lado, Euler resolveu o problema para qualquer
expoente par. Encerraremos esta secao apresentando um resultado um tanto quanto surpreendente:

Definigao 7.5. Uma série é chamada de condicionalmente convergente se for convergente, mas nao
for absolutamente convergente.
. o (=1)F
Um tipico exemplo é E o
Teorema 7.1 (Riemann). Alterando-se convenientemente a ordem dos termos de uma série condi-
cionalmente convergente, pode-se fazer com que a soma da série seja igual a qualquer nimero real
pré-determinado.

Ou seja, a ordem dos termos numa série condicionalmente convergente altera o valor da série! Tal
fenémeno nao ocorre em séries absolutamente convergentes. A demonstracio é simples:

Demonstragao. Fixado um nimero real ¢, comecamos somando termos positivos até que a série
ultrapasse ¢ pela primeira vez, uma vez que isto ocorra, come¢amos somando termos negativos, até
que a soma torne-se menor que c. Entao voltamos a somar termos positivos, e depois negativos, e
assim sucessivamente, de modo que o valor da soma oscile em torno de c¢. Tal processo é possivel pois,
como a série é condicionalmente convergente, a soma de todos os termos positivos é oo, assim como a
de todos os negativos é —oo. Logo sempre serd possivel chegar em qualquer valor por somas sucessivas
de termos de mesmo sinal.

Para garantir que de fato a soma, posta dessa forma, convergird para c, basta notar que apds a
k-ésima oscilacao, ocorrida apds a soma do termo a,, , a distancia do valor da soma para c serd menor
que |ap,|. Como klirgo ar = 0, temos que havera a convergeéncia.

O]
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7.3 Exercicios

Questao 7.1 (Propriedades bésicas).

a. Qual o valor da soma ) %7
b. Qual o valor da soma Y (& + =& — =) ?
c. Transforme a série ) m numa série telescépica e calcule seu valor.

Questao 7.2 (Critério do Termo Geral).

a. Mostre que as séries S [1 + (=1)¥], 3 kk—fl ey m sao divergentes.

b. Mostre que as séries Z(—l)kkf—is, Z(—l)klogk(k) e > (—1)* % convergem.

1

c. O que pode-se dizer acerca da convergéncia ou divergéncia da série > Toa(k) utilizando o critério

em questao?

)k+1

oo
Questao 7.3. Calcule o valor da série Z (_1472
k=1

o1 2
utilizando que Y- 75 = .

Questao 7.4 (Critério da Integral).

a. Determine para quais valores de ¢ a série ) k(lTl(k))q converge ou diverge.

- k .
b. A série ) 7 converge ou diverge?
c. A série ) kQ—]iLl converge ou diverge?

Questao 7.5 (Critério da Comparacao).

Q

. Mostre que > k% converge da mesma forma que foi mostrado que ) 1%2 converge.

jon

. A série 3 L converge ou diverge?

o

. A série Y ﬁ converge ou diverge?
d. Determine em geral para quais valores de « a série ) k% converge ou diverge.

Questao 7.6 (Critério do Limite).

. Decida se > (k® 4+ 1)e~* converge ou diverge.

&

b. Decida se a série > | m converge ou diverge.

c. Determine para quais valores de p a série ) m converge ou diverge.

o,

k . < s e o e Jo]
. Prove que ) %, converge utilizando o critério do limite para alguma série adequada.
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e. Prove que para qualquer valor de v, a série ) m diverge.

Questao 7.7 (Critério da Razao e da Raiz).

k12k

a. Decida se ) “3- converge ou diverge.

. k .
b. Decida se > 3 77 converge ou diverge.

1+

Questao 7.8.
Determine = para que cada série a seguir convirja:

k k k k gk
Z% Zlog(k:) Z;ik Z% kak ZTi

Questao 7.9.
Prove que para todo natural k£ < 1, temos que:

log(1) +1log(2) + ... + log(k — 1) < /k log(z) dz < log(2) 4+ log(3) + ... + log(k)
1

Conclua que:
(k—1)-e* <e-kF <kl e

(o]
klek
Utilize esse fato para mostrar que Z Tk diverge.
k=1
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Capitulo 8

Séries de Poténcias e Séries de Taylor

Nosso objetivo neste capitulo serd introduzir o estudo de um importante tipo de séries.

Definicao 8.1. Uma série do tipo
oo
Z an.(x — x0)"
n=0

é chamada série de poténcias em torno do ponto xg com coeficientes a,,.

Exemplo 8.1. A série a seguir
(z—2)"
>
é uma série de poténcias, onde a, = 7712 Quando x = 3, ela é exatamente a série
1
22
. . 2
nossa velha conhecida, que sabemos convergir para o valor 4. Quando z = 4, teremos:
277,
22
n

que certamente é divergente, pois lim — = oo.
n

Para cada valor de x, teremos uma série de poténcias diferente! Na secao a seguir, vamos estudar

como a convergéncia dessas séries ocorre quando variamos o .

Em alguns momentos vamos considerar zg = 0 com um objetivo de deixar a notacao menos pesada
e as demonstracoes mais simples, mas todo tratamento a seguir se generaliza para qualquer valor de

Zo-

8.1 Raio de Convergéncia

O resultado a seguir garante que se uma série de poténcias convergir para determinado valor ¢, ela

convergird para todos os valores que forem mais proximos do o em relagao a t.

Teorema 8.1. Suponha que ) a,(x — x¢)" seja convergente para x = t, t # xg. Seja r = |t — xg.

Entao a série Y a,(z — xo)" convergird absolutamente em todo o intervalo (xg — r,xo + 7).

87



Demonstragao. Seja g = 0. Como Y a,t™ converge, temos por (1) que lim,,_,~ a,t" = 0. Dai para
todo € > 0, existe ng tal que n > ng implica que |a,t"| < €. Agora temos que

€T n
lana"| = lant"| 7|
t
Fazendo € = 1, temos que para todo n maior que algum ng vale

€ n
<

Se |z| < |t], ent@o a série

é convergente. Pelo critério (2),
> s

converge absolutamente, pois Y |a,z"| converge para todo z com |x| < [t].

Exemplo 8.2. Considere a série de poténcias do exemplos anterior:

z—2)"
Z( n2)

Pelo teorema acima, e como ela converge para x = 3, temos que para qualquer valor de x no intervalo
(2—-1,2+1) = (1, 3) ela convergira.

Apresentamos agora um resultado que generaliza o acima apresentado. Suponhamos neste mo-
mento, sem perda de generalidade, que zg = 0.

Teorema 8.2. Seja ) apz™. Entdo ocorre exatamente uma das seguintes:
i > anz™ converge apenas se © = 0 (x = xp).
ii > apz™ converge para todo z € R.

iii Existe um R > 0 tal que ) a,z" converge para todo = € (—R, R) e diverge para todo z ¢ [—R, R]
(consideramos de fato (xg — R, zp + R) et cetera).

Observe que a proposicao nada fala sobre o que ocorre nos pontos R e —R!! Tal R serd chamado raio
de convergéncia da série.

Demonstragao. Seja A C R o conjunto dos pontos ndo negativos para os quais a série converge.
Suponha que A # {0}. Logo:

Seja A ilimitado. Dado =z € R, seja t € A tal que |z|] < t. Como t € A, ) a,t" converge por
hipétese. Pelo teorema anterior, a,z™ converge para todo z tal que || < ¢t. Entao converge
para o dado x que era arbitrario em R, logo converge em todo o R.

Suponha que A seja limitado superiormente. Logo A tem um supremo, seja R = sup A. Pelo
teorema anterior, para todo z tal que || < R, ) apz™ converge. Logo = € (—R, R) implica que
> anz™ converge. Agora suponha para efeito de derivar contradigao que convergisse para um x
tal que |z| > R. Seja ¢ tal que R < ¢ < |z|. Temos que ) a,z™ converge em ¢, logo c € Ae R

nao seria supremo, uma contradi¢ao. Logo > a,z™ diverge se = ¢ [—R, R].
O
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O resultado anterior é muito positivo pois garante que uma série convergente sempre converge em
um conjunto razoavel. Observe os exemplos:

Exemplo 8.3. Considere a série:

(z-=3)" 1 z-3 (z—3)?  (z—3)3
Z n+1 1 2 + 3 + 4 +

Se x = 4, tal série nada mais é do que a série harmonica:

2(4_3)n—1+1+1+1+
n+1 1 2 3 4 7

que sabemos divergir. Certamente o raio de convergéncia desta série, como estd centrada em xg = 3,
¢ no maximo que |4 — 3| = 1. Por outro lado, se z = 2, teremos:

Z(2—3)”_1 1+1 1+
n+1 2 3 4 7

que sabemos convergir para log(2). Logo o raio de convergéncia é pelo menos |2 — 3| = 1. O raio de
convergéncia desta série entao serd 1, o intervalo de convergéncia (centrado em 3) é [2,4), divergindo
em (—o0,3) e em [4,00). 0

Exemplo 8.4. A série de poténcias centrada na origem

:L.TL
2

converge em todos os pontos, pois para qualquer valor de x fixado, temos pelo critério da razao que:

o(nt1)
. a 1 . 1)! . X

lim 2 = lim (n:n) = lim =0<1

n—oo  Qp n—00 o n—oon + 1 B

Muitas vezes € 1til determinar o tal raio R. Entao:
Proposigao 8.1. Seja > a,z™ série satisfazendo a,, # 0 a partir de um certo ng. Dai:

R = lim an

n—o0

an+1
desde que este limite exista. E mais, desde que o limite exista, o raio também pode ser expresso por:
1

R=—
limy, 00 Y/ |an|

Costumaremos utilizar a primeira expressao, e a demonstracao a seguir refere-se somente a ela.

Demonstragao. Vamos utilizar o item (3) apresentado no inicio. Temos que:

1
an+1$n+ Gn+41

an,

= |z| lim

n—oo apx™ n—oo

Se lim | 2L | = 0, entdo para todo z real a série convergird, logo R = co. Note que:
n
. An+1 .
lim =0« lim = 00
n—00 | Qp n—00 | Ap+41

89



logo R = lim,, 00 a‘;ﬁ‘ se limy, 00 | 7254 [ = 0.

Se limy, 00 |2 | = 00, a série convergird apenas se x = 0. Logo R = 0 = lim, oo a:ﬁ =0,
como esperado.

Se lim;, 00 azzl = L # 0, entao para todo x tal que |x|.L < 1 a série convergira absolutamente.

Logo convergira absolutamente para todo x tal que:

1 1 an
lz| < A T lim |——
hmn—>oo An+1 n—00 | Ap41
divergindo caso |z| > lim;, a:il . Logo R = lim,, 0 a:ﬁ , como querfamos. .

Exemplo 8.5. O raio de convergéncia da série:

x+2)"
Z( 3n)

é calculado por:

R = lim

1
= lim 3% = lim ‘3’:3
n—oo

n—00 FarT n—oo | 1

an+1

Logo podemos garantir que a série converge no intervalo (—2 — 3, —2+3) = (=5, 1) e que diverge fora
do intervalo [—5,1]. Quando x = —5 ou & = 1, temos que avaliar diretamente! De fato, em ambos os
casos, esta série ira divergir. =

8.2 Séries de Taylor

Este é sem duvida o dpice do nosso estudo de séries. Até agora definimos séries de nimeros e séries
de poténcias, e decidimos para quais valores de = as séries de poténcias convergiam. Ora, se [ =
(xo — R,xz0 + R) é o intervalo de convergéncia de uma série poténcias, entao para cada x € I a série
assume um valor determinado. Podemos entao definir uma fungao:

oo
f(z) = Z an(x — z9)" desde que = € I onde I é o intervalo de convergéncia.
n=0

8.2.1 Derivada e integral de uma série

Os dois teoremas a seguir serao de fundamental importancia. Nao apresentaremos as demonstragoes
completas por serem demasiadamente técnicas, mas o leitor ha de notar que os resultados sao de certa
forma intuitivos.

Teorema 8.3 (Derivacao termo a termo). Dada a série de poténcias:
oo
fl@)=> " an(z —z0)"
n=0

convergente em (xg — R, g + R), a série:

o
Z na(z — )"
n=0
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converge no mesmo intervalo, e mais

o0
= Z nay (z — o)
n=1

Demonstracao. O teorema acima diz que a derivada de uma série de poténcias é obtida derivando
termo a termo. E um resultado esperado se pensarmos nas séries de poténcias como polinémios de
grau infinito... Para ver que o raio de convergéncia é o mesmo, basta notar que
. n+1)ans1 . an+41
lim % = lim %

n—oo nan

n—00 (O
Y
convergindo no mesmo intervalo

O
Utilizando o teorema acima, podemos mostrar também que existem as derivadas de todas as ordens

Teorema 8.4 (Integracao termo a termo). Dada a série de poténcias

oo
= Z an(z — xo)"
n=0

convergente em (xg — R, xo + R), a série

. a
mn
E (x — :UO)”+1
n—+1
n=0
converge no mesmo intervalo, e mais

/f dx—z +1(x—x0)"+1

Também poderiamos ter considerado integrais definidas

An+1
hm n+2

Demonstragao. O teorema acima diz que a integral (indefinida) de uma série de poténcias é obtida
integrando termo a termo. Para ver que o raio de convergéncia é o mesmo, basta notar que

Ap+41
a— = lim
n—oo —_

n+1

n—oo  Qy
Se consideramos uma série como uma fungao

O
= Zan(x - xO)n

Pode ser bastante interessante expressar os coeficientes a,, em termos das derivadas de f calculadas
no ponto xg no qual a série esta centrada. Neste espirito, observe

o0
= E nan(zo — x0)" " = l.ag
n=1

pois o tnico termo que ndo se anula por causa (zg — x9)" ' é com n = 1. Vamos agora para as
derivadas segunda e terceira

o

g n(n — 1)an(zg — x0)" " ° = 2.1.a9

n=2
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(o) =Y n(n —1)(n — 2)an(zo — 20)"* = 3.2.04

n=3
Em geral, teremos:
(n)
F™(zo) =n!-an = an = fi('xo)
n!

8.2.2 Série de Taylor de uma funcao

A secao anterior nos mostrou que dada uma série de poténcias, se a encararmos uma como uma funcao,
entao esta fungao ¢é infinitamente derivavel e integravel no intervalo de convergéncia da série original,
e mais, os coeficientes da série original podem se expressar em termos de suas derivadas calculadas no
ponto em que a série esteja centrada.

A pergunta natural é: dada uma funcdo, podemos expressd-la como uma série de poténcias?!
Felizmente, para boa parte das funcoes que conhecemos, a resposta é sim! A forma de representé-la
serd exatamente como vimos acima olhando do ponto de vista das séries.

Antes de ler a deducao a seguir, o leitor deve se lembrar que:

(u(t)v®)) =d' (t)v(t) +u(t)v' (t) = /(u(t).v(t))’ dt = /u'(t)v(t) dt + /u(t)v'(t) dt

Logo obtemos a notéria férmula de integracao por partes:

Pelo Teorema Fundamental do Célculo:
@)~ o) = [ 7/0) at
zo

Queremos que esta integral se decomponha em uma soma, e que seja possivel repetir o processo em
uma nova integral, e assim sucessivamente, para que assim uma série emerja. Naturalmente, vamos
aplicar a formula de integracao por partes. Precisaremos da mudanga de varidveis t = x — s. Entao:

0
f@) = fa) == [ Pl as
T—xo
Pela férmula de integracao por partes, temos que:
0 0
0
f@) = fao) = [ Fa=9)sl),, = [ 1@ 9sas| = e —m)~ [ £z as
r—2x0 T—xo
Repetindo o procedimento, teremos:
52

f(x) = f(xo) = f'(xo)(x —w0) — | f'(z—5).%

92



Logo:

0
"y 2
@) = $Go0) = 1 o) = w0) + TS 0 g2 = [ 70 =95 0

Faremos ainda o préximo passo:

0
1/ 3 3
F@) = 1(e0) = Fao)o —a0) + 0w~ = | o= 9.5 [ = [ =095 0
Finalmente:
0
" 1 3
F@) = £Ge0) = 7' an)o = w0) + L5 (0 o+ T o = [ 0.5 as

O leitor ja deve ter notado que, seguindo este procedimento, obteremos a seguinte expansao de f(x)
em torno de f(zp). Voltaremos & varidvel ¢ original por questao de estética:

" (k)
£(a) =fa0) + £/ (ao)(e — z0) + TP @ gy 44 T 0y
() (4 /
Ly ) n(, o) (x —x0)" + i!/f("“)(t).(x —1)" dt =
" k)
= fk('l‘o)(x — 20)" + Ry,
k=0 '

O somatério é definido como o polinémio de Taylor de ordem n de f(z). Estamos definindo R,
como sendo a integral da linha anterior, e chamaremos este termo de resto integral do polinémio de
Taylor de ordem n. Tomamos entao o limite n — oo em ambos os lados, obtendo:

> (k)
o) = 2 a0l i
k=0

A série obtida é chamada série de Taylor de f(x). Observe que esta série coincidird com a fungao
se, e somente se, for uma série convergente e o limite do resto integral for 0. Felizmente, para a maioria
das fungoes que conhecemos, é sempre possivel obter um raio de convergéncia para a série em torno
de um ponto e o limite do resto costuma ser 0.

Se a série estiver centrada no ponto xg = 0, é comum nos referirmos a ela como série de MacLaurin.
Observe que se uma funcao coincide com sua série de Taylor, ela é infinitamente diferencidvel e
integravel, e sera chamada, no ambito das funcGes reais, de func¢do analitica.

Exemplo 8.6. A série de Taylor de um polindmio é o préprio polindmio, e obviamente a convergéncia

ocorre livremente em todo R.
Proposigao 8.2. As fungdes 2, €%, cos(z), sen(z), tan(z), log(z), arctan(z), arccos(z) e arcsen(z)
sdo todas funcdes analiticas. A soma e o produto de funcoes analiticas é uma funcio analitica.
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Exemplo 8.7. A série de Taylor da funcao exponencial em torno do ponto xg = 0 é:

2 $3 $4

x
=1+z —|— - —|— 37 —|— - —|—

Uma vez que ¥ = 1 ¢ (e”")(k) = €% para todo k. Observe que o raio de convergéncia desta série é

infinito.

d

Exemplo 8.8. Vamos calcular a série de Taylor da funcao seno em torno do ponto xg = 0. Observe
que sen(0) = 0, cos(0) = 1, —sen(0) = 0 e —cos(0) = —1, e as derivadas voltam a se repetir a cada
multiplo de quatro. Entao:

sen(z) = x 31 + ST +..+ ant 1)':1:27““1 1
Observe que o raio de convergéncia desta série também é infinito. O
Exemplo 8.9. Vamos calcular a série de Taylor da funcao f(z) = % em torno do ponto zg = 0.
Observe que f'(z) = ﬁ, f(x) = ﬁ, f(x) = ﬁ, ¥ (x) = )k+1 Entao:
o0 )
Zl_ok—s—l' ! -t Zxk
k=0 k=0

Observe que o raio de convergéncia desta série é 1, e ainda, a série s6 converge para a funcao no

intervalo (—1,1).
g

Exemplo 8.10. O leitor deve se lembrar que, por outros métodos, calculamos no capitulo anterior as
séries de Taylor de log(1 + x) e de arctan(z) em torno de 0. Vamos agora utilizar aquelas idéias para
calcular o valor da série:
>
n
n=0 2

Para tal, vamos olhar para esta série como uma série de poténcias calculada com x = % Logo estamos
interessados em decidir se a série a seguir ¢ a série de Taylor de alguma funcao:

[o@)
E nx”
n=0

Suponhamos que seja, entao é necessario que:

Logo f(™ (0) = n - n!. Nao parece facil associar esta derivada n-ésima com n.n!, por outro lado, seria
muito interessante que este segundo termo tivesse sido (n 4 1)!. Para isto, bastaria que nossa série

original fosse:
oo
Z n+1)x Z nx' + Z x"
n=0
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Ora, sabemos que Zw" = se |z| < 1. E mais, o leitor deve estar notando que:

1-2z
d o0
Zx an :Z(n—i—l)x"
n=0
Logo:
oo /
1 1
St = (25) = o
= 1—x (1—2x)
Portanto:

1
an nz:on+1 Zx 1—x2_1—a::(1—$:z)2

Certamente tal fungao é analitica, logo a série considerada converge para ela. Entao podemos resolver
nosso problema. Aplicando z = %, teremos o resultado da nossa soma:
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8.3 Exercicios

Questao 8.1. Calcule o raio de convergéncia das séries de poténcia a seguir e determine o intervalo
de convergéncia apropriadamente.

(x — 1)k (x + 4)k (x —5)F
PILEAEDS ket 2 2 2 log (k)
k

zF T 5x)" 2x — 5"
Zﬁ ij2—|—3 2(32 Z(\/ﬁ)

Questao 8.2. Derive e integre as séries da questao anterior termo a termo.

Questao 8.3. Calcule as séries de Taylor das fungoes a seguir em torno de xg = 0 e decida se estas
séries convergem para a funcao e em qual intervalo.

cos(z) tan(z) arctan(x)
1 sen(zx)
log() (1 —9x)3 x

Questao 8.4. As fungbes a seguir nao possuem primitiva elementar. Por outro lado, é possivel
expandi-las em série de Taylor e assim calcular uma série que é a primitiva. Facga-o.

/sen(:c) 4 /e$2 4
x

uestdo 8.5. Expanda a funcdo (z — 1)3e® em torno do ponto zg = 1.
p G p

Questao 8.6. Calcule o valor de ) m

Questao 8.7. Considere a fungao definida por:

f@){ e sex £0;

0, se x = 0.

Mostre que f(™(0) = 0 para todo n > 1. Conclua que

> £(k)
f@) # 0+ 32 T
k=1

Este é o classico exemplo de uma fungao infinitamente diferencidvel mas que nao é analitica.

Questao 8.8. Calcule o valor da soma:

> (k+2)(k+1)2*

para os valores de x em que a série for convergente. Faca o mesmo para

Z K2k
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Apéndice D
Breve introducao as funcoes complexas

O objetivo deste apéndice é apresentar brevemente certos fatos importantes acerca das funcoes de
variavel complexa. Falaremos brevemente da derivada complexa e introduziremos as equagoes de
Cauchy Riemann, como uma forma de verificar se uma funcao complexa é diferencidvel, e também
como uma forma de resgatar a funcdo dada uma de suas componentes. A seguir, aproveitaremos
nosso estudo anterior de séries para generalizar, sem muito formalismo, os resultados para séries de
numeros complexos. Estaremos mais interessados nas séries de poténcias, e o objetivo principal sera
demonstrar a formula de Euler.

O estudo destas fungoes se estende por um caminho interminével, e infelizmente nao trataremos
de fatos béasicos tao importantes quanto os que apresentaremos, tais como as aplicagoes conformes e
a geometria destas aplicacOes, e as integrais complexas. Ao leitor interessado nestes topicos, e em um
estudo mais avangado, sugerimos:

1) Varidvel Complexa e suas Aplicagées, de Ruel Churchill, editora McGraw-Hill.
2) Funcgoes de uma Varidvel Complexa, de Alcides Lins Neto, projeto Euclides, publicacao do IMPA.

A secao a seguir tem o objetivo de relembrar fatos bédsicos dos nimeros complexos. O leitor que
estiver seguro quanto a aritmética dos complexos, quanto a representacao em forma polar e quanto as
férmulas de deMoivre, poderd evitd-la sem prejuizo.

D.1 Revisao das propriedades basicas

D.1.1 Aritmética

Um nidmero complexo é uma expressao da forma x+y-i : a,b € R e ¢, chamado de unidade imagindria,
satisfaz a igualdade i = —1. Denotemos de agora em diante, salvo dito contrario, que z = a + bi e
w = c+ di.

Esta soma e este produto se comportam naturalmente. Ou seja:

z+w=a+bitc+di=a+b+ci+di=(a+b)+ (c+d)i
E também
zaw = (a+ bi)(c+di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i

Observe entao que z = w se, e somente se, a = ¢ e b = d. Por este motivo, o niimero real livre da
constante ¢ serd chamada parte real e serda denotada por R(z) = a. Equivalentemente, o nimero que
multiplica ¢ serd chamado parte imagindria e serd denotado por (z) = b.
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O conjunto de todos os niimeros complexos serd denotado por C. O leitor deve observar que R C C.
Definimos o conjugado de um nimero complexo z = a + bi por

Z=a—bi
Observe que pela multiplicagdo complexa, temos:
2Z = (a + bi)(a — bi) = [aa — b(=b)] + [a(—b) + ba)i = a* + b*

Ou seja, multiplicar um niimero complexo por seu conjugado é a melhor maneira de transformé-lo
em um numero real! Neste sentido, observe como lidamos com a divisdo de um ntmero complexo por
outro através do seguinte exemplo:

243i  (2+30)(1+4i) (2-12)+(8+3)i —10+11i —10 11,

1-4i  (1-4)(1+4) 1+ 16 17 7 T

A conjugacao é uma operacao muito importante, principalmente porque satisfaz as seguintes
propriedades:

Proposicao D.1.

x|
g|

1 zw=z=.

2z4+w=z4+w

Demonstragao. Mostraremos (1) e deixaremos (2) como exercicio.

zaw = (ac — bd) + (ad + be)i = (ac — bd) — (ad 4 be)i = (ac — bd) + (—ad — be)i

zw = (a+bi).(c — di) = (a — bi)(c — di) =
= [ac — (=b)(=d)] + [a(=d) + (=b)c]i = (ac — bd) + (—ad — bc)i

logo ambos coincidem, como queriamos.

Por fim, definimos a norma de um ntimero complexo por:

|2| = Vz -z = Va2 +b?
O leitor deve notar que se z for um nimero real, esta definicao coincide com a definicao de médulo.
D.1.2 O plano complexo e a forma trigonométrica

Podemos associar um ntmero complexo a + bi com um ponto do plano cartesiano da seguinte forma:

b (a,b) ~ a+bi
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Esta associacao é biunivoca, e nos permitird lidar com o nimero complexo z tanto como um ntmero
quanto como um vetor (isto significa que C possui estrutura tanto de espago vetorial como de extensao
de corpos sobre R).

Observe que a = rcosf e b = rsenf. Por outro lado, r = va? +b? = |z|. Desta forma, teremos
que

a + bi = |z|(cos 8 + isend)

Lembre que arctan(z) = angulo entre 0 e 5 cuja tangente é x.

Desta forma
arctan(2), sea#0eb> 0;

a

0— 5 sea=0eb>0;
"] —arctan(%), sea#0eb<0;
— 5 sea=0eb<0.

O angulo 0 serd chamado em geral de argumento do nimero complexo z e denotado por arg z.

D.1.3 Formulas de deMoivre

A vantagem da abordagem da secdo anterior é que podemos calcular com maior facilidade a multi-
plicagao de um nidmero complexo por outro. Observe o fato a seguir:

(cos o + isena) (cos B + isenf3) = cos(a) cos(B) — sen(a)sen(B) + i[ cos(a)sen(B3) + cos(B)sen(a)]

Lembrando que sen(a + b) = sen(a)sen(b) + cos(a)cos(b) e que cos(a + b) = cos(a)cos(b) —
sen(a)sen(b), teremos que

(cos a + isena)(cos B + isenf3) = cos(a + ) + isen(a + 3)
Observe o caso particular abaixo:
[12[(cos 0 + isend)] ? = |2|?(cos 0 + isend)* = ]z\Q(COS(QQ) + isen(26))
FEm geral, a seguinte identidade é valida
Proposicao D.2 (1* Férmula de deMoivre).
[|2](cos @ + isend)|" = |2|" ( cos(nf) + isen(nd))

A demonstracao é por inducao, e deixamos como exercicio.
No caso complexo, definimos a raiz n-ésima de um nimero complexo z como o conjunto dos
nameros w tais que w" = z.

Proposicao D.3 (2? férmula de deMoivre).

2 2
{’/E — «"/|z| (cos (MT> + 7sen <H+kﬂ->> , k=0,1,...,n-1
n n

Demonstragao. Basta observar que se z = |z|(cosf + isenf), entao, pela férmula anterior, temos:

[\”/ |z <cos <9+2k77> + isen (W>>] = |z| (cos (n9+2]m> + isen (n9+2lm>> =
n n n n

= |2|(cos(f + 2km) + isen(0 + 2km)) = |z|( cos(d) + isen(d))

Por outro lado, cada um dos angulos considerados estao entre 0 e 27 sendo distintos, dai teremos n
raizes distintas. E nem uma mais, uma vez que o polinémio x" — z sé pode ter no maximo n ral'zes[]
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D.1.4 Exercicios desta secao

Aritmética

Questao D.1. Efetue as operacoes a seguir
a. (24 3i) + (1 —4i)

b. (3 —14) — (4 + 60)

c. (14 3i).(2—29)
d. (5—44).(1+7)

Questao D.2. Transforme as fracoes a seguir para um ntmero da forma a + bi.

)

—~

O )
(1—4)
b. (14+1)
243
C. El+2ig

Questao D.3. Calcule

i 2009 it i+

Questao D.4. Mostre que z + w =z + w.

Forma trigonométrica

Questao D.5. Transforme para a forma trigonométrica:
a. 1+ V/3i
b. 3+ V3i
c. 2+ 29
d. 2v/3 —6i
Questao D.6. Transforme para a forma usual a + bi:
a. (cos § +isen’)
b. 2(cos § —iseng)

c. —3(cos § +isenf)
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Formulas de Moivre

Questao D.7. Mostre a 1* Férmula de Moivre por inducao.

Questao D.8. Use a questao 1 da subsecao anterior para ajudéa-lo e calcule:
(143010
(34 /30)8

c. (2+2i)8
. (2V/3 — 6i)°

Voce seria capaz de realizar estas contas sem a ajuda da forma trigonométrica?

a

b

d

Questao D.9. Resolva as equagoes a seguir calculando todas as raizes:

a. z° = —1

b. 24 =-16
2 __ 1, V3

C. % =35+ 571

Questao D.10. Calcule uma férmula para:
sen(36) cos(46) sen(nf) cos(nb)

em termos de senf e cos 6. Faca esta questao calculando z™ de duas formas, uma explicitamente, outra
usando formulas de deMoivre.

Questao D.11. Determine uma férmula para as somas:
S1 = cos(a) + cos(2a) + ... + cos(na)

Sy = sen(a) + sen(2a) + ... + sen(na)

Dica: Considere z = cos « + isena e calcule a soma
z+ 22+ . 42"
Questao D.12. Aplique a questao anterior e resolva a seguinte equagao:
1 + cos(z) 4 cos(2z) + cos(3x) = 0

determinando todos os valores reais que a satisfazem.

D.2 Funcoes complexas e a derivada

A abordagem geométrica nos permitird nos referirmos ao conjunto dos nimeros complexos como ao
plano complexo, da mesma forma como nos referiamos aos reais como a reta real. Neste espirito, a
distancia entre dois niimeros complexos estd bem definida, e identificando z e w com vetores do plano,
a definicao de distancia é exatamente a mesma da geometria analitica:

d(z,w) = |z — w|
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Faz sentido também falar de aproximacao e consequentemente de limite, pois para que as defini¢oes
usuais de limite fagam sentido, sé é necessario existir uma maneira de medir distancias no espago em
questao. Assim como é feito com funcoes de niimeros reais, podemos definir a derivada complexa da
mesma forma com o quociente de Newton, uma vez que é possivel dividir em C. Note que o mesmo
nio poderia ser considerado se estivéssemos somente em R2.

Seja entdao f : C — C uma fungdo que manda numeros complexos em nimeros complexos. Serd
usual representar esta funcdo da seguinte formas:

f(z) = ulz,y) +i-v(z,y)

desde que z esteja convenientemente representado por x + 7.

2 2

Exemplo D.1. A funcio f(z) = 22 é tal que u(z,y) = 2% — y% e v(x,y) = 22y, pois f(z) = 22 =

(z+iy)? = a® —y? +1i - 2my.

Exemplo D.2. Considere f(2) = 22 = (z+iy)® = 23 —3zy? +i(32%y —1>). Se aplicarmos esta funcio
em numeros complexos de médulo 1, ou seja, nimeros da forma z = cos 6 + isend, teremos que:

cos(36) + isen(36) = (cos 6 + 7Lsen€)3 = (cos 0)® — 3(cos 0)(send)? + i(3(cos 0)*(send) — (send)?)
que fornece uma forma de calcularmos férmulas para cos(nf) e sen(nf) em geral.

O leitor deve observar que ainda nao temos condigoes de definir coisas do tipo e*, sen(z) ou qualquer
outra funcgao elementar nao polinomial, pois coisas do tipo €' e sen(i) ainda nao estao definidas. Esse
serd o objetivo da proxima secao.

D.2.1 Derivada complexa

Sem mais delongas, vamos introduzir a derivada complexa. Se o limite

L 12— 1C0)

Z—20 Z— 20

existir, diremos que f é diferenciavel no ponto zy e que L é a sua derivada. Nesta expressao, ha algo
que precisa de um esclarecimento. Quando escrevemos z — zq, esta expressao faz sentido do ponto
de vista analitico, uma vez que a distancia esta definida no plano complexo. Contudo, abordando
geometricamente, tal fato pode ocorrer de infinitas maneiras, posto que existem infinitas diregoes
definidas em torno de zy pelas quais z pode se aproximar. Lembre-se que em R tal fenomeno nao
ocorria: tinhamos essencialmente duas maneiras de se aproximar - pela direita e pela esquerda. Vamos
analisar em termos matematicos.
Analiticamente, teremos que L existe se:

Dado € > 0, existir § > 0 tal que:

z) — f(20)

]z—z0|<5:‘f( <e
zZ — 20

Certamente tudo ai estd bem definido e faz sentido.
Exemplo D.3. Se f(z) = 22, entdo f'(z) = 2z.

Exemplo D.4. Em geral, para todas as fungoes polinomiais ou racionais, a derivada complexa se
comporta exatamente como a derivada real.
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D.2.2 Equagoes de Cauchy-Riemann

Geometricamente, vamos considerar o que ocorre quando z = x + iy se aproxima de zg = zg + Yo
através das retas zg +t e zg + it. A primeira é a reta horizontal passando por zg, entao teremos que
z — zp = Ax serd um numero real. Representando f(z) = u(z,y) + iv(x,y), obteremos a seguinte
igualdade:

f(2) = flzo) _ . Flro+Ax) = fz0) _

/ — 1 —
1) zinzl() zZ— 20 Az—0 (20 + Az) — 2
~ lim [u(zo + Az, yo) + iv(xo + Az, y0)] — [u(xo,y0) + iv(xo, yo)] _
Az—0 Az
—( tm u(zo + Az, yo) — u(xo, yo) o ( tim iv(zo + Az, y0) — iv(zo, Yo) _ @ + Z@
Axz—0 Ax Axz—0 Ax ox ox

A segunda é a reta vertical passando por zg, entdo teremos que z — zg = 1Ay serd um numero
imaginario. Representando f(2) = u(z,y) + iv(x,y), obteremos a seguinte igualdade:

F) = fG0) _ o feotiBy) = () _

1) —
J) zlggo z—20  Ay=0 (20 +iAy) —z
_ i [0, Y0 + Ay) + iv(@o, Yo + Ay)] — [u(zo, yo) +iv(z0, )] _
Ay—0 ZAy
(g “@0.30 + AY) —ul(@o,y0) | (- (20,90 + Ay) —iv(zoy0) | | Ou v
Ay—0 1Ay Ay—0 1Ay Jdy Oy

Igualando as partes reais e imaginarias das duas maneiras de expressar f’(z), obteremos as equagoes
de Cauchy-Riemann:

du Ov Ou ov

or oy oy  om

Vamos abreviar a notacao: % = u,, € assim por diante.

A discussao até agora nos permitiu garantir que, uma vez que a funcao seja diferencidavel, é ne-
cessario que tais igualdades ocorram. O inverso também é verdade, sendo apenas necessario exigir a
continuidade dos termos envolvidos. Enunciamos entao o teorema desta secao:

Teorema D.1. Seja f(z) = u(x,y) + iv(zr,y) uma fungdo continua em um conjunto A. Se f é
diferencidvel em A, entao as equacoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas para f. Por outro lado, se
existirem as derivadas parciais de u e v com respeito a = e y, se forem continuas e se satisfizerem as
equagoes de Cauchy-Riemann, entdao a fungao f sera diferenciavel, e sua derivada serd dada por:
/ . .
[1(2) = up + vy = vy — duy
Demonstragao. Do teorema acima, ja mostramos que uma funcao diferenciavel satisfaz as equagoes
de Cauchy-Riemann. Vamos mostrar o oposto apenas a titulo de completude. Por hipétese, vale que:

li h k) — k)y=1 s R
lim u(z + h,y + k) = u(z,y + k) = lim u

li k) — =1 -k
lim w(z,y + k) — u(z,y) = lim u,

Somando ambas, teremos:

li hoy+k) — — .- h -k
(hﬁk)g%’o)U(:vﬂL Y+ k) —u(z,y) o0 + uy
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Fazendo o mesmo para v(x,y), obteremos:

li hoy—+k) — — i .- h -k
(W)g%,o)v(xﬂL Y+ k) —v(r,y) a0 + vy

Multiplicando esta tultima equagao por ¢, e somando, teremos:

(h’kl)iﬁm(o’o)[U(x +hy+k)+iv(z+hy+ k)] —[u(z,y) +iv(z,y)] = (h,kl)i—>rn(0,0)(uw + i) b+ (uy + vy )k

Aplicando as equacoes de Cauchy-Riemann, trocando u, por —v; e v, por u;, teremos:

lim f(z+h+ik)— f(z) = lm (uz +ivg)(h +ik)

(hk)—(0,0) " (hk)—(0,0)
Logo:
. f(z+ h+ik) — f(2) p .
(h,k)1—>m(0,0) h+ ik fz) = s +iv
Também poderiamos ter obtido f'(z) = —iu, + vy. Isso conclui a demonstragao. =

Uma funcao de varidvel complexa que seja diferencidavel é chamada de analitica. Observe as
aplicacoes a seguir. Lembramos sempre que z = x + 1y.

Exemplo D.5. A funcio f(z) = 22 — izy nio é analitica, uma vez que u, = 2z e vy = .

Exemplo D.6. A funcio f(z) = 4y + i(2y? — 22?) é analitica, pois satisfaz as equagoes de Cauchy-
Riemann.

Exemplo D.7. Dada a fungio u(z, y) = 322y, existe uma v(x,y) tal que f(z) = u+iv seja analitica?
Nao. Basta observar que u, = 6zy = v(z,y) = [ 62y dy = 3zy* + g(y). Mas u, = 322 e v, = 3y
Um absurdo.

Exemplo D.8. Dada a funcao v(z,y) = @224%2)27 existe alguma u(z,y) tal que f = u+iv é analitica?

De fato, existe! Note que v, = % Dai, pelas equagoes de Cauchy-Riemann, fazemos:
/ 2(x3 — 3xy?) —x? + 2
u= | ————F-dr=-———-—=
(% +y?)? (% +y?)?

Basta observar agora que u(z,y) definido desta forma satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann jun-
tamente com o v(x,y) dado.

Exemplo D.9. Um funcao analitica de médulo constante é uma funcao constante. Com efeito, temos
que |f(z)| = u? 4+ v? = cte. Derivando a equacdo com respeito a = e a y obteremos:

2uug + 2vv, =0

2uny + 2vv, =0
Obviamente se algum dos termos for zero, o problema torna-se trivial aplicando Cauchy-Riemann.
Suponhamos que nao sejam. A segunda equacao entao torna-se
—vv
w=—2>

Uy

Substituindo na primeira e cancelando o v, teremos:

Ot =0 42 =0 [F(2)] =0

Uy

Logo f'(z) =0, logo f(z) é constante.

104



D.3 Séries de poténcias complexas

Nesta secao, vamos introduzir as séries de nimeros complexos, em especial as séries de poténcias.
Como o médulo |z| de um nidmero complexo z é um nimero real positivo, todos os critérios vistos
para séries de niimeros reais positivos valerao para séries do tipo:

> laxl

Onde os ag sao nimeros complexos. Em particular, vale que:

Critério D.1 (do Termo geral - revisitado). Se uma série > aj é convergente, entao limg_,o, ap = 0.

Equivalentemente, se limg_, o ar # 0, entao a série é divergente. B

Critério D.2 (da Razao - revisitado). Consideremos a série Y |ax| de termos positivos, a; € C.
Suponhamos que o limite L abaixo exista:

L= lim (%
k—o00 |ak|

Nestas condigoes:

(a) Se L < 1, entao Z lag| converge.

(b) Se L > 1, entao Z lag| diverge.

(c) Se L =1, entao nada podemos afirmar sobre a série.

Lembramos também que:

Proposicao D.4 (Revisitada). Se a série ) |ag| converge, entao também converge a série ) ay.

D.3.1 Séries de poténcias

Definimos exatamente como fizemos antes uma série de poténcias, s6 que desta vez com coeficientes,
e centrada em, complexos.

Definigao D.1. Uma série do tipo:
oo
Z ag - (z = z0)"
k=0

¢é chamada série de poténcias complexas de coeficientes a; e centrada em 2.

k

Exemplo D.10. A série i - (z — i)F é uma série de poténcias complexas, de coeficientes ay = i* e

centro em 4. Se |z — i| < 1, certamente tal série ird convergir, e ainda absolutamente, uma vez que:
[i* - (2 =) = |z = if*

que coincide com a série geométrica de razao |z — i| < 1. Por outro lado, se z = 0, a série nao vai
convergir, pois o limite do termo geral sera:

lim ¥ - (0 —i)* = lim 1*=1#0
k—o00 k—o00
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Relembramos ao leitor o teorema do raio de convergéncia. Ele foi apresentado para séries de
nimeros reais, mas se generaliza facilmente a partir das idéias apresentadas acima para numeros
complexos. Fica como um exercicio importante reproduzir a demonstracao para este caso. Serd
necessario usar fortemente o moédulo para aplicar as propriedades dos nimeros reais nos nimeros
complexos.

Vamos denotar por D(a,r) o disco aberto de centro a e raio r. Ou seja

D(a,R)={z€C:|z—a| <7}
Equivalentemente, Dla, r| serd o disco fechado, ou seja:
Dia,r]={z€C:|z—a| <7}

Teorema D.2. Suponha que 3 ax(z — 20)* seja convergente para z = t, t # zy. Seja r = |t — 2.
Entdo a série Y ag(z — 20)* convergira absolutamente para todo z em D(a,7).
Desta forma, ocorre exatamente uma das seguintes:

i > ar(z — 20)* converge apenas se z = 2.
ii Y ag(z — 20)* converge para todo z € C.

iii Existe um R > 0 tal que Y ax(z — 20)¥ converge para todo z € D(a, R) e diverge para todo
z ¢ Dla, R).

Observe que a proposicao nada fala sobre o que ocorre na fronteira do disco, ou seja, quando z € C
for tal que |z — a| = R. Tal R serd chamado raio de convergéncia da série.

Nao obstante,
a
R = lim k

k—o0

Q41

desde que este limite exista. E mais, desde que o limite exista, o raio também pode ser expresso por:

1
R=—~
limg o0 v/ |0k |

Exemplo D.11. O raio de convergéncia da série de poténcias

> G;)k[— (2 + 20

¢é dado por:

Significa que para todo z tal que |z — (2 + 2i)| < 1, a série ird convergir.
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Observe que se |z — (2+2i)| = 1, entdo z = 2 + 2i + cos(f) + isen() para algum valor de 6. Logo

1—d\" k
(1 n z) [z — (2 +20)]F = [ — i(cos(8) + isen(h))]

que pertence ao circulo unitdrio para todo valor de k e qualquer escolha de 6. Logo

-\ k
1—2
lim () [z—(2+2)]F #0
k~>oo<1+i> [ 2+20)]" #
para todo z, portanto a série nao converge para nenhum valor na borda do seu disco de convergéncia.

A derivacao das séries de poténcias também ocorre termo a termo, pois vimos que a derivada de
um polinémio em z se comporta da mesma forma que a derivada real. E por este mesmo motivo, é
sempre possivel obter primitivas, fazendo uma espécie de integracao indefinida termo a termo.

Exemplo D.12. Ache uma série de poténcias cuja derivada seja:

oo
Z k.2
k=0
Basta notarmos que:
k
k—1 k
arkz =k.z2" = a = z
k k k+1
Logo nossa série sera:
k k+1
apz” = z =
>t =) 1o
k=0 k=0

D.3.2 Série de Taylor
O leitor deve se lembrar que obtivemos a expansao de uma funcdo qualquer f(x) em série de Taylor...

© (k) (y
o= 3 e

série de Taylor aparece.

apds integrar sucessivas vezes a funcao, aplicando a integracao por partes. Tal procedimento nos
forneceu uma demonstracao, mas, ainda mais, nos forneceu uma motivagao construtiva de como a
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Infelizmente a derivada e a integral perdem um pouco da forte sintonia que possuem em fung¢oes com
mais de uma varidvel real, como é o caso das fungoes complexas. Com efeito, Teorema Fundamental
do Calculo s6 é estabelecido para funcoes R — R. O melhor que se pode obter é fazendo uso de
integrais de linha em C através do Teorema de Cauchy, mas este estudo fugiria do escopo deste texto.

Neste espirito, simplesmente introduzimos a expansao em série de Taylor de uma funcao complexa:

n )
Foy =3 L)y

k!
k=0

O leitor observa que essencialmente nao ha qualquer diferenca em relacao as fungoes reais no for-
mato da expansao. Por outro lado, um fato tnico e extremamente importante dos niimeros complexos
é que toda funcao diferencidavel pode ser representada em séries de Taylor. Ou seja, toda funcao di-
ferenciavel é infinitamente diferencidavel, dai o motivo pelo qual utilizamos o termo analitico em dois
sentidos aparentemente distintos.

Exemplo D.13. A expansao em série de Taylor de um polinémio é o préprio polinémio.

Com o objetivo de definir as fungoes e*,sen(z), cos(z) tomando z € C a partir de suas séries de
poténcias, vamos discutir como, mesmo sem saber expressoes para tais funcoes, serd possivel obter a
derivada delas no ponto z = 0.

Certamente, é imprescindivel que as definicoes destas fungoes nao conflitem com as definigbes nos
reais, uma vez R C C. Apenas esta exigéncia serd suficiente, pois vimos, quando trabalhamos as
equagoes de Cauchy-Riemann, que a derivada de uma fungao pode ser obtida calculando-a somente
numa direcao. Escolhendo a direcao da reta real, temos que:

f(2) = ug + vy

Para calcular no ponto 0, ou seja, com x = 0 e y = 0, observe que faremos a derivada de u(z,0) e a
de v(x,0) com respeito a . Mas f(z +1i-0) = f(x) é uma funcao real, logo:

f(z) = u(z,0) + iv(x,0) = v(z,0) =0 = f(z) = u(z,0)
Logo teremos v;|op = 0 € ug|o = f'(x)]o. Seguindo com este argumento, teremos que, em geral, vale:

FB @0 = P @)

Exemplo D.14. Com as consideragoes vistas acima, teremos que se f(z) = €?, entdao f/(z)|p =
(@) = %}Oe:” = ¢%|g = e = 1. Em geral, teremos que: f*)(z)|o = 1. Neste sentido, a expansio
em série de poténcias de f(z) = e* em torno de zp = 0 sera:

2 3

IR Y A (e A 2z
flz)=e = o z—zﬁ—1+z+§+§+...
=0

E mais, esta série converge para todo valor de z complexo. 0

O leitor ja deve ter notado que, para calcular a série de Taylor de qualquer funcao complexa em
torno de zg = 0 basta calcularmos a série da fungao real correspondente, apenas tomando cuidado de
trocar as poténcias em x por poténcias em z.
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D.3.3 Férmula para as funcoes

Nosso objetivo serd explicitar férmulas para e*, cos(z), sen(z). Comecemos com a fungao exponencial.
Um numero complexo z = x + iy localizado no expoente nos permitird decompor a poténcia em
um produto, ou seja:

ew-{—zy — ex . ezy
Certamente e” ja estd bem definido. Vamos entao olhar para €Y. Em série de Taylor, teremos:

2 ;3 4 -5 6 7 8 .9
i . Y Ly Yy Ly Yy Ly Yy Ly
iy _ 4L v sy Y Y d
I TR R R T TR T
Colocando 7 em evidéncia e separando os termos, o que nao altera o valor da série pois ela é absolu-

tamente convergente, teremos a seguinte situacgao:

2 4 6 8 3 5 7 9
: v oy Yy , vy oy
1Y — _Z_ g _ _Z_ 7 _Z_ g _ 7 7
e = (1 TR TR TR —|—...>+’L<y TR +9!...)

O leitor deve entao se lembrar que cada uma das séries entre os parénteses sao séries de Taylor de
fungoes conhecidas. Exatamente das fungoes seno e cosseno! Entao enunciamos o principal resultado
desta secao:

Teorema D.3 (Férmula de Euler).

e* = "t = ¢®[cos(y) + isen(y)]

O]

Observe que fazendo a expansao para e~*¥, teriamos obtido sinais trocados na série de Taylor para
os termos com 4, ou seja, teremos —sen(y) ao invés de sen(y). Logo:
z

e” = e W = e%[cos(y) — isen(y)] = 2

Com a férmula de Euler, podemos definir o logaritmo complexo, ou seja, a inversa da exponencial
complexa. Note que se e = w, entdao z = logw. Escrevendo w na forma polar, teremos que:

e® = e”[cos(y) + isen(y)] = |w]|(cos O + isend)

Logo |w| = e* = x = log(|w]), e que y = § = argw. Desta forma, temos que:

llogw =z =1z + iy = log(|w|) —i—iargw‘

Convencionaremos sempre escolher o argumento no conjunto (—, 7).

Note que obtivemos a férmula de Euler ao expandirmos e, y real, em séries de Taylor. Poderiamos
ter feito a mesma coisa para e, z € C, j4 que a série de Taylor é essencialmente a mesma. Terfamos
entao:

e = cos(z) + isen(z)

Equivalentemente, fazendo a expansao para e~ **, teriamos:
e "* = cos(z) — isen(z)

Somando as duas, temos que:




e subtraindo a segunda da primeira, teremos:

— e 2

2

1z
sen(z) = ¢

Com todas essas informagoes, seremos capazes de calcular coisas do tipo:
Exemplo D.15. A relacao de Euler:
'™ = cos(m) +isen(m) = —1

Logo: '
e +1=0

Exemplo D.16. Vamos ver algo mais exotérico.
it — pllogi)-i
Mas logi = log |i| +i.argi = log 1 4 i = i%. Logo:

.7 (1T _
it =e"03) = ¢

[VE]

Exemplo D.17. Sem surpresas, verificamos coisas que ja sabiamos ser verdadeiras:

. . - .
’L2 — e210gz _ 6212 — i = 1

como era de se esperar.

Exemplo D.18.

Observe que log(1 — i) = log|1 — i| + i arg(l — i) = log V2 + i . Dai:
€(1+i)(10g\/§+i%ﬂ) _ e(IOgﬁ—%)+i(logﬂ+%)
Finalmente:
1= o (1 7 3 )

Exemplo D.19. N N
eZ.Z + e*’L.Z e 1

cosi) =———=3%5
Exemplo D.20. N N
(i) et —e™ e 1
sen(i) = —— = — — —
2i 2 2e
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D.4 Exercicios

Questao D.13. Decida se as fungdes abaixo sao analiticas (considerando z = x + iy):
f(2) = e* +iy? g(z) = 4z — iby h(z) = €** — isen(x)

Questao D.14. Dada a u(z,y), determine v(x,y) tal que a fungao seja analitica:

Yy
2 + 92

u(z,y) =2x(1 —y) u(z,y) = u(z,y) = 2z — 23 + 3x1?

Questao D.15. Mostre que se uma funcao f(z) = u(z,y) + iv(z,y) é analitica, entao

@—I—(?Q—U—Oouainda@—kﬁ—o
ox2 0y ox? 0y

Fungoes que satisfazem tal igualdade sao classificadas como harmonicas.
“+w

Questao D.16. Utilizando a férmula de Euler, mostre que e*T* = e%e" e que (e*)¥ = e**.

Questao D.17. Calcule: ' ' '
et it (1 _ Z‘)Zl
sen(1) cos(2i) sen(7i) cos(m + 1)

Questao D.18. Verifique que se f(z) = e, entdao f’(z) = e?. Faga este exercicio de duas maneiras
distintas:

© _k
. z . A
1. Utilizando o fato que ¢* = E o e fazendo a derivada termo a termo dos monoémios em z.

k=0

2. Utilizando a férmula de Euler, usando o fato que f/(z) = uy + iv,.

Questao D.19. Utilizando as féormulas obtidas para seno e cosseno complexos, mostre que:

&sen(z) =cos(z) e . cos(z) = —sen(z)

Questao D.20. Utilizando as féormulas obtidas para seno e cosseno complexos, mostre que:
sen?(z) 4 cos?(z) = 1

~ . - sen(z
Questao D.21. Determine uma expressao para tan(z) = (2)

cos(z)

Questao D.22. Utilizando as férmulas obtidas para seno e cosseno complexos, mostre que:
sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a) e cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b)

Questao D.23. Resolva as equagoes a seguir:

ef=14+1 ef = -3
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Apéndice E

Uma breve introducao as Séries de
Fourier e uma aplicacao notavel

Neste apéndice, vamos introduzir brevemente as Séries de Fourier, que serao assunto do curso de
Calculo 4. Vamos aproveitar a oportunidade para calcular a soma da série dos inversos dos quadrados,
e sugerir como o mesmo raciocinio poderia ser aplicado para outros expoentes pares.

E.1 Séries de Fourier

Em linhas gerais e sem nenhum detalhe (entenda-se, passando por cima de questoes de convergéncia):
Suponha que, no intervalo x € [—m, 7], a série a seguir convirja para a fungao f(z), ou seja:

o0
= 50 Z ap cos(nz) + bysen(nx)) (E.1)
Mostramos os seguintes fatos:
Proposicao E.1.
1 ™
aop = - f(z)
—Tr

Demonstragao. De fato, observe que podemos integrar dos dois lados de

s

Zf(:c) dr = /7r dx+z (an/ cos(nz) dz + bn/wsen(nx) dx))

/ " cos(nz) dz = / " sen(nz) dz = 0

—T —T

Mas:

sempre que n > 1. Dai:

Trf(x)dxz/ﬂa;dx

—T —T

Ou seja,
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Proposicao E.2. Para todo n > 1, vale que:

an = — _7; f(x) cos(nz) dx

Demonstracao. Multiplicaremos os dois lados de por cos(kz), onde k é um natural fixo. Nova-
mente integramos termo a termo, e teremos:

_7; f(z) cos(kz) dw = /7T % cos(kx) dﬂ?—i—i (an/ cos(nx) cos(kx) dr + bn/

—T —T —T

m ™

sen(nz) cos(kz) d:c))

Agora:
T ao
/ —cos(kx) dx =0
_r 2
e também:

/ " sen(n) cos(kz) dz = 0

—T
pois trata-se de uma fungéo fmpar. Agora, se n = k, entao:

™ s 1 ™
/ cos(nx) cos(kx) dr = / cos(kz)? dx = 2/ 1+ cos(2kz) dz =7

—T —T

E se n # k, teremos, pela formula do produto para fungoes trigonométricas:
1
cos(nz) cos(kx) = 5 (cos[(n + k)z] + cos[(n — k)z])

E portanto:
™
/ cos(nx) cos(kx) dr =0
—T

A conclusao ¢é que:

i f(x) cos(kx) dr = ay, /7r cos(nx) cos(kx) dr = ay - 7

—T

Donde concluimos o que queriamos.

Proposicao E.3. Para todo n > 1, vale que:

1 ™
b, = — f(z)sen(nz) dx
™ -
Demonstracao. Serd essencialmente a mesma coisa! Multiplicaremos os dois lados de por
sen(kx), onde k é um natural fixo. Novamente integramos termo a termo, e teremos:

" ssentia) as = [ Srenttr ars (s [ cososentia) e + [

—T — —TT —Tr

s ¥

sen(nz)sen(kz) dx))

Agora:
/ %sen(k‘x} dr =0

—T
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e também:

/ " cos(na)sen(kx) dz = 0

—T

pois trata-se de uma fungéo fmpar. Agora, se n = k, entao:

m m 1 ™
/ sen(nz)sen(kx) dr = / sen(kz)? dr = 2/ 1 —cos(2kx) de =7

—T —T —T
E se n # k, teremos, pela férmula do produto para fungées trigonométricas:
1
sen(nz)sen(kz) = ~5 (cos[(n + k)x] — cos[(n — k)z])
E portanto:

/ " sen(na)sen(kx) dz = 0

—Tr

A conclusao ¢é que:

/ﬂ f(z)sen(kx) dx = by, /7T sen(nx)sen(kx) dr = by, - 7

Donde concluimos o que queriamos.

Dessa forma, se quisermos expressar uma fungao f(z) no formato:
o
ao
5t Z(an cos(nz) + bysen(nx))
n=1

bastarda que definamos os coeficientes ag, a, e b, como nas proposicoes acima. A série definida desta
forma é chamada de série de Fourier da funcao f(x), e os termos a; e b; sdo os coeficientes de Fourier.

E.2 Identidade de Parseval

Teorema E.1 (Identidade de Parseval).

™ J_x

2 o
=z _ % 2
f( 2+;a +0;)

Demonstragao. Considere a expansao de f(z) em série de Fourier. Considere entdao f(x)2. Basica-
mente, teremos a seguinte situacgao:

f(z)? = (C;O + Z(an cos(nx) + bnsen(nx))> (CLQO + Z(an cos(nx) + bnsen(nx))>
n=1 n=1

a2 ap [
f(z)? =Y =0 (Z(an cos(nx) + bnsen(nx))> +

n=1

_I_
<a cos(nz (Z ay cos(kx) + bmen(k::z:))) + bpsen(nz (Z ay cos(kz) + bksen(ka:))>>
n=1 k=1 k=1
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Vamos integrar dos dois lados. Do lado esquerdo, teremos:
v
f(x)? de
—Tr

E do lado direito, teremos:

o T ™
(2) a0 Z </ ap cos(nz) dxr + bpsen(nx) daz) = 0, pois todos os termos serao 0.

2 o\ -

Para n fixo:
(3) anz <ak/ cos(nx) cos(kx) dx + bk/ cos(nx)sen(kx) dm) J& vimos que todos os termos

k=1 —T —T
que aparecem serao 0, a menos que k = n, e neste caso:

s
/ cos(nz)? do =7
—T

Mas este termo é precedido do coeficiente a, e do coeficiente a; com k = n, ou seja, precedido

2
por a;,.

(4) bni (ak /_T; sen(nx) cos(kz) dz + bk./

—Tr

™
sen(nx)sen(kx) dx) Novamente serao 0, a menos que

k = n, e neste caso:

T
/ sen(nz)? dr =

—T
Mas este termo é precedido do coeficiente b, e do coeficiente by com k& = n, ou seja, precedido
2
por b;.

Resumindo tudo, e voltando a considerar o somatorio em n, teremos:

™ CL2

oo
f(z)? dz = ?071' + Z(aiﬂ' + b27)
n=1

—Tr

conforme queriamos.

O]

E.3 Aplicagao para o calculo da soma dos inversos de poténcias pa-
res

E.3.1 Expoente igual a 2

Consideramos a funcgao:

Vamos calcular os coeficientes de Fourier desta fungao. Entao:

1 [T —x
a():/ —dz =0
T ), T
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pois a funcao é impar. Pelo mesmo motivo, teremos:

1 (™ —
an = / —mcos(ﬂm) =0

T™J—x

Mas teremos:
1 (™ —x +2
by = — —sen(rmx) = —

) T nm

a depender: positivo se n par, negativo se n impar.
Pela identidade de Parseval, teremos finalmente que:

() e

Ou seja:
218 4 1
3m3 w2 — n2
Portanto:
==
—n 6

E.3.2 Expoente igual 4

Infelizmente as coisas vao ficando complicadas, e certamente esta nao é a melhor maneira para conti-
nuar com isso. Mas observe o que faremos.
A intuicdo nos diria para usar a funcgao

Esta funcao continua sendo impar, e portanto os coeficientes a;s serao 0. O coeficiente b,, entretanto,
podera ser calculado.

1 [" —a3 onm (—6 + n?n?
bn:/ —xsen(mv)dx::l:mr( + i)

T ), nimrd

O sinal a depender novamente da paridade do n. Mas entao:

144 48 4
T nbp6 T pAgd + n2m?

2
bn
Que infelizmente ndo nos seria 1til, pois j4 contém termos com 1/nS.
Nossa idéia portanto podera ser a de utilizar outras fungoes, impares, com o objetivo de fazer
aparecer também termos com 1/n®, para podermos cancelar... Vamos tentar:

—w—x?’

fz) =

3

Esta fungao continua sendo fmpar, e portanto os coeficientes a;s serao 0. O coeficiente b,, entretanto,
podera ser calculado.

T3 _ 2 2
1/ T —x Sen(mv)da:zj:2mr( 6—1—4714(14—71))

3 nim
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O sinal a depender novamente da paridade do n. Mas entao:

144 48 4 48 8 4
nér6  pig6 + n2r6  pird + n2mt + n2m?

by =

n

Com essas duas, teremos, por um lado:

2 1 (7 o~ (144 48 4
7T T /_7T < > zzl <n67r6 nimrd + n27r2)

E por outro lado:

2+2+4 1/“—x—x32di144 8 4 48 8 4
— _— _— = — —_— €Tr = —_ —
7 3r* hn2 w ). 3 — nbr6  nigb  n2x6  pixt  p2pt 0 n2gp2
Subtraindo a de cima da de baixo, teremos finalmente:
2 4 > 48 4 8
3t + 5r2 ; <_n47r6 + n2x b + n27r4)
Utilizando o que fizemos anteriormente, teremos:
2 4 248 X 4 =8 48 X1 4 7r 8P
PRl D D e R D D D e e o) e B AN
n= n=1 n=1 n=1
E portanto:
il_ﬂﬁ 2+4 4 72 8 w2 _774
—nt 48 \371 572 w66 7wt 6 ) 90

E.3.3 Expoente par qualquer

Certamente é possivel resolver qualquer situagdo repetindo as idéias até entdo mencionadas. Obvia-
mente esta nao é a maneira mais elegante, e tampouco foi a solucao original de Euler.

original, que nao envolvia séries de Fourier, Euler utiliza uma expansao para

7 cot(mx)
Obtendo a férmula:
i 1 (_1)k—122k—lB2k ok
2k g
—n (2k)!

Onde os By, sao definidos recursivamente por:
nil By, B { 1 sen=1
— El(n — k)! 0 sen#1
e sao chamados de numeros de Bernoulli. Por exemplo:

1 1 1
B(]:l 312—5 B2:6 Bg—O B4——% B5

I
o

117

Na solucao



E.3.4 Dificuldade para expoente impar

Observe que utilizando a identidade de Parseval, é simplesmente impossivel obter a solucao para
qualquer expoente impar, uma vez que no lado direito sempre aparecera o quadrado do coeficiente de
Fourier. A férmula de Euler tampouco nos fornece uma solugdo, pois os numeros de Bernoulli sao
todos nulos para k fmpar.

Ocorre no fim das contas que nem é conhecida solucao para a soma com expoentes impares em
termos de constantes conhecidas ou funcgoes elementares.
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Gabaritos
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Capitulo 9

Curvas parametrizadas

9.1 Introducgao

Exemplo 9.1. Este exemplo é um exercicio. Qual uma curva parametrizada que representa a in-
tersecdo entre o paraboldide y = 22 + 22 com o plano z = z 7?

(1) Encare estas varidveis como as funcoes x(t),y(t), z(t). (2) O que vocé pode dizer facilmente
sobre z(t) e z(t)? (3) Arbitrariamente, decida que alguma destas fungdes serd simplesmente = t.
Quais parecem uma boa escolha? (4) Substitua na expressao para y(t).

Vocé seria capaz de desenhar esta curva? Tendo chamado x(t) de t2, terfamos obtido a mesma
curva? E se fosse t37

O

Resposta. A curva é (¢,2t2,t). Chamando de t? haveria um problema pois a primeira e a terceira
coordenada nunca poderiam ser negativas. Com t3 nao haveria problema.
9.2 A derivada de uma curva
Exemplo 9.2. Este exemplo é um exercicio. Consideremos a hélice no R?:
B(t) = (cos(t),sen(t),t*) com t € [0, 27]

Qual o vetor tangente a curva em t = 77 Qual a funcao que determina a velocidade do ponto
percorrendo a curva? Qual a velocidade do ponto em ¢t = 277

(1) Faga a derivada da curva. (2) Substitua t = 7 para saber o vetor tangente. (3) Calcule a
norma do vetor derivada - esta serd a fungao que dard a velocidade. (4) Substitua ¢t = 2. -

Resposta. 3 = (—sen(t),cos(t),2t). B'(w) = (0,—1,27). v(t) = ||f'(#)|]] = V1+4t2. v(27) =
V1+ 1672

9.2.1 Reparametrizagao

Exemplo 9.3. Este exemplo é um exercicio. Considere a parametrizacao do trecho de pardbola:
aft) = (t,t?), com t € [-2,2]
E a reparametrizacao do mesmo trecho:

B(s) = (—4s,165%)
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Determine ¢ (incluindo os intervalos) e decida se houve alteracao no sentido.
(1) Em quem o parametro ¢ foi mandado? (2) Qual a derivada desta funcao? (3) Para que a
imagem fique entre —2 e 2, o dominio tem que ser qual intervalo? (4) Qual o sinal da derivada?

Resposta. (1) t =% —4t (2) ¢’ = —4 (3) [-1/2,1/2] (4) negativo!

9.3 O comprimento de uma curva

Exemplo 9.4. Este exemplo é um exercicio.

Exiba uma integral que determina perimetro da elipse que passa pelos pontos (2,0), (0,1), (—2,0)
e (0,-1).
(1) Que tal desenhar a elipse? (2) Qual a equagao cartesiana que esta elipse satisfaz? Comece

determinando o a e o b e lembre-se que a equagao é g—; + i’—; = 1. (3) Qual o conjunto de todos

os pontos que satisfazem uma soma de quadrados igual a 17 Isso mesmo, chame ? = cos(t) e

% = sen(t). (4) Escreva a parametrizagao. Qual ¢ o intervalo? O mesmo de sempre, afinal estamos

dando uma volta. (5) Calcule a derivada da parametrizacao. (6) Calcule a fun¢ao da velocidade. (7)

Exiba a integral. Vocé seria capaz de calcular esta integral? 0

Resposta. (2) <§)2 + (%)2 =1 (4) a(t) = (2cos(t),sen(t)), t e [0,2n] (5) o/ = (—2sen,cos) (6)

v(t) = /1 + 3sen(t)? (7) 1+ 3sen(t)? dt
0

9.4 Exercicios
Questao 9.1. Parametrize os segmentos ligando os pares de pontos a seguir.
(a) (071) € (172) (b) (1’273) € (471’7) (C) (0707 0) e (_1’378)

Dica: O segmento ligando os pontos P e @ é dado por «(t) = P+ t(Q — P) com t variando em algum
intervalo (qual?!).

Resposta. O intervalo em todos é o [0, 1]
a) a(t)=(t,1+1)
b) a(t) = (14 3t,2 —t,3 + 4t)
c) at) = (—t,3t,8t)
Questao 9.2. Parametrize as curvas descritas abaixo.

2

(a) As duas curvas da intersecio entre o cone z? = 22 + y? e o plano = = 1.

3

(b) Intersecdo entre a superficie 23 = 2 + 4% e o plano v = y + 1.

(c) Intersecdo do paraboléide hiperbélico z = 22 — y? e a esfera 22 4+ y? 4 22 = 1 (desenho da bola
de ténis). Dica: lembre-se das coordenadas esféricas....

Resposta.
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a) Sao duas curvas (1,t,+v1 + t2?)
b) (t,t—1,vV2t2 — 2t +1)

c¢) Nao se lembre de nada.. A dica estd furada. Melhor trocar y? por 2 — z na equacio da esfera e

completar quadrados. Depois chamar cada parcela de cos e sen. No final, serdo necessario duas
parametrizacoes distintas.

Questao 9.3. Um disco circular de raio 1 no plano xy localizado sobre o ponto (0,0) no instante
t = 0 gira sem escorregar para a direita. Parametrize a curva descrita pelo ponto do disco localizado
sobre (0,0) a medida que o disco gira (esta curva chama-se cicldide). Dicas: (1) Faga um desenho (2)
Lembre-se que os movimentos horizontal e vertical sao independentes.

Resposta. (cos (3 —¢) +¢,1 +sen (3 —¢))

Questao 9.4. (1) Ache a derivada das curvas parametrizadas a seguir.

(a) a(t) = (t,t?) (b) B(t) = (cos(t), et — 1,12) (c) y(t) = (t3,sen(t) + 1,1)

onde ¢t € [—1,1]. (2) Determine os vetores tangentes a cada uma dessas curvas quando ¢t = 1. (3)
Alguma destas parametrizagoes nao é regular?

Resposta.
c) v = 3t cos(t),0
Nenhuma é regular.

Questao 9.5. Ache uma parametrizacao da reta tangente a curva S(t) = (1 + 2/t 3 —t, 13 + t) no
ponto (3,0,2).

Resposta. (1) = (3,0,2). A tangente sera dada por (3,0,2) + s8'(1).

Questao 9.6. Considere que uma particula se move através da hipérbole seguindo a parametrizagao
convencional (¢,v/t?> — 1). Determine a velocidade desta particula no instante t.

_ 2 [22-1

Vit =S
Questao 9.7. Considere a curva parametrizada por «(t) = (cos(t), cos?(t)) com t € [0,7]. (a) Esta
parametrizacao é regular? (b) Existe um bico? (c¢) Que curva é esta? (d) Esta curva é regular?

(e) Caso positivo, exiba uma parametrizagao regular desta curva. (f) Qual a funcdo ¢ usada para
reparametrizar?

Resposta. v(t) = ||(1,

Resposta. (a) Nao é: o/(t) = (—sen(t), —2sen(t) cos(t)) = o/(n/2) = (0,0). (b) Nao existe: se
cos(t) = x(t) e cos?(t) = y(t), entdo y = 2%. Logo dy/dz = 2z, que estd bem definido em todo
dominio. (c) Parébola! (d) Sim! (e) (¢,t?). (f) arccos!

Questao 9.8. Demonstre que a reta tangente a circunferéncia é sempre ortogonal ao raio. Dica:
A férmula para a derivada do produto (escalar, no caso de vetores) também vale para curvas! A
proposito, demonstre este fato também.
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Resposta. Seja (t) ponto na circunferéncia - interpretado como vetor (raio). Queremos mostrar que
v'(t), que determina a dire¢ao da tangente, é ortogonal a v(t). Note que:

(1), 7(1)) = R? = %(’y(t),’y(t» _0
Mas g
S0 = (/0,10 + (187 (1) = 207 (), 7(1))
Dai

logo ortogonais.
Questao 9.9. Calcule o comprimento das curvas a seguir.

(a) a(t) = (2,12, 53) (b) B(H) = (1L, 5) (c) 7(t) = (VI t,elye )
Todas com ¢t € [0, 1].

Resposta.

b) B'(t) = (0,2t,3t?) ||B'|| = V42 + 9t1 = tv/4 + 9¢2 Usando mudanga de varidveis, teremos que:

1 1 1
/t 4+ 9¢2 dt—Q/ﬁdu—3u3/2—3(4+9t2)3/4

Dai:

Questao 9.10. Considere a curva a(t) = (e~*/%cos(t),e "/?sen(t)) com t € [0,00). (1) Esboce o
tragado desta curva, mostrando que ela se aproxima da origem quando t — oco. (2) Mostre que
o' (t) — (0,0) quanto ¢ — oo. (3) Calcule o limite do comprimento da curva quando ¢ — oo,
concluindo que apesar de infinita, a curva tem comprimento finito.

Resposta. (1)t — 0o = e %2 — 0 e cos(t) e sen(t) ficam limitados, logo a(t) — 0 (2) o/(t) =
1 1
—§e_t/2Cos[t] — e t28in[t], e"*/?Cos[t] — 2e_t/QSin[t]} e pelo mesmo argumento, todos os termos
vao a zero! (3)

Hm_fw4m_f/ew_f—mw)_ﬁ
0

0

Questao 9.11. Lembra-se da curva dada por (¢2,43) ? Reparametrize-a por comprimento de arco.
Obviamente vocé nem se preocupou com o fato que esta curva nao era regular - mas olhe agora para
o seu parametro de comprimento de arco e decida se ele pode estar definido no ponto s = 0...

Resposta. Temos o = (2t,3t?). Dai ||o/|| = V4t2 + 9t%. Logo:

1
s(t) = / 4t2 4+ 9t dt = > (4 + 9t2)3/2

t(s) = i\/—g + 2/3
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Logo a curva serd parametrizada:

3
4 4
(—9+52/3’im> s> 827

Ou seja, ou vocé parametriza por comprimento de arco a parte negativa, ou a parte positiva, mas nao
ambas simultaneamente.

Questao 9.12. Reparametrize a parabola por comprimento de arco. Dica: Em alguma integral
que aparecer, chame 2t = tan(f) e resolva-a por substituicdo (vocé também poderia fazer usando o
ArcSenh). Foi possivel inverter a func¢ao obtida?

Resposta. Apesar de ser possivel calcular uma primitiva, nao é possivel inverter.

1 1 1 1
StV1+46 + JLog [27: V1 4t2} = StV/1+48 4 S ArcSinh[21]

Questao 9.13. Reparametrize a curva

2 2t
= =1,
() <ﬂ—+1 ’t2+1>

com respeito ao comprimento de arco medido a partir do ponto (1,0) na direcdo de um ¢ crescente.
Expresse a reparametrizacao na forma mais simples. O que pode-se concluir a respeito da curva?

4t 2(—1+t2
Resposta. 7/ = { — 55— ( 2) = ||l =
(1+1t2) (1412)

o Agora:

s(t) = /0 7/ (w)]| du = 2arctan(t)
Logo:
t(s) = tan(s)/2

Voltando para a curva:
(cos(s),sen(s))

Que curva é esta mesmo? A parametrizacao apresentada é a parametrizagao racional da circunferéncia,
que 86 nao esta definida em um ponto.
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Capitulo 10

Integrais de linha e campos vetoriais

10.1 Integrais de linha por comprimento de arco

Exemplo 10.1. Exemplo exercicio.
A massa de um objeto é a sua densidade calculada ao longo de sua dimensao. Se pensarmos num

fio muito fino como algo unidimensional, poderemos calcular sua massa fazendo a integral de uma

funcao densidade ao longo da curva descrita por ele. Por exemplo, consideramos o fio «(t) = (¢,t,t)

com t € [0,2] e 0(x,y, z) = zyz a densidade linear do fio. Qual a sua massa?
Basta (1) calcular [|&/(t)]| (2) montar a integral (3) resolvé-la.

O
2
Resposta. Trivial. ||o/|| = V3. (2) / t3V3 at = 4V/3
0
10.2 Exercicios
Questao 10.1 (Integrais de linha por comprimento de arco). 1. Qual a massa de um fio cuja equacao

cartesiana é 22 + 92 =12, 2 > 0 e y > 0, e cuja densidade é dada por p(z,y) = = +¥.

2. Calcule a integral de linha por comprimento de arco da funcao f(x,y) = y sobre a parabola
2 = 42 no intervalo 0 < y < 2.

Resposta. (1) 2 (2) % (—1417V17)

Questao 10.2 (Integrais de linha sobre campos). 1. Calcule a integral de linha do campo F'(z,y, z) =
(z,2% + y + 2, y2) sobre a curva y(t) = (¢,2¢,1) com 0 < ¢ < 1.

2. Calcule a integral de linha do campo F(z,y) = (—y,x) sobre a curva parametrizada ~(t) cuja

. P 2 42 . .
imagem ¢ a elipse 7 4 % = 1. (Parametrize a elipse!)

3. Calcule a integral de linha do campo F(z,y, z) = (y%, x, —1) sobre o tridangulo de vértices (0,0, 0),
(1,0,0) e (2,1,2) (parametrize os lados do tridngulo seguindo uma orientagao). Serd necessario
calcular 3 integrais.

4. Calcule a integral de linha do campo F(z,y,z) = (z,1,2) sobre a curva que ¢é a interse¢ao do
paraboléide z = 22 + 32 com o plano 2z + 2y — 1 = z. O sentido deve ser o anti-horario.

Resposta. (1) 31/6 (2) 127 (3) 0—1/6+1/3 =1/6 (4) 0 (alguma suspeita por qué?)
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Questao 10.3 (Campos conservativos). Determine se os campos a seguir sdo ou nao conservativos.
Caso positivo, exiba uma fungéo potencial. Caso negativo, justifique.

T Y z
1. F(z,y,z) = ( )

(x2+y2+z2)2’ <m2+y2+22)2’ ($2+y2+22)2

2-ny7 ) (:L‘—y,ac+y+z,z2)

(
3. F(z,y) = (a2y, —x)
4. F(x,y,2) = (yz — 2zy?, 2z — 2ya?, zy)
5. F(z,y,2) = (—4x, 5y, 23)
6. F(z,y,2) = (—22y2,0,1)
)

Resposta. (1 m (2) Nao é (3) Nao é (4) Feito em sala (5) —2z2 4 5y2/2 + 2% /4 (6) Nio é.

Questao 10.4 (Teorema Fundamental). 1. Calcule a integral de linha do campo F'(z,y) = < 5 x 5 3 i 2)
T2ty ety
sobre a curva y(t) = (¢,0) com —1 <t < 1.

2. Calcule a integral de linha do campo F(z,y) = (sen(xy) + zy cos(zy), 2 cos(xy)) sobre a curva

y(t)= (2 —-1,t2+1) com -1 <t < 1.

3. Calcule a integral de linha do campo F'(z,y, z) = (yz,xz, zy) sobre a curva y(t) = (cos(t),sen(t),t)
com 0 <t < 2m. Que curva é esta?

4. Calcule a integral de linha do campo F(x,y, z) = (22, y?, 22) sobre a curva v(t) = (¢,13, V12 + 1)
com —1 <t <I1.

Resposta. (1) Notou que o campo nao estd definido ao longo da curva? Ainda assim pode-se dizer
que a integral f_ll 1/t dt = 0 (2) Notou que a 7 é a mesma curva percorrida em ambos os sentidos?
Logo s6 pode ser 0, qualquer que fosse o campo! (3) 0 (4) 4/3
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Capitulo 11

Teorema de Green

11.1 Exercicios
Questao 11.1. Aplique o Teorema de Green e resolva as integrais de linha a seguir.

1. /f dy onde f(z,y) = (2%, 2y?) e y(t) = (2cos(t), 3sen(t)) com 0 < t < 27. Desenhe esta curval
g

2. /f dy onde f(z,y) = (cos(x) + sen(y),tg*(y)) e v(t) é o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e
vy

(0,3) parametrizado no sentido horério.

3. /f dy onde f(z,y) = (z +y,2% + y?) e y(t) é uma parametrizacdo no sentido horario para a
g
curva fechada formada pelos graficos de y = sen(z) e y = —sen(x) com 0 < x < 7.
4. /f dy onde f(x,y) = (eYz,2%y3) e y(t) = (cos(t),sen(t)) com 0 < t < 27.
g
5. /f dvy onde f(x,y) = (cos(zy),sen(xy)) e vy(t) é o quadrado de lado 2 centrado na origem,
g

parametrizado no sentido anti-horério.
Resposta. (1) 277/2 (2) (1 —cos(3))/3 (3) 4 —47 (4) 0 (5) 0

Questao 11.2. Utilize o Teorema de Green para calcular a area da elipse de equagao

Dica: Parta de uma integral dupla para calcular uma integral de linha. Invente um campo vetorial
tal que Q, — P, = 1.

Resposta. Escolhemos F(x,y) = (0, z) para calcularmos a integral de linha deste campo ao longo da
elipse E, parametrizada no sentido anti-horario por y(t) = (acos(t), bsen(t)). Temos, pelo teorema de

Green:
/Fdfy:/ Q. — P, dzdy

2
/ (0,acost) - (—asen(t),bcos(t)) dt = // 1 drdy = Area da elipse
0 E

Dai teremos que:
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Agora esta facil. O lado esquerdo, a resposta, sera:

2 2
/ (0,acost) - (—asen(t),bcos(t)) dt = / abcos?(t) dt = abm
0 0

Questao 11.3. Calcule
7{ y? dz + 3xy dy+7{ y? dz + 3xy dy
C D

onde C é a circunferéncia z? + y?> = 4 parametrizada no sentido anti-horério e D é a circunferéncia
z? + y? = 1 no sentido hordrio. Tente usar o Teorema de Green dividindo a regido em duas partes,
de modo que cada parte seja cercada por uma curva composta de 4 partes. Note que duas partes de
cada curva ocorrem em sentidos opostos, logo se cancelam!

Resposta. Temos que F(z,y) = (y?,32y). Seguindo a orientacio dada, teremos que:

% F + % /%\eglao entre - Py d-:Udy
circulos
Dali teremos que:
2 2w
?{ F+ 7{ /[egm wnere SY — 2y dzdy = / / 7“28611((9) dfdr =0
C D circulos 1J0 O

Questao 11.4. Seja

ﬁF

onde v é qualquer curva parametrizada no sentido anti-horario que fique em volta da origem. Dicas:
(1) Nao da pra usar o Teorema de Green pois esta funcao nao estd definida na origem. Este campo é
conservativo? FExiste alguma boa candidata para fungao potencial? Em qual ponto esta funcao teria
problemas? (2) Imagine agora sua curva arbitraria em torno da origem. Entre ela e a origem ponha
uma circunferéncia muita pequena. Para as duas curvas ao mesmo tempo é possivel usar o Teorema
de Green, certo? Por que? Cuidado com o sentido da parametrizacao! (3) Entao vocé quer saber a
integral de linha na curva maior. Vocé sabe que ela somada com a integral de linha na circunferéncia
pequena é igual a integral de @, — P, na regiao compreendida entre elas. Falta calcular o que? (4)
Faca o limite do raio da circunferéncia tender a 0.

Calcule

Resposta. Comecamos calculando a integral de linha deste campo numa circunferéncia de raio ar-
bitrario r parametrizada no sentido horario por a, = (r cos(—t),rsen(—t)), t € [0,2n]. Dai teremos
que:

/ " Plan(t)) - al(t) dt = —2m
0

ue na n r!l Enta mos um 7 ta ueno quanto n sari ra que «, estej
e nao depende de r!! Entao escolhemos tao pequeno quanto necessario para que «,- esteja toda
”dentro”’de 7. Dai, pelas observagoes da questao anterior, aplicamos o teorema de Green na regiao
compreendida entre as curvas, o que € possivel pois estamos ”evitando”a origem. Teremos que:

/Fd7+/ Fdar:// regize &z — Py dzdy
Y (o798 entre elas

/Fd7—27T:0:>/Fdfy:27r
v v O
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Apéndice F

Geometria de Curvas - Curvatura e
Torcao

F.1 Exercicios

Questao F.1. Considere a catendria y = cosh(z) dentro do plano R? e parametrize-a com parametro
t. (a) Calcule o campo de vetores tangente T'(t). (b) Calcule o campo normal principal N(¢), quem
sabe utilizando um argumento geométrico simples (quando dois vetores sdo ortogonais em R? ?!). (c)
Calcule a curvatura x(t) de duas formas (i) usando a férmula geral para curvatura (ii) explorando o
fato que o = v'T + v?kN.

1 inhlt
Resposta. (t,cosh(t)) (a) T(t) = Sinhl[t]
/£ + Sinh[f]2" /2 4 Sinh([¢]?
grande génio da matemdtica pra notar que:

} (b) Nao precisa ser nenhum

n —Sinh[t] 1
V12 + Sinh[t]2’ /12 4 Sinh][t]?

sao ambos ortogonais a T'(t) pois o produto interno é zero e sao vetores de norma 1. Resta decidir se
o positivo ou o negativo. Mas note que o desenho da catendria se assemelha a uma pardbola, e que
o campo normal sempre deve apontar para o centro de curvatura. Entao a coordenada y serd sempre
positiva, logo escolhemos o vetor apresentado com o sinal +. (¢) Note que para usar a férmula geral
é necessario adicionar uma terceira coordenada constante, digamos = 0. Entao: s(t) = 1/ cosh?(t).

Questao F.2. Calcule o triedro de Frenet, a curvatura e a tor¢ao da hélice geral
h(t) = (acos(t),asen(t), bt).

Resposta.

() e, )
N = {—Coslt], —Sin[{],0}

o~ T e )

() = \/@2 + b2 )= \/a2 + b2
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Questao F.3. (a) Utilize o Teorema de Existéncia e Unicidade de curvas para mostrar que dada uma
constante kg > 0, existe essencialmente um tnica curva plana com curvatura igual a esta constante.
Que curva é esta? (lembre-se do exemplo dado no texto). (b) Mostre que dadas duas constantes
ko > 0 e 79, existe essencialmente uma tnica curva espacial com estas curvatura e tor¢ao constantes,
e que esta curva é uma hélice.

Resposta. Basta resolver o sistema xo = a/(a® + b?) e 79 = b/(a? + b?).

Questao F.4. Calcule o triedro de Frenet, a curvatura e a tor¢io da cibica reversa c(t) = (¢,¢2,t3).
(Faga um desenho desta ctbica). Em que ponto a torgao é maxima?!

Resposta. Parece-me que esta é uma questao com muitas contas. Mas ai vai o triedro:

{ 1 2t 32 }
T: ) )
V14422 + 95 1+ 412 + 912 V1 + 412 + 98

N t(2+9t%) 1—9t* 3(t+2t%)
Tl QA2 o) 1T+ (2t (1 + 42+ 9t4) T+ 9 (82 + t4) (14412 + 9t4) /T + 9 (2 + t9)

3t? 3t 1
B: y 9
VIH9@2+th) J1+9(2+th) /1+9(82+ 1Y)

Para usar a férmula de Frenet generalizada B’ = —v7TN, note que:
B(t) = 3t (2 + 9t?) -3+ 27¢* o 9(t+2t) o(t) = 2 11902119
(T+9(2+t4)%2 (1492 +14)*? (1492 +t4)%? (1 + 412 + 9¢%)

Logo
3

2 (1 + 42 + 9t4) (14 9 (¢2 + t4))3/?

que obviamente é maxima quando ¢ = 0. Observe que o cédlculo da tor¢ao é muito, mas muito, mais
facil de fazer utilizando a férmula geral.

Questao F.5. Determine a curvatura da elipse ﬁ—; + z—; = 1 em um ponto (z,y). Determine os valores

maximos e minimos da curvatura, e em qual ponto da elipse eles sao atingidos. E o resultado que a
sua intuicao geométrica esperava?

ab
(b2Cos|t]? + a?Sint]?)
sen? = 1 se sen = +1. Agora se a > b, o maior valor no denominador, logo a menor curvatura, ocorrers
quando sen’? = 1, ou seja, nos pontos da elipse em que z = 0. O menor valor no denominador, logo
maior curvatura, ocorrerd quando cos? = 1, ou seja, y = 0. O andlogo vale para se b > a.
Desenhe a elipse agora e verifique que pontos sao esses.

Lembre-se que sen? + cos? = 1, onde cos? = 1 se cos = +1,

Resposta. k(t) =

Questao F.6. Sem usar o teorema da existéncia e unicidade apresentado (a) Prove que uma curva
regular C' tem curvatura nula se e somente se ¢ um segmento de reta (b) Se C' tem curvatura nao nula
em todo ponto, prove que C' tem torgao nula se e somente se é uma curva plana (o que caracteriza
uma curva plana? qual campo vetorial é constante?)

Questao F.7. Usando o Teorema de Green, determine uma férmula para a area da regiao R delimitada
por uma curva plana fechada a(t) = (z(t),y(t)), t € I.
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Resposta. Seja F(z,y) = (0,z). Logo:

frea //]%1 drdy = //R Qs — P, dady — /IF(a(t))-o/(t) at = /I:v(t)y'(t) at

Equivalentemente, poderiamos ter obtido se F(z,y) = (—y,0), a expressao Area = /—y(t)x'(t) dt.
I
Dividindo ambas por 2 e somando, teremos:

zy — yx'
Area:/yydt
I 2

que é a expressao mais notéria para a area em termos da curva.

Se vocé chegou até aqui, ja estd de bom tamanho para um toépico extra de um curso de Calculo.
Porém, o leitor que estiver motivado por esta teoria pode continuar a resolver os exercicios a seguir,
consideravelmente mais sofisticados, como uma forma de desafio!

Questao F.8. Um campo de vetores D(s) ao longo de uma curva parametrizada por comprimento de
arco a(s) é dito um campo de Darbour se T" = D x T, N' =D x N e B’ = D x B. Prove que existe
um tnico campo de Darboux ao longo de «, achando sua expressao em termos do triedro de Frenet.

Questao F.9. (a) Suponha que todas as retas normais a uma curva passem por um ponto fixo.
Mostre que a curva é um arco de circunferéncia. (b) Suponha que todas as retas tangentes a uma
curva passem por um ponto fixo. Mostre que é um segmento de reta.

Questao F.10. O centro de curvatura de uma curva o no ponto «(t) é dado por a(t) + ﬁN(t). A
evoluta de uma curva plana regular o com k # 0 é a curva percorrida pela centro de curvatura, ou
seja:

1
Evoluta(t) = 5(t) = a(t) + @N(t)

(a) Calcule a evoluta da catendria (t,cosh(t)).

(b) Prove que o vetor tangente unitério de uma evoluta § de uma curva « qualquer é igual (a menos
de sinal) ao vetor normal principal de a.

(c) Expresse o comprimento de arco s(t) da evoluta em termos da fungao curvatura de a.

Questao F.11. Seja a(s) : [0,I] — R? uma curva plana parametrizada pelo comprimento de arco
fechada. A curva (s) = a(s)—r.N(s), r constante positiva, N vetor normal, é chamada curva paralela
a a. Mostre que:

(a) Comprimento de 8 = Comprimento de o + 277
_ 1
1+ rRa(s)

(c) A(B) = A(a) +rl + mr?

(b) #5(s)

Onde A() é a area delimitada pela curva (use a questao 28).
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Questao F.12. Vamos apresentar uma espécie de contra exemplo para o item (b) da questao 27. O
objetivo é mostrar que basta um ponto de curvatura nula para que uma curva de torcao nula nao
pertenca a um unico plano. Considere:

(t,0,eV) set >0
a(t) =49 (¢, 6(_1/t2), 0) set<0
(0,0,0) set=0

(a) Prove que « é diferencidvel.

(b) Prove que «(t) é regular para todo t. Prove que k(t) # 0 para todos os t menos t = 0 e
t = +/2/3. Mostre que k(0) = 0.

(c) Mostre que o limite do plano osculador com ¢t — 0 e t < 0 é o plano z = 0. Mostre que o limite
do plano osculador comt —0et > 0¢éy=0.

(d) Mostre que, mesmo sem que « seja curva plana, é possivel dar uma defini¢do para 7 e teremos
que 7 = 0 constante.
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Capitulo 12

Superficies parametrizadas e integrais
de superticie

12.1 Exercicios

Questao 12.1. As superficies a seguir sdo de revolu¢ao. Lembre-se que, dada uma curva (f(v),0, g(v))
no plano zz, a rotacao dela em torno do eixo z se expressa como (cos(u)f(v),sen(u)f(v), g(v)).

1. Parametrize o cone reto centrado na origem de eixo z. Qual o plano tangente a este cone no
ponto (1,1,4/2)? Qual o vetor normal? Este cone possui plano tangente com z = 0?

2. Parametrize um hiperboléide de duas folhas cujo eixo é y, dado pela equacdo: 32 — 2% — 22 = 1.
Dé uma férmula para o cdlculo do plano tangente.

. . S ~ 2 2 2 ,
3. Parametrize um elipséide de revolucao &+ -4 %- = 1. Ache uma férmula para o vetor normal.

4. Parametrize o toro de raio interno 1 e raio externo 3. Toro é o nome dado a casca da “camara
de ar de um pneu”ou de uma “rosquinha”.

Resposta.

1. o(u,v) = (veos(u),vsen(u),v). o(r/4,v/2) = (1,1,4/2). Plano = +y — v/2z = 0. Vet norm:
(1,1,4/2). Néo possui.

2. o(u,v) = (Vv? = 1cos(u),v,Vv? — 1sin(u)). Vet Norm (—\/—1 + v2Cos[ul, v, —vV—1 + U2Sin[u]).

Plano tangente pelo ponto P = (a,b,c) = o(ug, vg) sera:

(z,y,2) - <m003[u0],v0,msm[ud> _
= (a,b,¢) - (—\/T-FU%COS[U()],U(), —\/T—%Sin[uo])

3. o(u,v) = (2cos(v) cos(u), 2 cos(v)sen(u), 3sen(v)). Vet norm: {6Cos[u]Cos[v]?, 6Cos[v]*Sin[u], 2Sin[2v] }
4. o(u,v) = {(3 + Cos[v])Cos|u], (3 + Cos[v])Sin[u], Sin[v]}
Questao 12.2.

1. Calcule a area do cone com —2 < z < 2.
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2. Calcule a area do hiperboléide com —4 < y < 4.
3. Calcule a area do elipsédide.
4. Calcule a area do toro.
Resposta.
1. 8V2r

2. Nao possui primitiva elementar. fil 2m/v2 + Abs [—1 + v2] dv

3. %ﬂ' (10 + 9v/5ArcTan [§]>

4. 1272

Questao 12.3.
1. Calcule a integral da funcdo f(x,y,2) = 22 + y? + 22 ao longo da esfera de raio 3.
2. Calcule a integral da funcao f(x,y,z) =z + y + 2z no elipséide descrito acima.

3. Calcule a massa de um cilindro reto de raio 2 em volta do eixo z, com —2 < z < 2, se sua
densidade ¢ dada por p(z,vy,2) = 22 + y% + €.

Resposta.
1. 8147
2.0
3. 2m(8 + Sinh[2])

Questao 12.4. Observe a figura abaixo, retirada do livro do Stewart.

Exiba a parametrizacao de uma superficie que tenha este formato.

Resposta. Comece com a circunferéncia no plano yz dada por:

(0.3 coste)sento))
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Vamos fazer com o que o parametro u seja responsavel pela movimentagao da circunferéncia e pela
diminuigao do seu raio. Fagamos u € [0, 1]. Entao, para que esta circunferéncia dé 4 voltas em torno
de z, facamos:

((3 + cos(v)) cos(4mu), (3 4 cos(v)) sin(4mu), sen(v))

Para que o raio da circunferéncia, ou seja, o termo que multiplica cos(v) e sen(v), vd diminuindo a
medida que u aumenta, multipliquemos por (1 — u).

((3 + (1 —u) cos(v)) cos(4mu), (3 + (1 — u) cos(v)) sin(4mu), (1 — u)sen(v))
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Para que o raio da rotagao diminua a medida que u aumente, multipliquemos o raio da rotacao que é
3 por (1 —wu):

<((1 —u)3+ (1 —u)cos(v)) cos(4dmu), ((1 —u)3 + (1 — u) cos(v)) sin(4dnu), (1 — u)sen(v)) =

= ((1 —u)(3 4+ cos(v)) cos(4dmu), (1 — u)(3 + cos(v)) sin(4mu), (1 — u)sen(v))

Para que a superficie va subindo no eixo z a medida que u cresce, somemos um multiplo de u na
coordenada z:

<(1 —u)(3 + cos(v)) cos(4mu), (1 — u)(3 + cos(v)) sin(4mu), 3u + (1 — u)sen(v))
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Capitulo 13

Teorema de Stokes e Teorema da
Divergeéncia

13.1 Teorema de Stokes

Exemplo 13.1. Este exemplo é um exercicio. Mostre que o fluxo do rotacional de qualquer campo
em uma superficie fechada é igual a 0. (1) Divida a superficie em duas metades. Chame de I" a borda
(2) Aplique o teorema em cada metade prestando atengdo na orientagdo (3) Expresse a o fluxo em
toda superficie como soma dos fluxos em cada metade.

FEITO EM SALA.

13.2 Exercicios

Questao 13.1. 1. Calcule o fluxo do rotacional do campo F(z,y,z) = (23y, zy?, z2) ao longo da
superficie 22 — % — 22 = 1 com 1 < z < 2. Escolha a orientacdo de modo que o vetor (—1,0,0)
esteja no campo normal definido.

£

zy,x2 + y2) ao longo da superficie

2. Calcule o fluxo do rotacional do campo F(z,y,2) = (arQ + 12,
o(u,v) = (ucos(v),usen(v),u?sen(2v)), u € [0,1], v € [0, 27].

. _ 2 3 . s. 2
3. Calcule o fluxo do rotacional do campo F(z,y,z2) = (—z,2°, —¥”) ao longo do elipséide & +

% + % = 1. Faga agora ao longo da metade superior do elipséide.
4. Calcule o fluxo do rotacional do campo F(x, vy, 2) = (22, y?, e*x3) ao longo do cone 22 +y%?—2% = 0
com 1 <z <4.

5. Calcule a integral de linha do campo F(x,y,2) = (r+y+ 2,2 —y — z,—x — y — z) ao longo da
borda da superficie (u,v,sen(v)) com 0 <v <2re —1<wu<1.

6. Calcule a integral de linha do campo F(z,y, z) = (z + %%,y + 22, 2z + 22) ao longo da borda do
triangulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1), orientada no sentido anti-horario em relagao ao
vetor (1,1,1).

7. Calcule a integral de linha do campo F(x,y, z) = (yz, 2rz,e™¥) ao longo do circulo 22 + y? = 16
e z = 5, orientado positivamente em relagao ao vetor (0,0,1).

Resposta.
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6.
7.

. 0e0.
.04+0=0

. Observe que rotF = (0,2,0). Entao usamos Stokes e teremos: 0

-2

807

Questao 13.2. 1. Calcule o fluxo do campo F(z,y,2) = (23,33, 23) através da esfera de raio R.

2.

Calcule o fluxo do campo F(z,y,z) = (sen(y), cos(x)e?, z—z) através da superficie limitada por
22 — 22 —y? =1 e por z° +y? = 3. Reflita sobre que superficie é esta. Calcule a intersecio entre

as duas equagoes implicitas.

Calcule o fluxo do campo F(x,y,z) = (22 sen(y)z, 22) através da superficie limitada superior-

mente pelo paraboldide z = (—z2 — y?) + 1 e inferiormente pela esfera de raio 1.

4. Calcule o fluxo do campo F(x,y,z) = (zyz,y, z) através da superficie limitada superiormente
pelo cone (z — 1) = 22 + y? e inferiormente pelo cone (z + 1) = 22 + 32,
Resposta.
127 RS
1. 12nR°
2. 0. Observe que o divergente é 0.

3.

4.

Esta questao estd meio complicado. Troquem o campo por (—2z, —2z, —2y). Resposta: 0.

4

Questao 13.3. Demonstre, utilizando o Teorema da Divergéncia, que o fluxo do rotacional de um
campo ao longo de qualquer superficie fechada é sempre zero.

Resposta. Basta observar que:

_ 0 0 0 _
divrotF = %(Ry—Qz)-i-afy(Pz - Ry) +E(Qx —P)=0

Questao 13.4. Demonstre o Teorema de Green usando o Teorema de Stokes.

Resposta. Basta imergir a curva plana no espago. A integral de linha serd ainda a mesma. Usando
Stokes, teremos que esta integral de linha sera igual ao fluxo do rotacional do campo. Mas o vetor
normal & superficie (interior da curva) é o vetor (0,0, 1). Entao dentro da integral, teremos:

rotF - (0,0,1) =Q, — P,

que é exatamente o que aparece no Teorema de Green.
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Questao 13.5. Seja C curva simples fechada contida no plano = + y + z = 1. Mostre que a integral:

/ zdx — 2zdy + 3ydz
C

s6 depende da drea da regiao confinada por C, e nao do seu formato ou de sua posi¢ao no espago.

Resposta. Pelo teorema de Stokes, teremos:

/ zdr — 2xdy + 3ydz = / / (rotF) - n(u,v).||oy X oy|| dvdu =

2
/ / 33(111)Hau><adevdU— f/ / 0w % 0| dvdu

que s6 depende da area.

Questao 13.6. Calcule:

/C(y +sen(x))dz + (22 + cos(y))dy + z3dz

onde C é a curva «(t) = (sen(t),cos(t),sen(2t)), t € [0,27]. Vocé saberia exibir uma superficie que
contivesse esta curva?!

Resposta. Claro que saberia, ja foi a questao 5.1.2. A superficie é:
(v cos(u), vsen(u), v2sen(2u))
Esta integral de linha é o fluxo do rotacional nesta superficie:
rotF = (=22, —3z% —1)

e temos também:
oy X 0y = (20%sen(u), 20% cos(u), —v)

Logo:
/ (y 4 sen(z))dz + (22 + cos(y))dy + z3dz =
C

2T
/ / (v?sen(2u)), —3(v cos(u))?, —1) - (2v3sen(u), 20% cos(u), —v) dvdu =

2 2m 1
= / / —4vtsen(2u)sen(u) — 6v* cos®(u) + v dvdu = / / vdvdu =7
o Jo o Jo

Questao 13.7. Use o Teorema da Divergéncia para calcular o fluxo de F(x,y, z) = (2’256, % + tan(z), 2%z + y2)

onde S é a metade superior da esfera 2% +y2+ 22 = 1. Note que ndo é uma superficie fechada. “Feche-
a”da maneira mais simples possivel e resolva a questao!

Resposta. Seja 57 o disco de raio 1 que tampa a meia esfera Sy. Entao:

/F-ndS—l—/ F-ndS= F-ndS’:///didexdde
S1 So S1USo B
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onde B é a metade superior da bola de raio 1. Entao, por um lado:

/// divF dxdydz = /// risen(y) drdpdd = 2%
B

E por outro lado, parametrizamos o disco por o(u,v) = (v cos(u), vsen(u), 0), entao:

1 27
/ F-ndS—/ (i 0) - (0,0,1)02 dudv =0
St

2
/F'ndS:7r
So D

Questao 13.8. Demonstre todas as igualdades abaixo. Suponha que S é uma superficie qualquer
com (' sua borda parametrizada no sentido anti-horario por r, satisfazendo as hipoteses convencionais
sobre diferenciabilidade. Suponha que f, g sejam fungdes com segunda derivada continua. Suponha
que B seja uma regiao qualquer com borda dada por T, satisfazendo as hipdteses convencionais sobre
diferenciabilidade.

1. /C(ng) dr://S(foVg) ds

2. /C(fo) dr=20

Entao teremos:

3. /(ng—l—gi) dr=20
C
4. / / a -7 dS = 0, a vetor constante, n normal a superficie.
S
1
5. Vol(B) = 3// F-ndS, F(z,y,2) = (x,y, 2)
S

6. //rotF-ndSzO
S

7. /SDﬁde:///BV2de
8. //S(ng)-ndS:///B(fVQQ—i—Vf-Vg) av
o. [[4v9=g9p)-mas = [[[ 1% —gvp) av

onde V2f = divVf e D= f é a derivada direcional de g na direcdo da normal, ou seja, Vg - .
Resposta.

1. Basta notar que

V x (ng) = rot(fgx,fgy, fgz) = (fygz - fzgyafzg:v - fxgzafacgy - fyg:r) =VfxVg

e depois aplicar o teorema de Stokes.
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. E imediato a partir do item acima, pois:
VixVf=0

B imediato, pois:
VfxVg=-VgxVf

. Basta observar que diva = 0 para todo vetor constante a, e entao aplicar o teorema da di-
vergéncia.

. Aplicando o teorema da divergéncia, teremos que:

//SF ndS = ///B divF dadydz = 3///3 drdydz = 3Vol(B)

. J& vimos em uma questao acima. E consequéncia do fato que:
divrotF =0
para todo campo F'; aplicando o teo. divergéncia, temos o resultado.

. Observe que:

//Dﬁf dS =Fluxode Vf em S
S

Pelo teo. divergéncia, isso sera igual a:

[l o1

como queriamos.

. Bastard observar que:

) ) B
div(fVg) = %(fgm) + afyfgy +o f9:=

= fxgx+fgmx+fygy+fgyy+fzgz+fgzz = (fxa fyy fz)'(Qm Gy, gz)+f(gxx+gyy+gzz) = vf'Vg+fv29

. Bastara observar que:

div(fVg—gVf) = div(fVg)—div(gVf) = (Vf-Vg+fV?9)—(Vf-Vg+gV>f) = fV?g)—gV*f
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Capitulo 14

Sequéncias

14.1 Exercicios

Questao 14.1. Calcule os limites abaixo.

4. lim n®—n
Resposta. 1. oo

2.0

3.0

4. ©

Questao 14.2. Para cada natural n, seja A, o circulo de raio n. Prove que a sequéncia abaixo

an 2// e~ (@ +y?)? dzdy
An

Resposta. Vamos mostrar que é crescente e limitada, portanto convergente. Para ver que é crescente,
. ~ . . (2 2)\2 s . .

basta observar que estamos integrando uma funcio positiva e~ @ +¥")” em dominios cada vez maiores,

pois A,+1 D A, para todo n. Para ver que é limitada, vamos calcular a integral usando coordenadas

9 ovg 2pt n 4 n "
// e @ Hy) da;dy—/ /eppdpde—%r-/ e ”pdp
An 0 0 0

Mas certamente isso do lado direito sera menor do que a mesma coisa s6 que com o expoente maior.
Aumentando o expoente para —p?, poderemos facilmente calcular a integral:

vn
<m

converge:

polares:

n 4 n 2 ].
27T~/ e P pdp< 271"/ e’ pdp:27r'—§(67“)
0 0

0
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Questao 14.3. Prove que a sequéncia abaixo converge:

n862
an:/ n72(x)dx
1

X

Resposta. Vamos ver novamente que é crescente e limitada. E crescente pelo mesmo motivo que na
questao acima. Para ver que é limitada, note que:

" sen?(z) "1 1
1 T 1 X x

Questao 14.4. Utilizando o critério da razao, resolva as questoes abaixo.

n

1
=1--<1
1 n

n!

1. Dados k natural e a > 0, calcule: lim —
n—oo ni.qm

n

a™n!
2. Dados k natural e a > 0, com a # e, calcule: lim
n—oo N
k m,0
n"a"n!
3. ...e lim .
n—oo nnh
(n+1)! k
. a . Eqn+1 . n+1) (n+1
Resposta. 1. lim =% = lim M = lim @ — ) =
n—oo  Qap n—00 nkn;z" n—00 a n
9 lim Yt g (n+1) n" _ 1 _9 g - .
- lim o Jim a(n (£ 1) = nl—{goa(nzl)" =< e a < e, entao converge, se
a > e, entao diverge.
k n
ap41 . n 4+ n L 1 _a -
3. lm o lim a ( " ) (n+ 1)W = nh—{%oa(nzl)” = -, mesma conclusao.

Questao 14.5. Calcule os limites abaixo, seguindo as sugestoes.

%
1. lim ¥n!; Observe que Vn! > <" n) =, /2

1 1 2
2. lim M; Note que log(yv/n) < v/n. Logo 0 < og(n) < -

n—oo n n \/ﬁ

p . . n ~ . n . n
Resposta. 1. Mas é uma brincadeira!! Como v'n! > \/g, entao certamente lim vn! > lim 5=

n—0o0 n—oo
o0, concluindo.

. log(n 2
2. E outra brincadeira! Como 0 < & < —=, entao certamente:

n vn

1 2
lim 0 < lim —2” < Jim —— =0

n—00 n—oo N n—00 \/N

1
Portanto lim oen _ 0.
n—oo n
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Capitulo 15
Séries
15.1 Exercicios

Questao 15.1 (Propriedades bésicas).

a. Qual o valor da soma ) 3%?
b. Qual o valor da soma (5% + %n _ 4%) ?

c. Transforme a série ) m numa série telescopica e calcule seu valor.

1
Resposta. a. 2- =13 =3
b. 5/2+7/6+4
1 1 1 1 1
L TR~ [k(k 1) kDt 2)} TRk D[, 2
Questao 15.2 (Critério do Termo Geral).
a. Mostre que as séries > [1 + (—1)¥], kk—jl ey m sao divergentes.

b. Mostre que as séries E(—l)kkf—j_g, Z(—l)k% e S (1%L convergem.

c. O que pode-se dizer acerca da convergéncia ou divergéncia da série @ utilizando o critério

em questao?

Resposta.  a. Basta verificar que o limite do termo geral: nao existe, é infinito, é 1, respectiva-
mente.

b. Sao séries alternadas cujo limite do termo geral é 0.

¢. Nada se pode falar: é uma série de termos positivos cujo limite do termo geral é zero, portanto
nenhuma conclusao é possivel.

1 k+1

[e.e]
Questao 15.3. Calcule o valor da série Z (_kQ
k=1

1. 2
utilizando que ) k% =T
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Resposta. Comecamos separando termos pares de impares:

Dali teremos que:

Agora notamos que:
(D S —~ 1 3 1 1 o B
;} k2 _g%@k+h2 E:@k+m2_4§:w+n2 4§:%+D2_26

Questao 15.4 (Critério da Integral).

a. Determine para quais valores de ¢ a série ) k(lTl(k))‘l converge ou diverge.
b. A série ) 77 converge ou diverge?
c. A série ) 7.7 converge ou diverge?

Resposta. a. Diverge se ¢ < 1 e converge se ¢ > 1.

2 = u e notar que uma primitiva para 1/(1 + u?) é o arctan.

b. Converge! Basta chamar x
c. Diverge!

Questao 15.5 (Critério da Comparagao).

. Mostre que 1%3 converge da mesma forma que foi mostrado que ) 1?12 converge.

Q

o

- 1 .

. A série ) | == converge ou diverge?
A séri 1 . 2

c. A série ) 5 converge ou diverge?

d. Determine em geral para quais valores de « a série ) k% converge ou diverge.

Resposta. a.
1+1+1+1+1+ <1+2+4%_8 -
13523 33 43 53 U7~ 8 64 10247
1 1 1 1 4
=14+-4+—=+ =

4716 64 1-(1/4) 3
b. Converge! E menor que $(1/2").
c. Diverge! E maior que 3(1/k).
d. Converge se o > 1 e diverge se a < 1.

Questao 15.6 (Critério do Limite).
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a. Decida se >_(k® 4+ 1)e~* converge ou diverge.

b. Decida se a série 3 ——1—— converge ou diverge.

Vklog(k)

c. Determine para quais valores de p a série ) ﬁg(k) converge ou diverge.

d. Prove que > %lf converge utilizando o critério do limite para alguma série adequada.
e. Prove que para qualquer valor de =, a série > W diverge.
Resposta.  a. Converge.
b. Diverge.
c. Converge se k > 1, diverge se k < 1.
d. Por exemplo: Y 1/k2.
e. Compare com Y 1/(klog(k)).

Questao 15.7 (Critério da Razao e da Raiz).

. 12k .
a. Decida se ) % converge ou diverge.

b. Decida se ) % converge ou diverge.
Resposta. a. Converge, pois 2 < e.
b. Converge. O limite dara (3/4)* P2,

OBS: Facam mais exercicios sobre o critério da razao e da raiz. Olhem por exemplo no Stewart!

Questao 15.8.
Determine z para que cada série a seguir convirja:

Z% Zlog(k) Z% Z% kak ZTQ/;

Resposta. Respectivamente: z € [-1,1), x € [-1,1), 2 € (=2,2), x € R, z € (—1,1), x € (—e,e).

Questao 15.9.
Prove que para todo natural k < 1, temos que:

log(1) +log(2) + ... + log(k — 1) < /k log(x) dz < log(2) +1log(3) + ... + log(k)
1

Conclua que:
(k=1 <e-kF <kl.eF

o0
Utilize esse fato para mostrar que Z —— divergel!!
k=1

klek
kk
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Resposta. A primeira afirmagdo pode ser facilmente vista pensando nos termos como areas de
retangulos - no lado esquerdo sob o grafico, no lado direito sobre o grafico. Aplicando a proprie-
dade do logaritmo e efetuando a integral, teremos:

log[(k — 1)!] < k(log(k) — 1) + 1 < log[k!]
Aplicando a exponencial, teremos:
(k—1)! < eFloeF)=k ¢ < kI ou simplesmente (k —1)! < kF.e7F.e < k!
Portanto: - i - i
k=1 k=1

que diverge.
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Capitulo 16

Séries de Poténcias e Séries de Taylor

16.1 Exercicios

Questao 16.1. Calcule o raio de convergéncia das séries de poténcia a seguir e determine o intervalo
de convergéncia apropriadamente.

(z = 1)¥ (x +4)F (z = 5)"
POLE DD +2 2 2 log (k)

zk zk (5x)™ (2 —5)"
2 Kk 2. k2 +3 2. In 2. NG
Resposta. Respectivamente: z = 0, z € [0,2), z € [3,5], z € [4,6), z € R, z € [-1,1], z €

[=(1/5),(1/5)), = € [2,3).

Questao 16.2. Derive e integre as séries da questao anterior termo a termo.

Resposta. Essa fica por conta de voceés.

Questao 16.3. Calcule as séries de Taylor das funcgoes a seguir em torno de zg = 0 e decida se estas
séries convergem para a funcao e em qual intervalo.

cos(z) tan(x) arctan(z)
1 sen(zx)
log(z) (1 —-9z)3 x

Resposta. Respectivamente: > ((_27711))?1‘2" converge sempre; z + z°/3 + (22°)/15 + (1727) /315 + ...;

> %xznﬂ converge com z € [—1,1]. N
)Tl

A série do log nao pode estar centrada em 0! Digamos entao centrada em 1: > (—17

(z —1)"
converge com z € (0, 2[;
Ao invés de ir derivando, podemos observar que:

1 41 1 1 4
(1-9z)3  dz22.811—9x 2.81da?

(92)" = % S (0 +2)(n+ 1)(92)"

Basta fazer a do seno e dividir tudo por x!
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Questao 16.4. As fungoes a seguir nao possuem primitiva elementar. Por outro lado, é possivel
expandi-las em série de Taylor e assim calcular uma série que é a primitiva. Faca-o.

/sen(x) 4 /ezz 4
z

Resposta. Farei somente a primeira:

[ e <Z (2&1—3;!95%) =3 e

Questao 16.5. Expanda a funcio (z — 1)3¢® em torno do ponto zo = 1.

Resposta. Teremos:
(r—1) (3:—1)2+(at—1)3

1 + 5 3] + ...

e =1+

Entao:
(-1 (@-17° (z-1)°

1 * 2 * 3!

(x — 1)361 = (z— 1)3 +

Questao 16.6. Calcule o valor de ) 2"(n+1)

Resposta. E simplesmente a série Z calculada em = = (1/2). Mas esta série é exatamente:
n

z" 1 | . 1 1 1
Zn+1 xzn+1 x/(zx) o :L'/I—SL' * xog( z)

Calculada em x = (1/2), teremos:

> 2n(n1+1) = —2log(1/2)

Questao 16.7. Calcule o valor da soma:

> (k+2)(k+1)2*

para os valores de x em que a série for convergente. Faca o mesmo para

Z K2k

Resposta.

2
Sk + 2)(k + 1)t QZ b ;21_%:(1_296)3
Zk2 k:Z(kz—l—2)(k¢+1)xk—23kxk+22xk
kak:Z(k+1)xk—Zxk:%Zxk—Zxk

2 1 1 1
> _kat = (1—;5)3_3[(1—95)2_(1—:5)} T2

Obviamente todas essas sao convergentes somente em x € (—1,1).

A outra seré:

E temos que:

Juntando tudo:
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