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Modelagem Hierárquica 
•  Modelos mais sofisticados que podem incluir 

detalhes adicionais do sistema sendo 
representado 

•  Partição de um modelo grande em um número de 
submodelos menores 

•  Cada  submodelo é avaliado (p.ex: MVA) 
•  Soluções individuais são combinadas para obter 

solução do modelo original 
•  Combinação feita através de um tipo especial de 

centro de serviço 
–  FESC: flow equivalent service center 



Um FESC  é um único centro de serviço que, do ponto de vista da rede 
complementar, se comporta identicamente ao agregado                               

  (causa mesmo atraso médio: mesmo tempo de residência médio e throughput) 

Um FESC  é uma aproximação (médias iguais mas distribuição pode ser diferente) 

Complement 

Modelagem Hierárquica: Exemplo 



Modelagem Hierárquica: Exemplo 



Modelagem Hierárquica 
•  Embora a definição do modelo normalmente proceda do mais alto nível 

para o mais baixo nível, a avaliação dos mesmos ocorre na direção 
oposta 

•  Decomposability assumption: a taxa média com que clientes partem do 
agregado depende somente o estado do agregado, onde o estado é 
definido pelo número de clientes dentro do mesmo 

–  Estado é independente da localização dos clientes nos vários 
centros de serviço que compõem o agregado. 

•  Aproximação provida pelo FESC  é boa quando as taxas de serviço 
dentro do agregado são bem mais rápidas que as taxas dos centros no 
complemento.  

–  Atinge equilíbrio local dentro do FESC 

–  Se não atingir equilíbrio: o throughput do agregado pode depender 
da localização dos clientes nos centros que o compõem   



Modelagem Hierárquica 
•  FESC  =  load dependent service center 

–  Taxas de serviço µ(N) = X(N)    

•  throughput do agregado para todas as populações N 
•  resolve agregado (nível l+1) e usa throughput como 

parâmetro para solucionar complemento (nível l) 
–  Solução do nível l+1: experimentação, simulação, modelagem analítica 

(geral ou específica) 

•  para cargas abertas (população ilimitada), computar X(N) 
para todos valores de N até certo limite prático  

–  Soluções para modelos com classe única e com múltiplas classes  
–  Lazowska, caps 8 (9-11), cap 20 

–  Virgílio , cap 14. 



Load Dependent Service Center 
•  Algoritmo MVA: revisão dos passos principais 

1.  Calcule os tempos de residência (para cada classe) em cada 
centro, baseado nas demandas  (da classe) e no número médio de 
clientes vistos quando da chegada de um novo cliente (da classe) 
ao centro 

2.  Calcule o throughput (de cada classe) usando Lei de Little 
3.  Calcule os tamanhos médios da fila em cada centro                

(para cada classe) usando Lei de Little (Q = XR) 

•  Este algoritmo não funciona para centros de serviço load dependent 
–  Premissa de homogeneidade de tempo de serviço é violada 



Load Dependent Service Center 
•  Passos 1 e 3 do algoritmo precisam ser modificados 

1.  Taxas de serviço variam com tamanho da fila, logo o cálculo dos 
tempos de residência devem ser estendidos para refletir a 
variação nas filas e nas taxas de serviços 

   onde pk(j | n) é a proporção do tempo em que centro k tem j  

                         clientes quando a população é igual a n 
           µk(j)  é a taxa de serviço do centro k  quando há j clientes 

pk(j-1 | n-1) = Prob (um cliente chegando vê j-1 clientes no centro k 
dado que há n clientes no sistema)   [Teorema da Chegada] 



Load Dependent Service Center 
•  Passos 1 e 3 do algoritmo precisam ser modificados 

1.  Taxas de serviço variam com tamanho da fila, logo o cálculo 
dos tempos de residência devem ser estendidos para refletir 
a variação nas filas e nas taxas de serviços 

Sejam                                  e                 o tempo de serviço médio  

quando há um cliente na fila,   então: 

€ 

Sk =
1

µk (1)



Load Dependent Service Center 
•  Passos 1 e 3 do algoritmo precisam ser modificados 

3.  Nos centros load independent, somente os tamanhos médios 
de fila são calculados.  No caso de centros load dependent,          
é preciso determinar a distribuição dos tamanhos da fila,       
isto é a proporção do tempo em que cada tamanho possível         
de população existiu no centro. 

  Sabendo que pk(0 | 0) = 1, para todo centro k  
   Lembre-se que:  

€ 

1
µk ( j)

=
Dk

αk ( j)
  pois  Dk =

1
µk (1)



Load Dependent Service Center 
•  Passos 1 e 3 do algoritmo precisam ser modificados 

3.  Nos centros load independent, somente os tamanhos médios 
de fila são calculados.  No caso de centros load dependent, é 
preciso determinar a distribuição dos tamanhos da fila, isto é 
a proporção do tempo em que cada tamanho possível de 
população existiu no centro. 

  Sabendo que pk(0 | 0) = 1, para todo centro k  
   Lembre-se que:  

€ 

1
µk ( j)

=
Dk

αk ( j)
  pois  Dk =

1
µk (1)
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•  Parâmetros de entrada:  
–  Dk, N, K, e multiplicadores das taxas de serviço 

•  Inicialização: 
  for k = 1 to K do    pk (0 | 0) = 1  e Qk(0)= 0 

Algoritmo MVA com uma classe e centros LD   



Algoritmo MVA com uma classe e centros LD   
    for n = 1 to N do 

      for k = 1 to K do 

      for k = 1 to K do 

€ 

Qk = XRk                  (centros LI ou de atraso)
for j =1 to n do

         Pk ( j | n) =
Dk

αk ( j)
XPk ( j −1 | n −1)    (centros LD)

Pk (0 | n) =1− Pk ( j | n)                       (centros LD)
j=1

n

∑

Qk = jPk ( j | n)
j=1

n

∑                                    (centros LD)



Modelagem Hierárquica  
(Modelos Separáveis) 



Exemplo 1 
Virgílio, cap 14 

    Um servidor web (software Apache) tem dois processadores e 1 
disco. Benchmarks indicam que  um servidor com 2 processadores 
é 1.8 vezes mais rapido que um servidor com 1 processador para 
este tipo de carga. Logo: 

    As demandas por serviço de uma requisição HTTP no disco e no 
processador são 0.06 s e 0.1 s, respectivamente.  Por simplicidade, 
assuma que o número máximo de threads  abertas no Apache seja 
3.  Qual o tempo de resposta médio e o throughput do servidor? 



Exemplo 1 
  Utilizando o algoritmo anterior, são obtidos os valores: 
   n = 0 :  Qprocessor = 0, Qdisk = 0, pprocessor(0|0) = 1 

   n = 1:      Rprocessor = 0.1, Rdisk = 0.06,  R = 0.16 
                 X = 6.25, Qprocessor = 0.63, Qdisk = 0.37 
                 pprocessor (0 | 1) = 0.375    pprocessor (1|1) = 0.625 
                 Uprocessor = 0.625,   Udisk = 0.375  

   n = 2:     Rprocessor = 0.11, Rdisk = 0.08   R = 0.19 
                 X = 10.56,    Qprocessor = 1.13, Qdisk = 0.87 
                 pprocessor (0 | 2) = 0.238  pprocessor (1|2) = 0.396  pprocessor (2|2) = 0.367 
                 Uprocessor = 0.763,   Udisk = 0.633 

   n = 3:     Rprocessor = 0.13,   Rdisk = 0.11   R = 0.24 
                 X = 12.5,          Qprocessor = 1.60 , Qdisk = 1.375 
                  pprocessor (0|3) = 0.173  pprocessor (1|3) = 0.297   
                  pprocessor (2|3) = 0.275    pprocessor (3|3) = 0.255 
                 Uprocessor = 0.823,   Udisk = 0.747 

€ 

Uprocessor(n) = p( j | n) =1− p(0 | n)
j=1

n

∑



Restrição de Memória 
Lazowska, cap 9 

•   Principal impacto da restrição de memória: throughput 
•  Overhead de gerenciamento de memória: impacto secundário 

•   Note que casos extremos já são capturados: 
•  Restrição de memória sempre alcançada: modelos batch 

•  Restrição de memória nunca alcançada: modelos abertos e 
interativos 

•  Caso interessante: restrição de memória é às vezes (mas não 
continuamente) alcançada 
•  Viola condição de separabilidade 

•  Soluções MVA não são válidas 
•  Abordagem: modelagem hierárquica 



Restrição de Memória 
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Motivação: Exemplo 
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Impacto da Restrição de Memória no 
Throughput 

•  Modelo com uma única classe : requisitos de memória homogêneos 
•  Restrição de memória: M clientes simultâneos 

•  Se um cliente fica pronto pra processar quando há M ou mais clientes 
prontos, então aquele cliente precisa esperar por memória 



Impacto da Restrição de Memória no 
Throughput 



Algoritmo 



Exemplo 2 
Lazowska, cap 9 

    Considere um sistema com 1 CPU, dois discos e 1 GB de memória. 
Uma interação média requer 3 segundos de CPU, 4 segundos em 
um dos discos e 2 segundos no outro. Além disto, sabe-se que o 
consumo de memória pelo sistema operacional é de  50 MB e a 
demanda média por memória para cada interação é de 250 MB. 
Sabe-se que 15 usuários compartilham o sistema, com think time 
médio de 60 segundos. Quais são: 

     o tempo de resposta médio?  
     os números médios de clientes prontos e ativos? 
     a distribuição do número de clientes ativos (em memória)? 
     o tempo médio gasto esperando por memória para executar? 
     a utilização de cada recurso de processamento (CPU e disco)? 
     a melhoria no tempo de resposta médio se a quantidade de 

memória aumentasse de 600 MB? 



Exemplo 2 
Lazowska, cap 9 

    Se cada interação requer 250 MB de RAM, em média, o SO requer 
50 MB e tem 1GB disponível: 

  no máximo 3 clientes podem estar residentes em memória 
 simultaneamente (M = 3) 

    Passo 1: analise o sistema central (CPU e dois discos) para n = 1..3  
  MVA com K = 3, Dcpu = 3, Ddisk1 = 4,  Ddisk2 = 2 



Exemplo 2 
Lazowska, cap 9 

   Passo 2: defina um modelo de mais alto nível com: 
     N=15 clientes, Z = 60 segundos  

     um centro LD que é FESC ao subsistema central mais a fila de   
    memória 

 Neste caso, temos o throughput do FESC para todas as 
populações possíveis 



Exemplo 2 
Lazowska, cap 9 

   Avalie o modelo de alto nível com o FESC, obtendo: 

(Tempo de resposta do sistema) 
(Número médio de clientes prontos: N=XR) 

Número médio de clientes ativos: 
Nativos = 0.086*1 + 0.122*2 +  
               0.754*3   = 2.6 

Ocupação de memória por clientes: 
   3.8% do tempo: n = 0 
   8.6% do tempo: n = 1 
   12.2 % do tempo: n =2 
   75.4% do tempo: n ≥3  (QFESC ≥3) 



Exemplo 2 
Lazowska, cap 9 

   Avalie o modelo de alto nível com o FESC, obtendo: 

Tempo médio gasto no subsistema 
 central (Little): 
       R = N / X  = 2.6/0.175 = 14.9 s 

Tempo médio esperando por memória 
       W = 25.7 – 14.9 = 10.8 s 

Utilização dos dispositivos (Uk = XDk) 
   Ucpu = 0.175*3 = 52.5% 
   Udisk1 = 0.175*4 = 70% 
   Udisk2 = 0.175*2 = 35% 



Exemplo 2 
Lazowska, cap 9 

   Impacto da memória adicional: 1.6GB  ->  ≤ 6 clientes simultâneos 
   Reavalie  taxas de serviço do FESC para n = 4, 5 e 6 

  Reavalie modelo de mais alto nível com  novo FESC, obtendo: 
     R = 20.7 segundos, uma melhora de 20%  



Exemplo 2 
Lazowska, cap 9 

    A utilidade do algoritmo proposto para tratar restrições de 
memória vem da sua precisão e da sua eficiência: 

•  precisão:  a premissa de decomposability vale para os 
terminais e subsistema central uma vez que a taxa com que 
clientes interagem no subsistema central é muito maior que a 
taxa com que eles fluem entre os estados de thinking 
(terminais) e ready (subsistema central) 

•  Eficiência: tanto o modelo de mais baixo nível (necessário para 
se obter os throughputs em função da carga) quanto o de mais 
alto nível  (com o FESC) podem ser analisados eficientemente. 
São modelos de uma única classe e separáveis 



Mais além .... 

•  Overhead de swapping (algoritmo iterativo: Lasowska, cap 9.4) 
•  Tratar swapping device como um centro de serviço 

•  Precisa estimar tempo gasto para  realizar fazer swapping     
(in and out): Sswap 

•  Precisa estimar prob. de swapping Pswap 

•  Depende de população N, restrição de memória M e   
     #   médio de clientes prontos Qready (= QFESC ) 

•  Assim tem-se Dswap = Sswap * Pswap  

•   diferentes estratégias para estimar Pswap 

•  Subsistema de I/O e processadores (incluindo diferentes 
políticas de escalonamento) 
•  Modelagem hierárquica: vide Lasowska, caps 10 e 11 



Mais além .... 



Mais além .... 

•  Modelos de múltiplas classes com centros LD: 
•  generalizações destes modelos com maior complexidade  

      (vide livros do Lazowska e Virgílio) 
•  Modelos não separáveis (p.ex: priority scheduling):  

•  Modelos específicos + modificações do algoritmo de MVA 
apresentado para refletir aspectos  não separáveis : soluções   
aproximadas  para modelo exato 

               ou  
•  Modelos de rede de filas não separáveis + técnicas 

alternativas que provêm soluções exatas:  alto custo 
computacional 
•  Técnica analítica geral para avaliar redes fechadas não 

separáveis:  equilíbrio global (vide Lasowska 8.5)  



Exercícios 

•  Considere um servidor de banco de dados com 3 processadores e 2 
subsistemas de disco. Os 3 processadores permitem que o servidor 
execute processos concorrentes.  O uso de um benchmark OLTP indicou 
a seguinte função como uma boa aproximação do fator de speedup sobre 
a configuração com um único processador 

                            αprocessor(j) =   0.56 + 0.44 j      j ≤ 3 

                                                  1.88                   j > 3 

    Sabendo que as demandas por serviço de uma transação típica nos dois 
subsistemas de disco são 0.008 e 0.011 segundos, respectivamente, e que 
a demanda por processamento é de 0.033 segundos, qual o impacto de 
aumentar  o número de processos simultâneos no servidor de 3 para 5? 
Voce consideraria aumentar o número de processadores? Por quê? 



Solução 

População n 



Exercícios 

•  Considere um servidor com uma CPU e dois discos. Uma requisição requer 
em média 4 segundos em um disco, 5 segundos no outro disco e 6 
segundos na CPU. Suponha que este servidor atenda uma população de 5 
máquinas clientes, cada uma com think time médio de 10 segundos. 
Entretanto, a memória disponível no servidor é tal que no máximo 3 
requisições podem executar simultaneamente. A quantidade de memória 
é suficiente para garantir um tempo de resposta médio inferior a 30 
segundos? Qual a chance de haver contenção e espera por memória??? 

    Você consegue garantir um tempo de resposta médio inferior a 30 
segundos se dobrar a memória? 



Solução 
MVA com 3 centros e N = 3: obtenha X(n) 

População n 
n X(n) alpha(n) 

1 
0,0666666

67 1 

2 
0,0993377

48 1,490066225 

3 
0,1184313

73 1,776470588 

€ 

D =
1

µ(1)
=

1
X(1)

=
1

0.00667
=15

Resolvendo MVA com 1 centro LD, um delay center (Z=10) e n=5, temos: 

R = 33.2659          X = 5/(33.2659+10) = 0.1156 

P(1|5) = 0.021296       P(2|5) = 0.0857      P(3|5) = 0.2168 
P(4|5) = 0.3654           P(5|5) = 0.3079      P(0|5) = 0.002839 

R < 30 segundos??? Não 
Probabilidade de espera = P(4|5) + P(5|5) = 0.67 



Solução 
Se dobrar memória:  nunca há contenção por memória  
                                     (assumindo N = 5) 
MVA com 3 centros LI,  N = 5 e Z = 10 

População n 

R < 30 segundos??? Sim 


