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Por que?
* Modelagem probabilistica

» Avaliacdo dos resultados

- Qual a probabilidade do tempo de residéncia no disco 1
ser inferior a 0.5 segundo?

* Depende da distribuigdo de probabilidade do tempo de
residéncialll
- O tempo médio de resposta é uma boa estimativa do
desempenho do sistema?
» Depende da variabilidade de R: variancia, desvio padrdo

» Caracterizag¢do da carga

- Como modelar o tempo entre chegada de requisigoes no
servidor?



Variavel Aleatoria

» Uma varidvel aleatéria (VA) X em um espago
amostral s € uma fungdo X: S—N que atribui um
ndmero real a cada ponto amostral em S

ou

» Uma varidvel aleatdria € uma varidvel que recebe um
valor numérico como resultado de um experimento.



Exemplos de Varidvel Aleatoria

»+ Tempo entre chegadas de clientes em um servidor
» # visitas a CPU de uma requisigdo

» Tempo de residéncia ho sistema

+ Seja R, 0 tempo de residéncia de um cliente j que
encontra n clientes na fila no momento de chegada
- X, = tempo de servigo de cliente / (iid)

- Y = tempo residual do cliente em servigo quando o dado
cliente j chega

- Entdo:
.Ro:Xil
R =Y +X, +Xp+ .+ X =1



Distribui¢cdo de Probabilidade de

uma Variavel Aleatoria

» Funcdo de distribuicdo acumulada (CDF) F da VA
X é definida para todos os nimeros reais b,
b &R, como:

F(b) =P(X =b)
* Propriedades de uma CDF

F € uma funcdo ndo decrescente: se a <b = F(a) < F(b)
IimF(b) =1 lim F(b)=0

bh—> o0 b— -0

» CDF € uma caracterizagdo completa de uma VA.



Exemplo de CDF e CCDF
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Variaveis Aleatorias Discretas

- Pode assumir um nimero contavel de valores

* Fungdo Probabilidade de Massa (PMF) p():
p(a) = P(X = a)

* Propriedades:
-p(x)=0, /=1,2,..

- p(x) = 0, para todos outros valores de x
- Ep(xi) =1
=1

+ CDF e PMF:  F(a)= ) p(x,)
=1



Funcdo de Probabilidade de Massa

+ Representagdo grdfica da PMF

- Seja X o nimero de visitas que cada requisigdo
faz ao disco

- p(X): p(0)=0.25 p(1)=05 p(2)=0.25
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Histograma

» Outra representagdo grdfica equivalente

- Plota o nimero de vezes que a saida de um experimento
aleatério foi igual a cada ponto amostral

- Ex: se total de requisi¢des ao servidor = 1000
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Variaveis Aleatorias Continuas

- Pode assumir um ndmero incontavel de valores

+ CDF e PDF:

» Funcdo Densidade de Probabilidade (PDF) f():
b
P(asXsb)=ff(x)

* Propriedades:

- f(x) = 0, Vx

- [f)=1

F(a)= [£()



Métricas Simples para
Caracterizacdo de uma
Variavel Aleatdria



Expectativa
* Valor Esperado de uma VA X

E(X)= ) xp(x) E(X) = [xf(x)dx
x,p(x)>0 s
X discreta X continua

- Ex: demanda média nos discos se:
- 90% das requisigoes visitam disco 1 e 10% visitam o disco 2,
+ tempo de servigo de disco 1 é 15 ms,
* tempo de servigo do disco2 éde 10 ms e

* ndmero de visitas por requisi¢do € o mesmo para os dois
discos e igual a 20 (arquivos com mesmo tamanho)

D=D;x09+D,x0.1 =20x0.015x09+20x0.010x0.1



Expectativa

- Expectativa de uma fungdo da VA X

x,p(x)>0

E(g(x) =) g0)p(x)  E(g(x)) = }g(x)f(x)dx

X discreta X continua

- Ex: utilizagdo média dos discos para A = 100
U=2AD
U=U;x09+U, x0.1
=AxD;x09+AD,x0.1 =
=100 x 20 x 0.015 x 0.9 + 100 x 20 x 0.010 x 0.1



» Variancia de uma VA X: variabilidade, espalhamento

Variancia

dos valores de X
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Variancia

» Variancia de uma VA X: variabilidade, espalhamento
dos valores de X
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Desvio Padrado e
Coeficiente de Variabilidade

» Desvio Padrdo SD(X)
SD(X) = \[Var(X)

» Coeficiente de Variabilidade (CV)

SD(X)

CV(X) = )

- Diferentemente de SD, que depende da unidade das medigdes,
o CV é uma medida sem unidade

- Mede a quantidade de variabilidade relativo ao valor médio

- Permite comparar a variabilidade existente em distribuigoes/
amostras diferentes



Distribuicdo de Probabilidade

* Para uma caracterizagdo completa de uma VA € preciso
determinar a sua distribuigdo de probabilidade

- CDF ou PMF (se discreta) ou PDF (se continua)

- Existem varias distribuicoes discretas e continuas na

literatura que seguem comportamento bem definido

- Conheceé-las é importante, pois podemos aplicar resultados
previamente desenvolvidos

» Ex: uma distribui¢do exponencial tfem uma cauda mais leve
do que uma distribui¢do Pareto

Caudas pesadas tém impacto ho consumo de recursos
(ex: tempo de servigo)

Vamos fazer uma revisdo rapida. Maior detalhamento nos
caps 4 e 5 de A First Course in Probability, Sheldon Ross



Distribuicoes Discretas

- Bernoulli

- Binomial

- Poisson

- Geométrica

- Zipf

- Varias outras no livro do Ross



Distribuicoes Discretas

* Bernoulli (p)

- X={0,1} X ={sucesso, falha}
- p(0) = P(X=0) = 1-p

- p(1)=P(X=1)=p

* Binomial (n, p)

- X = # sucessos em n experimentos independentes,
onde a probabilidade de sucesso em um experimento é p

p(i) = (’:)pi(l - p)"” i=0,1,...,n

E(X) =np Var(X) = np(1-p)



Distribuicoes Discretas

* Poisson (M)

- Ndmero de eventos independentes que ocorrem em um intervalo
de tempo (veja discussdo em Ross, 4.8)

- Ndmero de chegadas em um servidor em 1 hora

- Ndmero de erros de impressdo em uma pdgina de um livro

A.i
p(i)=P(X =i)=e"" - i=0,1,..,n
l
E(X) = Var(X) = A

A = # médio de eventos que ocorrem no periodo



Distribuicoes Discretas

» Poisson (M)

- Muito comumente usado para modelar chegada de sessdes
de usudrios

» servidores Web, multimidia, banco de dados, ftp, e-mail
- Sessoes sdo iniciadas por usudrios

* Chegada de duas sessdes fendem a ser independentes:
Poisson é uma boa aproximagdo

- Contra-exemplo:
* Chegada de requisicoes em um servidor Web

* Premissa de independéncia ndo ¢ vdlida: existe
dependéncia entre requisi¢cdes para o arquivo HTML
e as imagens embutidas nele



Distribuicoes Discretas

+ Geométrica (p)

- Ndmero de experimentos (sucesso/falha) até que um
sucesso ocorra

p(n)=P(X =n)=(1-p)"'p n=1,..,n

E(X)=1/p
Var(X) = (1-p)/p?

- Ndmero de retransmissdées de mensagem



Distribuicoes Discretas
+ Zipf(a)

- Comumente usada quando a distribuigdo € altamente
concentrada em poucos valores

* Popularidade de arquivos em servidores Web/multimidia
- 90% dos acessos sdo para 10% dos arquivos
» Popularidade de palavras na lingua inglesa

- Seja i, o elemento que ocupa a i-esima posigdo ho ranking
de concentragado

PX=i)=S =12,
l

C é a constante de normalizacgdo
Zipf: lei das Poténcias



Distribuigdo Zipf

* Modela popularidade dos remetentes de e-mails
para a UFMG
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Distribuicoes Continuas

* Uniforme

* Normal

» Exponencial
* Pareto

* LogNormal
- Gamma : ver Ross

- Weibull : ver Ross



Distribuicoes Continuas
+ Uniforme (a,b)

- X é uniformemente distribuida no intervalo [a,b], se
1
PDF :f(x)=1p_qa

se as=sx<b

0 caso contrario
0 se x<a
X—-da
CDF : F(x) = se asx=sb
b-a
1 se x=b

* Normal (u, o) ou Gaussiana

_~(x-p)’
1 e 207

f(x) = u= valor esperado
V2o o2 = varidncia




Distribuicoes Continuas
» Exponencial (1)

- Quantidade de tempo até que determinado evento ocorra
- Tempo entre chegadas de sessoes em um servidor
F(x)=1-¢e™

) = A x>0 A>0
xX) =

A = taxa de chegadas 1/ A = tempo médio entre chegadas
PX<1/A)=1-eM/r =1-1/e~63%

E(X)=1/ A
Var(X) = 1/02 = SD(X) = 1/n = CV(X) =1
CV = 1 # exponencial (aproximagdo???)



Distribui¢gdes Exponencial e Poisson

Processo de
Chegadas
Poisson

empo entre Independéncia

Chegadas entre eventos
Exponencial



Distribui¢oes Exponencial e Poisson

Seja uma distribuicdo Poisson que denote o nimero de eventos
N(t) em um intervalo de tempo t

Seja T; o momento do lo evento
Seja T, o tempo entre o (n-1)-esimo e o n-esimo eventos
Sequéncia {T,, n=1, 2, ...}: tempos entre chegadas

P(T; > t) = P(N(t) = 0) = e **= T1 ~ exponencial ()
P(T,>t| T;=5)=Prob (O eventos em (s, s+t) | T1 = s)

= Prob (O eventos em (s, s+t) (eventos Poisson
sdo independentes)

= e M= T, ~ exponencial()\)

= T,,T,, .., T, sdo independentes e t€m mesma
distribuigdo exponencial(})



Distribui¢do Exponencial

+ Exponencial (A) :
P(X <t+x]N[X >1])

P(X >1)

P(t<X=t+x)
T 1-P(X=1)

Propriedade  P(X=t+x)-P(X=1)
sem memoria - 1-P(X <1)
(memoryless) L e _ (1 _ ¢

T I—(=e™)

l—eMe™ _14+e™

-A
e !

-Ar -Ax
| -
_ (e_me ) =l-e™ =P(X =x)

PXst+x1X>1)=




Propriedade Memoryless

Tempo de residéncia R de um cliente depende do # de clientes na
fila quando ele chega ao centro, dos tempos de servigos destes
clientes e do tempo que o cliente que esta sendo servido no
momento de chegada ainda permanecerd em servigo.

- Seja X; a VA para o tempo de servigo de cliente i na CPU
- Seja X;: exponencial(u) para todos os clientes

- Seja Y a VA que denota o tempo residual que o cliente que esta
em servigo no momento de chegada ainda permanecerd em
servigo

+ Y também tem distribuigdo exponencial com pardmetro u

» Tempo que ainda falta independe do tempo que ja esteve em
servigo

Nds usamos este resultado quando derivamos R para MVA

Estado futuro ndo depende do estado passado



Propriedade Memoryless

» Distribuigdo exponencial € a dnica
distribui¢do continua que tem a
propriedade memoryless

» Por sua vez, distribuigdo geométrica
é a Unica discreta que tem a propriedade
memoryless

(FAZER)



Outras Distribuicoes Continuas

* Pareto(a, k)
- Tamanho de arquivos Web
- Ndmero de bytes em uma transferéncia FTP

f(X)=ak®x™""Y x=k a,k>0 F(X)=1—(—) x=k

» Lognormal (u, o)

- Duragdo de sessdes de usudrios e de requisigoes interativas a
video

- Tamanho de e-mails
- Uma VA X é Lognormal (u, o) se Y = In(X) é Normal (u, o)

1 —~(In(x)-p)°

f(X)=mOxe 20° x=0




sumario

» Caracterizacdo de uma VA X
- Média de X
- Varidncia, desvio padrado, CV
- CDF
- PMF (discreta) ou PDF (continua)
- Modelo de distribuigdo e seus pardmetros
- Varias outras

» Melhor caracterizagdo depende do que vocé esta
tentando calcular



Caracterizagdo: Exemplo

+ Tempo entre sessoes em um servidor de video
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Combinando Variaveis Aleatorias



Fungoes de Distribui¢gdo Conjuntas

Se X e Y sdo independentes
Fxy(a,b) = F(a)F(b)
Pxy(a,b) = P(X=a)P(X=b)
fxy(xy)= f(x)f(y) (continuas)

Prob(X = a, Y =b) =p(X=a)F y(b) (X discreta,
Y continua)

E(9(X)n(Y)) = E(g(X))<E(h(Y))



Aplicagoes de Distribuigdo Conjunta

Distribuicdo multinomial:

Pt fluxo 1

Chegada de / P2 fluxo 2
cli
\ Pn fluxo m

P(X1=nlmX2=nzm...me =I’lm)=(

n

n n n,
)pl 11922 P,
nn,.n,

n!

—_ ny 4412 ny,,
nllnz' n 'pl p2 pm

e o0 m




Aplicagoes de Distribuigdo Conjunta

Transagdes no servidor A tém tempo de execugdo T, ~ exponencial()\)
Transagdes no servidor B tém tempo de execugdo T, ~ exponencial(u)

Se duas transagoes T; e T, chegam nos sites A e B, respectivamente,
ao mesmo tempo e sdo servidas imediatamente, qual a probabilidade de
que T; fermine antes que T,

P(T, <T) =fP(T1 <x|T, > x)P(T, > x)dx
0

=fP(T1 < x)x P(T, > x)dx=f(1—e‘ﬂx)e_“xdx
0 0

% — x —(A+p)x
_ _ e e
=fe“x—e(““)xdx= — +
u A+ u

0 0

A 1
X
u (A+u)




Funcoes de Variaveis Aleatdrias



Soma de Poissons

- X e Y sdo VAs independentes, X ~ Poisson(};) e Y ~ Poisson(’,)
* Qual a distribuicdo de Z=X+Y ?

P(X+Y=n)=§P(X=k,Y=n—k)=

_ iP(X = k)P(Y = n—k)

) ie-xl Mo M Z=X+Y & Poisson(i+,)

- K (n-k)

0
_ o ht) S AT
Kl (n - k)!

e-(xlmz) n 7! ) e_()WQ)

_ . An—k _ + A‘ n
n! ;k!(n—k)!)H ? n! (4 +4)

n

. . n I _n-i n
Teorema Binomial - E i pqg T =(p+q)

i=0



Aplicagdo: Soma de Poissons

Chegada de sessoes em um servidor Web, clientes estdo em
duas regioes. Mede separadamente em cada regido e acha
Poisson. Qual o processo de chegada agregado?

Poisson )\,

Poisson A, —

POISSOH 7\1 + )\,2"'..."' )\.n _G

Poisson A, —

Resultado se estende para n VAs independentes, cada uma com
distribuigcdo Poisson



Soma de Exponenciais

X e Y sdo independentes, X ~exponencial () e Y ~ exponencial(\)
Qual a distribuicdo de Z=X+Y ?

F(Z=X+Ysz)=}F(Xsx|Ysz—x)F(Ysz—x)dx
=}F(sz)F(Ysz—x)dx

Z=X+Y é Erlang com 2 =j:.0ffX(x)fY(Z - X

estdgios e pardmetro A :
= [ Ae™ x Ae™dx

= j’)tze_k j: dx = f Aze™
0

Aplicagcdo: tempo de operacdo de um sistema com redunddncia
(X = fempo de operagdo de componente principal, ¥ = tempo do standby)

2_2
i ot




Soma de Exponenciais

- Genericamente: X;, X,, ... X,, fodas independentes e

exponencial(A): Z= X;+ X, + .. X, ~ Erlang de n estdgios

(AZ)

z=0

Ex: tfempo de processamen’ro dlvidido em vdrias etapas. A duragdo
de cada etapa é exponencialmente distribuida com mesmo A

Ex%(k) Exp(h) Exp()) Exp())

S— -
—

Erlang(n,\)

Se X; ~ exponencial (A;), onde A; sdo diferentes
Z =X+ X, + ... X,~ Hipoexponencial (ver Trivedi)



Distribuicdo dos Minimos

+ Sistema composto de n componentes. Sistema funciona se
todos componentes estdo operando corretamente

- Tempo de falha: X;, X,, ...., X, exponencial (1)
+ Tempo de vida do sistema Z = min (X;, X, ...., X,)
P(Z < z) = P (pelo menos um X, < z) = ?
P (exatamente um X. < z) = ?
P(exatamente 1 X, <z)= (T)FX (z)(l -F, (z)y_1

- ('f)(l—e‘”Xl—a—e-”))‘l



Distribui¢cdo dos Minimos
* P(Z =< z) = P (pelo menos um X < z)

P(pelo menos 1 X, <z)= E

K‘

p=(1-e’?)
Z tem distribuigdo _ E
exponencial com :
pardmetro An

| P (1 p)’ ( )po(l—p)'
=1-(1-p)’ =1—(1—(1—e"‘z))=1_e-7mz



Distribuicdo dos Maximos

n tarefas independentes : X;, X, ...., X,: exponencial (\)
Tempo de resposta = fempo de execugdo da tarefa mais longa
Z = max (Xq, X5, ..., X;,)

- Ex: fempo de resposta de mdquina de busca composta de n
processadores executando em paralelo. Cada mdquina processa
consulta em uma partigdo do diciondrio

O L~
F rom‘-end:/V _]Q _

atraso desprezivel



Distribuicdo dos Maximos

* n tarefas independentes : X;, X,, ...., X, exponencial (\)

+ Tempo de resposta = tempo de execugdo da tarefa mais longa

Z = max (X;, X5, ., X.)

P(Z =z)=P(max(X,) = z)
=P(X,=zNX,=zN..NX, =<z)
=P(X =z)P(X, =2z)..P(X, =<2z2)
=(1-e*)1-e")..(1-e*)=1-e")"



Exercicio

Considere um computador paralelo com n processadores.
Sejam X, X,, ..., X,,, os tempos de falha dos processadores,
cada um exponencialmente distribuido com pardmetro A.
Qual a distribui¢do da capacidade de processamento C, do
computador?

Ordene X.'s em ordem crescente.
Seja Y; a VA que ocupa a i-esima posigdo: Y; = min(X;)

C,=nY;+(n-1) (Y, =Y+ (n-2)(Y3-Y)+ .. +
(N-)Ym Y+ o+ (Y- Vi)

Y, = min(X;) ~ exponencial(ni.)



Exemplo (cont.)

Sejam W;, W,, ..., Wn_J- os tempos restantes de processamento
de cada um dos processadores ainda operando depois que j
processadores falharam

yj+1 - yJ = min(Wl, W2, coey Wn-j)

Pela propriedade memoryless da exponencial

W. ~ exponencial(\)

Logo Y,.; - ¥;~ exponencial((n-j) 1)



Exemplo (cont.)

Lembre que: C, = nYy +.. +(n-))(Yiur= Vi) oo + (V= Y1)
Quais as distribuicdes de: (n-j)(Yi- ¥;) e nY;?
Se X ~ exponencial(\):

—ﬂ%
PrX=x)=F(X=x/r)=1l-e 7"

Y = rX ~ exponencial(A/r)

Y, = min(X;) ~ exponencial(n\) — nY; ~ exp (n\/n) ~ exp(A)
Y1 - Y ~ exponencial((n-j) ) — (n-j)(Yjq- Y;) ~
exp((n-j)r/(n-j)) ~ exp(r)

Logo C, = soma de exponencial(A): C,~ Erlang(A,n)



