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Modelos Probabilisticos

* Processos Estocasticos
- Processos de Poisson

- Filas M/M/1, M/G/1...

* Mais genericamente: modelos markovianos

- Qual a probabilidade de um sistema estar em um
determinado estado?
* Quantos e quais sdo os estados?

* Quais as probabilidades de transi¢do entre pares de
estados?



Modelos Markovianos

Exemplo : Servidor de Banco de Dados

- Computador com uma CPU e dois discos rodando
um servidor de banco de dados.

- Para manter QoS, apenas 2 usudrios no banco
de dados por vez

- Um disco é 2x mais rapido que o outro

- Transagdo tipica:
10 seg. de CPU
15 seg. no disco rdpido (caso arquivo neste disco)
30 seg ho disco lento

- Transagoes tém igual probabilidade de

encontrar os arquivos requisitados em qualquer
um dos discos



Modelos Markovianos

Exemplo : Servidor de Banco de Dados

- Perguntas:
Usuario: Qual o tempo de resposta tipico?
Administrador do sistema: Qual a utilizacdo
de cada recurso do sistema?

Presidente da companhia: Qual desempenho
do sistema se eu dobrar o nimero de usuadrios
ativos no sistema

Qual o tempo de resposta se eu tiver que
migrar todos os arquivos do disco mais rdpido
para o mais lento?



Construcdo de Modelos Markovianos

Servidor de Banco de Dados

Definicdo dos estados: (X,Y,Z)
X = # usuadrios na CPU

Y = # usudrios no disco rdpido

Z = # usuarios no disco lento

(2,0,0),(1,1,0), (10,1, (0,2,0), (0,1,1),(0,0,2)

Outras opgoes de estados podem ser mais
complicadas



Construcdo de Modelos Markovianos

Servidor de Banco de Dados

Definicdo das transi¢coes entre estados

Se em estado (2,0,0), um usudrio na CPU pode terminar
processamento e ir para disco rapido (estado (1,1,0)) ou para
o disco lento (estado (1,0,1))

Se em estado (1,1,0), ou usudrio no disco rdapido termina e vai
para CPU (estado (2,0,0)), ou usudrio na CPU vai para um dos
discos (estado (0,1,1) ou (0,2,0))

Se em estado (1,0,1), ou usudrio no disco lento termina e vai
para CPU (estado (2,0,0)), ou usudrio na CPU vai para um dos
discos (estado (0,1,1) ou (0,0,2))

Se ambos usuarios no disco rdpido/lento (estado (0,2,0)/
(0,0,2)) um usudrio termina e vai para CPU (estado (1,1,0)/
(1,0,1))

Se em estado (0,1,1), ou usudrio do disco rdpido retorna a

CPU ( estado (1,0,1)) ou usudrio do disco lento retorna a CPU
(estado (1,1,0))



Construcdo de Modelos Markovianos

Servidor de Banco de Dados
*  Parametrizacdo: taxas
Se em estado (2,0,0):

CPU ativa atende requisi¢oes de usudrios a taxa de 6
transagoes por min (cada uma tem demanda de 10 seg)

Cada transagdo pode acessar arquivos em qualquer disco com
igual probabilidade: taxa com que usudrio migra da CPU para
disco rdpido/lento = 3

Peso entre (2,0,0) e (1,0,1) = 3 (= para (2,0,0) e (1,1,0))
Se em estado (1,1,0):

Usudrio deixa a CPU a uma taxa 6, metade do tempo indo para
disco lento, metade para disco rdpido

(110)->(0,20)=(110)->(0,1,1)=3

Disco rapido satisfaz requisi¢do a uma taxa de 4 transagoes
por minuto (cada uma tem demanda de 15 segundos)

(110)->(200)=4



Construcdo de Modelos Markovianos

Figure 10.3. Database server example.
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Solucdo de Modelos Markovianos

Objetivo: achar as probabilidades a longo prazo de
estar em cada estado particular

- Estado estaciondrio independe do estado inicial do
sistema

Como fazer?

- Utilizar conjunto de equagdes de equilibrio lineares
N estados -> N incégnitas (probabilidades) -> N equagdes

- Equagoes derivadas a partir dos fluxos entrando e
saindo de cada estado

fluxo entrando = fluxo saindo (para cada estado)

- Equagdo da conservagdo da probabilidade total
Soma das probabilidades a longo prazo =1



Solucdo de Modelos Markovianos

(4% Phag) + (2% FPagny) = 6% P

(3 X Pago) + (4 X Poag)+ (2% Fgpi1y) = 10 X Py
(3% Papo) + (4 x Poiy) + (2% Popz) = 8x Paoa
3x Puio) = 4% Ppoao)

(3 X Phio) + 38X Fao1y) = 6% FPoiy

3x Pron = 2% Poog

P

(2,0,0) + I)(I,I,O) + F + F

(1,0,1) (0,2,0) + f)(O,]’]) + I)(0,0,2) = 1

Pyoo =0.1391 Py, =0.0783
Py, =0.1043 P, =0.1565

Py =02087 P, =03131



Interpretando resultados...

Servidor de Banco de Dados
- Qual o tempo de resposta tipico?

Lei de Little: R=N/ X N=2, X=?
Medir X na saida da CPU: U, = X x S, -> X = U, x 1/S,

U.p, = Soma das probs de todos estados onde
hd pelo menos 1 usudrio na CPU:
UCle = P(Z,O,O) + P(I,O,l) + P(l,l,O) - 01391 + 02987 + 01043 = 04521

1/S.,, = service rate = 6 transagées por minuto
X =0.4521 x 6 = 2.7126 transagoes por min.

R=2/2.7126 = 0.7373 minutos / transac¢do



Interpretando resultados...

Servidor de Banco de Dados
- Qual a utilizagdo de cada dispositivo?

Ucpu =P 200 * P(1,o,1) +P (1,10) =
0.1391 + 0.2987 + 0.1043 = 0.4521

Utast disk = P 110 ¥ P(O,Z,O) +P 011) ~
0.1043 + 0.0783 + 0.1565 = 0.3391

Usiow_disk = P aon ¥ P ©002)* P(o,1,1) -
0.2087 + 0.1565 + 0.3131=0.6783



Interpretando resultados...

Servidor de Banco de Dados

- Qual desempenho se dobrar ndmero de clientes ativos

Solucionar novo modelo com 15 estados
(4 clientes ativos)

- Qual desempenho se migrar todos arquivos para disco
lento?

Solucionar novo modelo com 3 estados
(2,0),(0,2)e(1,1)



Premissas e Limitacoes

»  Premissa de memoryless / sem memodria:

- Cada estado captura todas as infos importantes do
sistema.

- Préximo estado sé depende do estado corrente
(e ndo dos estados anteriores)

+ Limitagdo resultante:
- Possivel explosdo do espago de estados

- Se ordem é importante, se jobs sdo distintos (mdltiplas
classes), estado tem que capturar isto:
Ex: 10 classes de clientes na CPU , FIFO (ordem importa):
ndmero de estados = 10! = 3.6 milhdes.

- Se jobs estatisticamente iguais: estado pode ser
identificado por um ndmero (# clientes na CPU)



Premissas e Limitacoes

*  Premissa exponencial:

- Tempo gasto entre eventos relevantes (tempo gasto em
um estado) segue distribui¢cdo exponencial : modelos de

markov com tempo continuo (servidor de banco de
dados)

Prob (T>s+t | T>s]=Prob (T>1)

- Limitacdo resultante:
- Exponencial pode ndo ser uma boa aproximagao

- Possivel solugdo: estdgios (cada estdgio é um estado)
Outras distribuicoes podem ser aproximadas
Custo: explosdo de estados



Conceitos Avancados

Estado recorrente: estado que pode sempre ser revisitado
no futuro apds deixd-lo, independentemente dos estados
visitados em sequida

Estado transiente: dependendo dos proximos estados
visitados, pode ndo ser possivel retornar a um estado
transiente.

Fato: Cada estado em um modelo de Markov ou é
transiente ou é recorrente

Fato: Todos estados alcangdveis a partir de um estado
recorrente sdao recorrentes

Fato: Todos estados dos quais se podem alcangar um
estado transiente sdo transientes.



Conceitos Avancados
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A B C F,G,HeI: estados recorrentes
D e E: estados transientes




Conceitos Avancados

Estado periddico: estado recorrente onde o sistema sé pode
retornar a ele em p, 2p, 3p ... passos, onde p é o periodo (p > 1)

Fato: Todos estados alcangdveis de um estado periddico sdo
periédicos com mesmo periodo

Cadeia: conjunto de estados recorrentes que podem alcangar
uns aos outros.

Estados discretos, transicoes discretas/continuas

- Transicoes discretas: ocorrem somente em intervalos
conhecidos

- Transigoes continuas: podem ocorrer em qualquer instante,
em intervalos exponencialmente distribuidos

Fato: modelos de Markov com transi¢cées continuas ndo tém
estados periddicos



Conceitos Avancados

Fato principal:
Qualquer modelo de Markov finito sem estados periddicos
e cujos estados recorrentes estdo fodos na mesma cadeia
terdo probabilidades a longo prazo que independem do
estado inicial. Isto €, 0 modelo tem estado estaciondrio

Os modelos de Markov de interesse sdo aqueles que tém
comportamento estaciondrio definido.

Fato: a probabilidade estacionaria de um estado
transiente € O.



Modelos Birth-Death

Classe de modelos de Markov com solugdo geral.

Dado um sistema em um estado k (onde k indica o
nimero de clientes no sistema), um de dois
eventos pode ocorrer para mudar o estado

- Birth: chegada de novo cliente -> estado k+1

- Death: saida de um cliente do sistema -> estado k-1

Taxa de chegadas de novos clientes quando
sistema estd no estado k = A, (exponencial)

Taxa de saidas de clientes (término de execucdo)
quando sistema estd no estado k = u, (exponencial)



Modelos Birth-Death

i W W3



Solucdo de Modelos Birth-Death

Fluxo entrando = fluxo saindo
Ml X P1 - )\'OX PO
Aox Po+u, x P, =hyx Py+uy x Py

P +P+P,+ ... =1

1
P =
ST,
20 iz tui+1
pop P phhid o



Solucdo de Modelos Birth-Death

Utilizagdo = P; + P, + ..... =1-P,

Estado estaciondrio existe se Py> 0
Throughput = u; x Py+u, x P, + ...
Tamanho da fila = OP, + 1P, + 2P, + ... + kP, + ...

Tempo de resposta = Tamanho da fila / throughput



Exercicio

Um ISP tem banda suficiente para manter até m
conexoes abertas simultaneamente. Requisigoes
por conexdo chegam a uma taxa A req/s, e conexdo
permanece ativa por em média 1/u sequndos

Desenhe um diagrama de estados para representar o
desempenho do ISP em fungdo da carga

Apresente uma expressdo para a probabilidade de que
o ISP atenda k conexoes simultaneamente (k >=1).

Apresente uma expressdo para a probabilidade de que

um cliente ndo consiga conectar por limitagdo da
banda do ISP.



Exercicio

Desenhe um diagrama de estados para representar o
desempenho do ISP em fungdo da carga



Exercicio

Apresente uma expressdo para a probabilidade de que
o ISP atenda k conexodes simultaneamente.

Vamos usar a expressdo para modelos birthddeath

V 4 °
genhéricos:
| =kl -1 Para o exemplo:
PO=ook—1}L =(EH/MI'+1) m }Lk_l)Lk
EH/ w0 P, = E(—) (—) k=12,....m
oo/ Hin =0\ 1 u
A A A m-
Pk =Pk—1£=PO O)LI = k=1929"' P — )\'k /Au’k — )\'ktu‘ ¢
k s -t Ol A A Ut W AT A
1




Exercicio

Apresente uma expressdo para a probabilidade de que

um cliente ndo consiga conectar por limitagdo da
banda do ISP.

IDbusy =P

m




Exercicio 2

Considere uma sala de gindstica de um hotel com os seguintes equipamentos: 1 esteira, 2

bicicletas ergométricas e 1 eliptico. Depois de fazer exercicios na esteira, um hdspede
vai para uma bicicleta com probabilidade 0.3 e para o eliptico com probabilidade 0.7.
Depois de usar uma bicicleta, um hospede sempre vai para o eliptico e depois de usar o
eliptico, ele sempre retorna a esteira. Assim que alguém comega a se exercitar em um
aparelho, ele/a permanece usando o aparelho por, em média, 3 minutos. Ha sempre
exatamente dois hdspedes ha sala de gindstica. Uma vez nha sala de gindstica, um
héspede tipico utiliza o eliptico 3 vezes (i.e., visitas). Se um hdospede vai para um
equipamento e ele ndo pode comecar a usd-lo imediatamente, ele pacientemente
espera a sua vez.

Desenhe um modelo de Markov para este "sistema”.

Quais sdo as probabilidades estaciondrias de cada estado?

Quantas vezes em média um héspede tipico utiliza a esteira?

Qual a porcentagem de tempo em que cada equipamento permanece ocupado?
Quantos héspedes deixam a sala de gindstica do hotel por hora?

Quanto tempo em média um héspede permanece na sala de gindstica?



Modelos Markovianhos

Processos de Markov




Processo Poisson

Processo de contagem {N(t), t = O}:
N()=0
N(t)=0
s <1t = N(s) = N(t)

N(t) - N(s) = # eventos ocorridos no intervalo (s, t]



Processo Poisson

Um processo de contagem € um processo Poisson com
taxa A > O se:

- O processo tem incrementos independentes: eventos
ocorrendo em intervalos de tempo disjuntos sdo
independentes

- Os incrementos do processo sdo estaciondrios: a
distribuicdo do ndmero de eventos em qualquer intervalo
de tempo depende somente da duragdo do intervalo e ndo
de quando ele comega

A A

o O &



Processo Poisson

Teorema 1: Seja {N(), t = 0} um processo
Poisson com taxa A > 0. Entdo a V.A. Y que descreve o
# de eventos em um intervalo de tempo de duragdo

t > O tem distribuigdo Poisson com pardmetro At

k
P(Y =k)=e™ ()Z‘) k=012...

Logo o # médio de eventos que ocorre no intervalo de
duracdo t é At



Processo Poisson

Teorema 2: Seja {N(t), T = 0} um processo
Poisson com taxa A > O.

Sejam 0 < t; < t, < t3 <... 0s momentos de ocorréncia
de eventos.

Sejam os tempos entre chegadas {t,} definidos como
T =T, =T -1 .

Entdo os tempos entre chegadas {t,} sdo mutuamente

independentes e identicamente distribuidos, cada um
seguindo uma distribui¢do exponencial com média 1/ A



Processo Poisson

Teorema 3: Seja {N(t), T = 0} um processo de
contagem tal que os tempos entre chegadas de
eventos {t,} sdo independentes, identicamente
distribuidos e sequem distribuigdo exponencial, cada
um com valor médio 1/ A. Entdo {N(1), t = 0} € um
processo Poisson com taxa A >0



Processo Poisson

rocesso de
chegadas
Poisson

Tempo entre
chegadas
Xxponencia

Taxa de
chegadas >
constante




Processo Poisson

Teorema 3: Seja {N(t), T = 0} um processo
Poisson e suponha que um evento tenha ocorrido no
intervalo de O a t.

Entdo, Y, a V.A. que descreve o momento em que o
evento Poisson ocorreu, tem uma distribuicdo
uniforme continua no intervalo O a t.

Isto é,se 0 < 6 < t, qualquer subintervalo de (O,t]
de tamanho & tem probabilidade 8/t de conter o
momento em que o evento ocorreu.



Processo Poisson

Prova:
P(Y =x)=P(r, =xN(t)=1)

PIN(x)=1 e (N(1)-N(x)=0)]

P(z, = xIN(1)=1) = PN 1

_ PING) = IJPI(N( = x) = 0)
P[N(¢t) =1]
~ Jxe XMy

Ae™ {




Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal

Até agora vimos que para solucionar um modelo
de Markov (determinar probabilidades em
estado estaciondrio), bastava solucionar
conjunto de equagdes de equilibrio linear.

Agora, vamos chegar das mesmas equagoes
partindo de outra interpretagdo.



Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal

Definigdo: Uma sequéncia de V.As. X;, X,, ..., formam
uma cadeia de Markov com tempo discreto se para todo
n{n=1,2,..}e todos os posswels valores das V.As.
tem-se que (par'a i <i, <isg..<i)que:

P[Xn = J | Xl = il, XZ = iz, Xn-l = .n-l] = P[X J | Xn | = ]

P[X,=j | X, =i..]: probabilidade de transi¢do em um
passo.

Cadeia de Markov homogénea: probabilidades de
transigdo independem de n ! p;;

Matriz de probabilidades P = [p;]



Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal
Probabilidade de transigdo em m passos:
p" =PX,, =jlX, =i]
pi} = pr,’;”"”pk,- m=23,..

Probabilidade de encontrar sistema em estado j ho
n-ésimo passo (comportamento transiente)

7" =HX, =]

a'" = \Zré”),nf”),nén),...J



Modelos de Markov:
Uma Outra Solugcdo Formal

Probabilidade de encontrar sistema em estado j no
n-€simo passo
70 = 2Op

72 = 7Op = [n(O)P] P = 7Op?2

" =g" PP =79P" n=1273,..



Modelos de Markov:
Uma Outra Solugcdo Formal

Probabilidade limite no estado estacionario

a =lima™

1—>00

limz"™ =limz" PP E
jrl

—>00 Nn—>00

T =maxP



Modelos de Markov:
Exemplo
El




Modelos de Markov: Exemplo

0 3/4 1/4]
P=(1/4 0 3/4
1/4 1/4 1/2
ﬂ=ﬁxP -
0 3/4 1/4
[JTO T, ﬂ2]=[yt0 T, nz]x 1/4 0 3/4
1/4 1/4 1/2

Mo = Omg + 3 1, + % T,

Mesmo conjunto de equacoes
m=2my+0m +5m, J quas

Tp=EMtT W YT M g -1/5-02
L moem o, n = 7/25 = 0.28

n, = 13/25 = 0.52



Modelos de Markov: Exemplo

n®=1[1,0,0]

n 0 1 2 3 4 .. o
7" 1 0 0250 0.187 0.203 0.20
7" 0 075 0.062 0359 0.254 0.28
7" 0 025 0.688 0454 0.543 0.52



Modelos de Markov: Exemplo

n@®=70,1,0]

n 0 1 2 3 4
" 0 025 0.187 0.203 0.199
" 1 0 0375 0250 0.289
" 0 0.75 0.438 0.547 0.512

n®=[0,0,1]

n 0 1 2 3 4
7" 0 025 0.187 0.203 0.199
7™ 0 025 0313 0266 0.285
7" 1 050 0500 0.531 0.516

0.20
0.28
0.52

0.20
0.28
0.52



Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal

A mesma derivagdo se estende para cadeias de Markov
ndo homogéneas: probabilidades de transigdo entre
dois estados pode mudar com o tempo.

Probabilidade de transigdo em um passo (matriz):

P(n) =1p,;(n,n+1)]

Probabilidades de transigdo em m passos (matriz):

H(m,n) = [pi,j (m,n)]



Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal

Equagoes de Chapman-Komogorov
H(m,n) = H(m,q)H(q,n)  ou
pi,j(man) = Zpi,k(ma Q)pk,j(% n)

Solugdo: expressar H(m,n) em termos das matrizes de
probabilidades P(n) (entrada)

Hmmn)=H(m,n-1)P(n-1) (forward) ou
H(m,n)=Pm)H(m+1,n) (backward)

H(m,n)=Pm)P(m+1)..P(n-1) m=n-1



Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal

Podemos determinar as probabilidades de estar em
cada estado em determinado instante (probabilidades
dependem do tempo)

" = a"Pm) =xaYP(0)P)P(2)P(3)...P(n)



Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal

Uma derivagdo semelhante € feita para o caso do
cadeias de Markov com tempo continuo.

Definigdo: Um processo aleatério X(t) forma uma
cadeia de Markov de tempo continuo, se para todos os

inteiros n, e para qualquer sequéncia ty, 15, t3, ..., T,
talque ;< t, <t; < .. < t,, tem-se:

PIX(tp,) = | X(+) =i, X (1) =iy, .. X(,) =i,] =
P[X(Tml) = J | X(Tn) = in]



Modelos de Markov:

Uma Outra Solucdo Formal

Probabilidades de transicdo pi,j(s,’r)
pi(s.t) = P(X(1)=] | X(s)=i) t=>s

Equagoes de Chapman-Kolmogorov

pi,j(Sﬂt) = Zpi,k(sau)pk,j(ua 1)

matriz . H(s,t) = [pl.,j(s,t)]% H(s,t)=H(s,u)H(u,t) s=<sust
No caso de Cadeias de Markov com tempo continuo, as
probabilidades de transigdo de um passo sdo

substituidas pelas taxas infinitesimais, calculadas em
fungdo das derivadas de p; (s,) quando T —s



Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal

Equagdes de Chapman-Kolmogorov (forward)
P@t) =|p, (t,t + A1) ]
H(s,t) = H(s,t — A)P(?)
H(s,t)- H(s,t —At)=H(s,t — At)P(At) — H(s,t - At)
= H(s,t - AD)|P(A) - 1]
H(s,t)- H(s,t - At)  H(s,t - At)|P(At) - 1]
At At

At —0: dHcgj’t) =H(s,H)0(t) s=<t
. P(t)-1 Matriz Q(t): gerador infinitesimal da
() = BE}) A matriz de transi¢do H(s,t)

Ou matriz de taxa de transigdo



Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal

. P(H)-1
Q(t)—i}g() At
: pi,i(tnt+At)_1 . pi,j(tat'l_At) ..
q;,(1) = lim v 9;,;(1) = lim ——— i ]
-
— T~

Taxas infinitesimais de transicdo entre estados

Interpretagdo:
-q; {(t) = taxa com que sistema sai do estado i (quando ele estd no estado i)

q; ;(t)= taxa com que sistema move do estado i para o estado j,
dado que esta no estado i

Note que: EP,-,,-(SJ‘) =1= Eq,.,j(z‘) =0



Modelos de Markov:
Uma Outra Solucdo Formal

Se cadeia de Markov homogénea: taxas de transigdo
independem do tempo

H(1) = H(s,s +1) = |p, (] limz () = 7
0 = (1)
lim(£)Q = lim d’; 5’ )
dH(1) _ dn(n) _
7 = H(1)Q 2 7 ()Q



Modelos de Birth and Death:

Exemplo
Ao A,
oflflollic
U W,
“A A 0




Modelos de Birth and Death:

Exemplo
ax=0
— A, Ay 0 ]
[ﬂo TT) ”2]x w —A+w) A =0
_ 0 U, — Uy |

’}\.Ox TEO+M1X T = O
hox 7o =(Aq + 1g) X 7y + pp x 7, = 0
AMx T - U, x T, =0 Mesmas equagdes

obtidas fazendo
T + Ty + 713 = 0 Fluxo entrando = fluxo saindo



