Polinomios Interpoladores

Loic Cerf

1 Polinomio de Newton

Em toda esta segao:

1.

(0;%0), (1;91), - - (Tn; yn) s30 pontos em R? e com abscissas distintas,
ou seja: Vi € {0;...;n}, Vi€ {0;...;n}\ {i}, x; # z;;

7 é um inteiro qualquer maior ou igual a 0 e menor ou igual a n;
k é um inteiro qualquer maior ou igual a 0 e menor ou igual a n — ¢;

P; i+ é o polindmio (tinico, dado 1.) de grau k ou menor que interpola
(Ti;9i)s -+ (Tigk Yirn), ou seja, Vi € {45...50 + k}, Piik(z)) =95

Teorema 1.

(x —2)Pip1 k() — (2 — i) Piiyr—1(T)
Titk — L4

P itr(z) =

Demonstragao 1. Por definicao, P; ;11 € um polinomio de grau k ou menor
e ambos P11 i+1 € Pi itk—1 sao polinomios de grau k — 1 ou menor. Logo, de
cada lado da igualidade que queremos demonstrar, temos um polinomio de grau
k ou menor. Sao iguais se e somente se coincidem em k+ 1 pontos de abscissas
distintas, pois um unico polinomio de grau k ou menor passa por k + 1 pontos
de abscissas distintas. Usamos (zi;i), (it1;Yi+1), - - (Titk; Yitk)-

Em x;:

o P itr(zi) = yi;

o U~ (@i = igr) Piigpr—1(24)

=y;, porque P; iyi—1(z;) = y;.
Titk — T4

Em x;qp:

o P ivk(Tivk) = Yivk;

o @itk =) Bipr i (@ign) = 0

= Yitk, porque Pip1 itk (Titk) = Yitk-
Ti+k — T4

Viefi+li+2;...5i+k—1}, emz;:

o P iii(z;) =y;;

(xj — i) P ivn (%)) — (25 — 21) Piivi—1(7;)
Titk — T
Pty ivk(zy) = P iti—1(z;) = y;.

=Yj, porque



O

Seja AFy; € R o coeficiente que multiplica 2* em P; ;,1(z). Em outros

termos, A*y; é definido como o coeficiente lider de P; itk se P;. iy for de grau

k ou como 0 se P; ;41 for de grau menor. Essa definigdo vale para quaisquer
i€{0;...;n}eke{l;...;n—1i}. Em particular, A¥~1y; ., e A*~1y; sdo os co-
eficientes que multiplicam ¥~ em P,y ;41 (z) e Pi i 1r_1(x), respectivamente.

P, i(x) = A%; = y; porque P; ; é o polinomio de grau 0 ou menor que

interpola (z;;%;). Igualando os coeficientes que multiplicam z* dos dois lados
Akfl . _ Akfl .
Yit+1 Yi

Titk — T4

da igualidade no Teorema 1, achamos também que A¥y; =
Aoyi =Y

Contudo,
ontueo Vk e {l;...;n—i}, AFy, =

AF=ly ) — ARy, permite o cdlculo

Titk — T4
recursivo de AFy; para quaisquer i € {0;...;n} e k € {0;...;n —i}.

A ideia do polinémio de Newton é de expressar Py , como Py ,_1 + Q.
Como Py, € um polinéomio de grau n ou menor e Py ,_1 é um polinémio de
grau n — 1 ou menor, @ é um polinémio de grau n ou menor (1) e o coeficiente
de @ que multiplica 2™ é o mesmo de Py _,,, ou seja, A"yq (2). Por defini¢ao de
PO..n € PO..TL—17 Vi € {0, ceeyn— 1}, Pon(l’i) =Y; = PO..n—l(l'i) +0, ou Seja, Zo,

n—1
X1, ..., Tp_1 sdo rafzes de Q (3). Por (1), (2) e (3), Q(z) = A™yq H(m —z;).
j=0

n—1
Logo, Po.n(x) = Po.n-1(x) + Amyo [ [ (@ — 2;).
7=0
n—2

Com o mesmo raciocinio, Py ,_1(x) = Py n_2(x) + A" 1y H(x —xj) e
i=0
n—2 n—1 !
Py.n(x) = Py pn_a(x) + A" 1yq H (x —xj) + A"y, H (z — ;). Continuamos
§=0 §=0

assim até expressar Py_1(z) como Py _o(z)+Alye(x —z0) = yo+ Alyo(x —z0) ja
que, por defini¢do, Py ¢ é o polindémio de grau 0 ou menor que interpola (zo; yo).
Contudo, obtemos o polinémio de Newton:

n i—1
Py n(z) = ZAiyo H(;U —xj) .
i=0 §=0



2 Polinomio de Lagrange

A interpolagao por Lagrange, empregando o dispositivo pratico, é:

Algoritmo 1 POLINOMIO-LAGRANGE
Entrada: me N,z e R™, y e R™, 2 € R
Saida: P,,—1(2)
soma < 0
Gd«+1
parai=1— m faga

Gi + z — z[i]
se Gi = 0 entao
retorne yli]
fim se
Gd + Gd x Gi
para j=1—i—1 faga
Gi + Gi x (x[i] — z[j])
fim para
para j =i+ 1 — m faca
Gi + Gi x (z[f] — z[j])
fim para
soma <« soma + y[i] / Gi
fim para
retorne Gd x soma

Gragas a fatoracao de Gd, o niimero de operagoes na aritmética de ponto
flutuante é menor que empregando o pseudocddigo apresentado na maioria dos
livros sobre calculo numérico, inclusive em Algoritmos Numéricos até a terceira
edicao. Notando n o grau da interpolacao, sao:

Adigoes: (n+1)(1+n+1)=n%+3n+2
Multiplicagées: (n+1)(1+n)+1=n?+2n+2
Divisoes: n +1

Contando somente as operagoes na aritmética de ponto flutuante (bem mais
demoradas que aquelas na aritmética inteira), a interpolacao por Newton efetua:

X24+nx2=n?+3n

o~ . n(n+1
Adigoes: %

Multiplicagoes: n

. .~ 1
Divisoes: n("2+ ) — %nz + %n

Entao, qualquer que seja n, a interpolacao por Newton continua requerendo
menos operagoes na aritmética de ponto flutuante que a interpolagao por La-
grange: 2 adicoes e %nz + %n + 3 multiplicagoes/divisdes a menos.
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