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Introducao

e O mundo esta “povoado” por relacdes: familia, emprego, governo, negdcios,
etc.

e Entidades em Matematica e Ciéncia da Computacao também podem estar
relacionadas entre si de diversas formas.

e Objetivo:
— estudar relagbes em conjuntos;
— estudar formas de representar relacoes;
— estudar propriedades de relagoes.
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Relacoes em conjuntos
Sejam os conjuntos A = {0,1,2} e B = {1,2,3}.

Suponha que um elemento z em A esteja relacionado com um elemento y em
B ssex <.

A notacao x Ry quer dizer que “z esta relacionado com y”, onde R € o nome da
relacao (neste caso, x < y).

Logo, temos que: OR1 porque O <1,

OR2 porque 0 < 2,
OR3 porque 0 < 3,
1R2 porque 1 < 2,
1R3 porque 1 < 3,
2R3 porque 2<3

Por outro lado, a notacao = Ry quer dizer que “x nao esta relacionado com y.”
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Relacoes em conjuntos
Sejam os conjuntos A = {0,1,2} e B = {1,2,3}.

L :
0go, temos que 1Rl porque 141,

2R1 porque 2 £ 1,
2R2 porque 2 £ 2
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Relacoes em conjuntos

e O produto cartesiano de A e B, ¢ definido por
Ax B=A{(z,y)|lr € Aey € B}
e Para este exemplo (A = {0,1,2} e B = {1,2,3}), temos que:
Ax B=1{(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}

e 0s elementos que satisfazem a relacao sao

R =1{(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}.
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Relacoes em conjuntos

Definicao (Relacao (binaria)):

— Sejam os conjuntos A e B.

— Uma relacao binaria de A para B € um subconjunto de A x B.

— Dado um par ordenado (z,y) em A x B, x esta relacionado com y por R,

escrito xRy, sse (z,y) € R.
— O termo “binario” € usado para indicar uma relacao entre dois conjuntos.

Notacao:
e “r esta relacionado com y”:

xRy < (z,y) € R

e “r nao esta relacionado com y”:

Ry < (z,y) € R
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Relacao binaria num conjunto finito

Exemplo 1|Sejam os conjuntos A = {1,2} e B = {1, 2,3} e arelagao binaria
R de A para B como:

V(z,y) € AX B,(z,y) € R< x—yépar

Logo, temos que

Ax B=14{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}

R={(1,1),(1,3),(2,2)}
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Relacao binaria nhum conjunto infinito:
Relacao de congruéncia modulo 2

e A relacao anterior pode ser generalizada para o conjunto de todos os inteiros
Z. Neste caso, a relacao binaria E de Z para Z pode ser definida como:
V(m,n) € Z x Z,mEn < m —n é par
=» Os inteiros m e n s&o relacionados por E sse

m mod 2 = n mod 2,

OU Seja, se 0S numeros m € n Sao pares ou impares.

e Quando essa relacao ¢ satisfeita, diz-se que m e n sao congruentes modulo
2

m =n mod 2
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Exemplos de relacoes binarias

Exemplo 2| Seja a relacdo C' de R para R definida como:

V(z,y) ERXR,(z,y) eC e a’+y°=1

Sim.
2+y? =1
- (-3, %) eC?

Ak
N

>
X

1

- (=2,0) € C?
Nao.
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Exemplos de relacoes binarias

Exemplo 3| Seja A o conjunto de todos os strings de tamanho 6 formados de
z’s e y’s. O conjunto A é representado por >° onde ~ = {z, y}.

Seja a relacao binaria R de A para A definida como:

sRt < substr(s,1,4) = substr(¢,1,4)

— rxyxryrRxxxzyry?
Nao.

— yryyyr Ryryyxy?
Sim.
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Diagrama de seta de uma relacao

e Suponha que R € uma relacao de um conjunto A para um conjunto B. O
“diagrama de seta” para R € obtido da seguinte forma:
1. Represente os elementos de A numa regiao e os elementos de B como
pontos em outra regiao.
2. Para cada x em A e y em B, desenhe uma seta de x para y sse x €
relacionado com y por R. Simbolicamente:
-» Desenheumasetade zparay < xRy < (z,y) € R
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Exemplos de relacoes binarias

Exemplo 4| Sejam os conjuntos A = {1,2,3} e B = {1,3,5} e as rela-
coes:

-~ V(z,y) € AXB,(z,y) eSS x<y

- T={(21),(2,5)}

T
4‘
A B
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Relacoes e funcoes

Definicao:

Uma funcao F' de um conjunto A para um conjunto B é uma relacao de A para
B que satisfaz as duas propriedades abaixo:

1. Para cada elemento x em A, existe um elemento y em B tal que (x,y) €

F.
=» cada elemento de A € o primeiro elemento de um par ordenado de F..

2. Paratodos elementosxem Aeye zem B,

se (x,y) € Fe(x,z) e I, entdioy = 2

=» nao existem dois pares ordenados distintos cujo primeiro elemento seja
0 mesmo.

Se F' é uma funcao de A para B, temos que

y=F(x) & (z,y) € F
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Relacoes e funcoes

Exemplo 5| Sejam os conjuntos A = {2,4,6} e B = {1,3,5} e arelacao:

- R=1{(2,5),(4,1),(4,3),(6,5)}. R € uma fungcédo?
N&o, por causa dos pares (4,1) e (4,3).
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Relacoes e funcoes

Exemplo 6 | Sejam os conjuntos A = {2,4,6} e B = {1,3,5} e arelacao:

- S:V(z,y) e Ax B,(z,y) e S<y=xz+ 1. S éumafungao?
Nao, jaque 6 € Amasnaoexistey e Bly=6+1=7.

S

— i

-
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Funcoes e relacoes nos conjuntos dos reais

Exemplo 7| Seja a relacdo C' de R para R definida como:

V(z,y) ERXR,(z,y) eC e a’+y°=1

C' € uma fungao?

Nao, ja que existem numeros reais x | (z,y) ¢ C para todo y. Por exemplo,

r = 2.
AY
x2+y? =1
1N
\ /1 5 X
1
xX=1/2
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Funcoes e relacoes nos conjuntos dos reais

Exemplo 8

Seja a relacdo L de R para R definida como:

Viz,y) eRxR,(z,y) e L&sy=x2—1

L é uma funcao?

Sim.

AY

/ x0
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O inverso de uma relacao

e Definicao:
Seja R uma relacdo de A para B. A relacdo inversa R~ de B para A é

definida como:

R 1= {(y,z) € B x A|(x,y) € R}.

e Essa definicao pode ser re-escrita operacionalmente como

Vee X,yeY,(y,z) e R < (z,y) €ER
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O inverso de uma relacao

Exemplo 9| Sejam os conjuntos A = {2,3,4} e B = {2,6,8} eseja R a
relacao “divide” de A para B:

V(z,y) € A X B,zRy < x|y

- R=1{(2,2),(2,6),(2,8),(3,6),(4,8)}
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O inverso de uma relacao

Exemplo 10| Sejam os conjuntos A = {2,3,4} e B = {2,6,8} e seja R a
relacao “divide” de A para B:

V(z,y) € A X B,zRy < x|y

R ={(2,2),(2,6),(2,8),(3,6),(4,8)}

- R~ ={(2,2),(6,2),(8,2),(6,3),(8,4)}
—~ R 1:V(y,2) € Bx A,yR 1z < y é um mdltiplo de .

R—1
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Inverso de uma relacao infinita

Exemplo 11| Seja a relacao R de R para R definida como:

V(u,v) ER X RiuRv v =2"|u|

Grafico de R | Gréficode R™

A ) )

A relacdo R—1 é uma funcédo?
N&o, ja que os pares (2,1) e (2, —1) estdioem R~ 1.
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Grafo dirigido de uma relacao

e Definicao (relacao binaria): Uma relagao binaria no conjunto A € uma relagao
binaria de A para A.

Neste caso, o diagrama de seta € modificado e torna-se um “grafo dirigido,” ou
seja, o conjunto A € desenhando somente uma vez e uma seta € desenhada
para cada par de pontos relacionados entre si.
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Exemplo 12

como

Grafo dirigido de uma relacao

Seja A = {3,4,5,6,7,8} e a relacdo binaria R em A definida

V(z,y) € Ax A, xRy < 2|(z — y)

8 5
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Relacoes n-arias

Definicao: Dados os conjuntos A4, Ao, ..., Ay, uma relacao n-aria R em A7 X
Ao X ... X Ap éum subconjuntode A1 X Ay X ... X Ap.

Relagdes envolvendo dois, trés e quatro conjuntos sdo chamadas de binarias,
ternarias e quaternarias, respectivamente.
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Propriedades de relacoes

Exemplo 13| Seja A = {2,3,4,6,7,9} e a relagdo binaria R em A definida

como

V(z,y) € Ax A, xRy < 3|(z — y)

4 % ¥ 3

O C )
7 6 9
@
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Propriedades de relacoes

Exemplo 13 | Este grafo tem trés propriedades importantes:

1. Cada ponto do grafo tem uma seta para o proprio ponto.

2. Em todos os casos onde existe uma seta indo de um ponto p para um ponto
q, existe uma seta indo do ponto ¢ para o ponto p.

3. Em todos os casos onde existe uma seta indo de um ponto p para um ponto
g € do ponto ¢ para um ponto r, existe uma seta indo do ponto p para o
ponto r.

=» Essas propriedades correspondem a relacoes gerais chamadas de reflexiva,
simetrica e transitiva.
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Propriedades de relacoes

Seja R uma relacao binaria no conjunto A.

1. R éreflexiva sse, Vo € A, xRx.
-» Cada elemento é relacionado consigo mesmao.

2. R é simétrica sse, Vz,y € A, se xRy entdo yRx.
=» Cada elemento relacionado com um outro, o segundo é relacionado com
O primeiro.

3. R étransitivasse, Vz,y,z € A, se xRy e yRz entao xRz.
-=» Cada elemento relacionado com um segundo, o segundo € relacionado
com um terceiro, entdo o primeiro € relacionado com o terceiro.
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Propriedades de relacoes

Exemplo 14| Seja o conjunto A = {0, 1,2,3} e a relacao binaria R definida
cComo:

R ={(0,0),(0,1),(0,3),(1,0),(1,1),(2,2),(3,0),(3,3)}

Diga se a propriedade ¢ reflexiva, simétrica e transitiva?

0 Q) 1 e Reflexiva (V): Existe um lago para cada né do
-~ grafo 0 que significa que cada elemento de A é

relacionado consigo mesmo.

e Simétrica (V): Para cada aresta de “ida” existe
uma aresta de “volta”.

3 . D e Transitiva (F): Temos 1 RO e OR3 mas nao temos
¢ @ 1R3, o que implica na ndo transitividade.
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Propriedades de relacoes

Exemplo 15| Seja o conjunto A = {0,1,2,3} e a relag&o binaria S definida

como.

5 =1{(0,0),(0,2),(0,3),(2,3)}

A propriedade ¢ reflexiva, simétrica e transitiva?

e Reflexiva (F): Nao existe, por exemplo, 1 R1.

e Simétrica (F): Para cada aresta de “ida” nao existe
0 . ! uma aresta de “volta”.

e Transitiva (V): Temos

Hipotese Conclusao

(0,2) e (2,3) (0,3)
(0,0) e (0,2) (0,2)
(0,0) e (0,3) (0,3)

=» Os elementos z, y € z nao precisam ser dis-
tintos.

3 le 2
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Propriedades de relacoes

Exemplo 16| Seja o conjunto A = {0,1,2,3} e a relagao binaria T" definida
como:

T'=1{(0,1),(2,3)}
Diga se a propriedade é reflexiva, simétrica e transitiva?

e Reflexiva (F): Nao existe nenhum lago.

e Simétrica (F): Para cada aresta de “ida” nao existe
0 1 uma aresta de “volta”.

e Transitiva (V): Por default. A transitividade nao
é satisfeita quando a hipbtese é verdadeira e a
conclusao é falsa, ou seja,

(x,y)eTe(y,z) eTe(x,2z) €T

Como ndo existem pares (x,y) e (y, z) que sa-
tisfazem a hipotese a conclusao da afirmacao é
verdadeira.
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Verificando propriedades de relacoes atraves de
um programa

e Seja uma relacao binaria R definida num conjunto finito A com n elemen-
tos.
— E possivel verificar através de um programa se R é reflexiva, simétrica e
transitiva.

e Possivel implementacao:
=» Representar R por uma matriz booleana quadrada de tamanho n.
=» A linha corresponde ao primeiro elemento do par ordenado e a coluna ao
segundo elemento do par ordenado (consequentemente a matriz nao é
simétrica).
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Verificando propriedades de relacoes atraves de
um programa

0 Q)

e

=
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Fecho de uma relacao

Se uma relacao binaria R definida em um conjunto A n&o possui uma determi-
nada propriedade p, podemos “estender’” R e obter uma nova relacao R* em A
que tenha essa propriedade.

Estender significa que a nova relagao R* em A contém todos os pares de R e
0s pares adicionais necessarios para que a propriedade p seja valida.

Definicao [Fecho de uma relacao]: Seja A um conjunto, R uma relacao binaria
em A e uma propriedade p. O fecho de R € a relacao binaria R* em A que
possui a propriedade p e satisfaz as trés condicdes abaixo:

1. R* tem a propriedade p;

2. R C R*;

3. Se S é uma outra relacdo qualquer que contém R e satisfaz a propriedade
p, entdo R* C S.
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Fecho de uma relacao

Podemos definir os seguintes fechos:
e reflexivo;
e Simétrico;
e transitivo

de uma relacao em um conjunto.

Se uma relacgao binaria R definida em um conjunto A ja possui a propriedade p,
ela ja € seu proprio fecho que satisfaz a propriedade p.
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Fecho transitivo de uma relacao

Definicao [Fecho transitivo de uma relacao]: Seja A um conjunto e R uma rela-
cao binaria em A. O fecho transitivo (transitive closure) de R € a relacao binaria
R! em A que satisfaz as trés condigcdes abaixo:

1. R! é transitiva;
2. RC RY
3. Se S é uma outra relagéo transitiva qualquer que contém R, entdo R! C S.
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Fecho transitivo de uma relacao

Exemplo 17| Seja o conjunto A = {0,1,2,3} e a relacao binaria R definida
como R ={(0,0), (0,1), (0,3), (1,0), (1,1), (2,2), (3,0), (3,3) }.

Hipdtese Conclusao
(0,0) e (0,0) (0,0)
(0,0)e (0,1) (0,1)
0 _——— 1 (0,0e(0,3) | (0,3)
(1,0) e (0,1) (1,1)
(1,0) e (0,3) (1,3)*
(1,1) e (1,0) (1,0)
(1,1) e (1,1) (1,1)
(2,2) e (2,2) (2,2)
(3,0) e (0,0) (3,0)
3 (5 6 2 (3,0)e (0,1) | (3,1)*
(3,0) e (0,3) (3,3)
(3,3) e (3,3) (3,3)

* Nao faz parte da relagao original.

R! = {(0,0),(0,1),(0,3),(1,0),(1,1),(1,3),(2,2),(3,0),(3,1),(3,3)}.
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Fecho transitivo de uma relacao

Exemplo 18| Seja A = {0,1,2,3} e considere a relagcdo R definida em A
cComo:

R =1{(0,1),(1,2),(2,3)}

Determine a relacao de fecho transitivo de R.

Grafo dirigido de R: Hipotese Concluséo

0., .y | (0,1)e(1,2) | (0,2)"
(1,2) e (2,3) (1,3)"

(0,2)*e (2,3) (0,3)*

* Nao faz parte da relagao original.
Assim,

3 o | R' = {(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}
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Fecho transitivo de uma relacao

R =1{(0,1),(1,2),(2,3)}

temos

R' = {(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}

%rafo dirigido de R: 1 Grafo dirigido de R?:
. — 0 1
3 o= 12 3 2

Exemplo 18| Dado A = {0, 1,2,3} e arelacao R definida em A como:
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Propriedades de relacoes em conjuntos infinitos

e Suponha uma relagao binaria € definida em um conjunto infinito A.

e Para provar que a relacao e reflexiva, simétrica e transitiva:
— Escreva o que deve ser provado. Por exemplo, para simetria:

Ve,y € A, se xRy entao yRx

— Use as definicdes do conjunto A e da relacao R para reescrever a pro-
priedade. Para a relacdo de “igualdade” no conjunto dos numeros reais,

temos:

Ve,y € A, sex =yentaoy =«
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Propriedades de relacoes em conjuntos infinitos

Exemplo 19| Seja S uma relacao no conjunto R tal que para todos

r,y e R xSy <y

A propriedade ¢ reflexiva, simétrica e transitiva?
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Propriedades de relacoes em conjuntos infinitos

Exemplo 19

Reflexiva (F): S é reflexiva sse

Ve € R, zSx.

Pela definicao de S, isto significa

Ve e R,x < x.

Para provar que essa afirmacao € falsa, basta achar um contra-exemplo. Neste
caso, a afirmacgao é falsa para todos os numeros reais ja que = £ .
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Propriedades de relacoes em conjuntos infinitos

Exemplo 19

Simétrica (F): S é simétrica sse

Vx,y € R, se xSy entao yS«.

Pela definicao de S, isto significa

Ve,y € R, sex < yentaoy < x.

Para provar que essa afirmacao € falsa, basta achar um contra-exemplo. Neste
caso, a afirmacao é falsa para todos os numeros reais ja que se x < y, entao
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Propriedades de relacoes em conjuntos infinitos

Exemplo 19

Transitiva (V): S é transitiva sse

Ve,y,z € R, se xSy e ySz entao zSz.

Pela definicao de S, isto significa

Ve,y,z €R, sex <yey < zentao xz < z.

Essa afirmacao € verdadeira pela lei transitiva da ordem dos numeros reais.

UFMG/ICEx/DCC MD e Relaces
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Propriedades de relacoes em conjuntos infinitos

Exemplo 20| Seja T" uma relacdo no conjunto Z dos numeros inteiros tal que
para todos

m,n € Z,mTn < 3|(m —n)

A propriedade é reflexiva, simétrica e transitiva?
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Propriedades de relacoes em conjuntos infinitos

Exemplo 20

Reflexiva (V): T é reflexiva sse

Vm € Z, m1Tm.

Pela definicao de T, isto significa

Vm € Z,3|(m —m),
ou ainda,

Vm € Z, 3|0.

Essa afirmacao € verdadeira ja que O = 3 - 0.
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Propriedades de relacoes em conjuntos infinitos

Exemplo 20

Simétrica (V): T é simétrica sse

Vm,n € Z, se mTn entdao nT'm.

Pela definicao de T, isto significa

Vm,n € Z, se 3|(m — n) entdo 3|(n — m).

Suponha que m e n sejam inteiros especificos mas escolhidos aleatoriamente
tais que 3|(m — n). Deve-se mostrar que 3|(n — m). Pela definicdo de “divide”
temos que 3|(m —n) em —n = 3ken—m = 3 - —k, para algum inteiro k.
Logo, 3|(n — m).
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Propriedades de relacoes em conjuntos infinitos

Exemplo 20

Transitiva (V): T' é transitiva sse

Vm,n,o € Z, se m1n e nToentao mTo.

Pela definicao de T, isto significa

Vm,n,o € Z, se 3|(m —n) e 3|(n — o) entdo 3|(m — o).

Suponha que m, n € o sejam inteiros especificos mas escolhidos aleatoriamente
tais que 3|(m —n) e 3|(n — o). Deve-se mostrar que 3|(m — o). Pela definicdo
de “divide” temos que: 3|(m —n)em —n = 3r; e 3|(n —o0) en — o = 3s,
para inteiros r € s, respectivamente. Sabemos que:

(m—n)—4+ (n— o) 3r + 3s
m — o 3-(r+4s)

O que mostra que 3|(m — o).
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Propriedades de relacoes

Exemplo 21 | Seja C' o conjunto de todos os circuitos I6gicos com um numero
fixo n de entradas. Seja £ uma relagao binaria no conjunto C' definida como:

Para todos os circuitoscy €e C e cr € C
c1lbico &

c1 tem a mesma tabela de entrada e saida que c».

A propriedade ¢ reflexiva, simétrica e transitiva?
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Propriedades de relacoes

Exemplo 21

Reflexiva (V): E é reflexiva sse

Ve € C, cEec.

Pela definicao de FE, isto significa

c tem a mesma tabela de
Vee O ) .
entrada e saida que c

O que é obviamente verdade.
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Propriedades de relacoes

Exemplo 21

Simétrica (V): E é simétrica sse

Veq,c0 € C, se c1Ecy entao coFEcey.

Pela definicao de FE, isto significa
Veq,c0 € C,
( c1 tem a mesma tabela de ) ~ < c> tem a mesma tabela de )
se entéo .

entrada e saida que c» entrada e saida que cq

Considerando a hipotese verdadeira, a conclusao € obviamente verdadeira.
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Propriedades de relacoes

Exemplo 21

Transitiva (V): E é transitiva sse

Ve, c0,c3 € C, se ciEcy e coEc3 entao c1 Ecs.

Pela definicao de FE, isto significa

se c1 tem a mesma tabela de o [ 2 tem a mesma tabela de
entrada e saida que c» entrada e saida que c3

~ ( c1 tem a mesma tabela de )
entéo .

entrada e saida que c3

Considerando a hipotese verdadeira, a conclusao € obviamente verdadeira.
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Relacao de equivaléncia

e |déia central de relacao de equivaléncia:
— Agrupar pares ordenados de uma relacao que estao relacionados entre si.

e Particao de um conjunto A:
— Colec¢ao de subconjuntos nao-vazios mutuamente disjuntos cuja uniao € o

conjunto A.

Exemplo 22| Para i #= j, A; N A; = 0,ouainda Ay UAs>U...UAg = A

MD e Relacdes
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Relacao de equivaléncia

Definicao: Dada uma particao de um conjunto A, a relacao binaria R induzida
pela particao é definida em A como:

Va,y € A, xRy < Existe um subconjunto A da particao
tal que ambos x e y estao em A.

Exemplo 23| Seja A = {0, 1,2,3,4} e considere a seguinte particao de A:
{0,3,4},{1},{2}

Determine a relacao R induzida por essa particao.

(0,0),(0,3),(0,4),(3,0),(3,3),(3,4),(4,0),(4,3),(4,4),
R=4¢ (1,1),
(2,2)

Observacgao importante:
=» Uma relacao induzida por uma particao de um conjunto satisfaz as proprie-
dades de reflexividade, simetria e transitividade.
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Relacao de equivaléncia

Definicao: Seja A um conjunto njo-vazio € R uma relacao binariaem A. R é
uma relacao de equivaléncia sse R é reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 24| Seja A = {2,3,4,6,7,9} e a relagdo binaria R em A definida

como
V(z,y) € Ax A, xRy < 3|(z — y)

4 () Q2 Q3
A particao de A correspondente a
relacao R é:

{4,7},{2},1{3,6,9}
C 0
7 6 9
O
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Classes de equivaléncia de uma relacao
equivalencia

e Suponha que exista uma relacao de equivaléncia de um dado conjunto. Seja
a um elemento particular do conjunto. O subconjunto de todos os elementos
gue estao relacionados com a € chamado de classe de equivaléncia de a.

e Definicao: Seja A um conjunto e R uma relacao de equivaléncia em A. Para
cada elemento a € A, a classe de equivaléncia de a, representada por [a]
e chamada de a é o conjunto de todos os elementos =z € A tal que x esta
relacionado com a através de R.
Simbolicamente, temos:

la] = {z € A|xRa}
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Classes de equivaléencia de uma relacao definida
num conjunto finito

Exemplo 25| Seja A = {0,1,2,3,4} e R uma relagdo binaria em A definida
como:

{(0,0),(0,4),(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(4,0),(4,4)}

R é uma relacdo de equivaléncia As classes de equivaléncia de R
em A: sao:
0] = {z € AjzRO} = {0, 4}
02 3 () 2 () 1] = {x € A|lzR1} = {1,3}
2] = {x € AlzR2} = {2}
3] = {z € AjzR3} = {1, 3}
4] = {x € AlzR4} = {0,4}

Assim, as classes distintas de equi-
valéncia da relacao sao:
4 1
O O {074}7{173}7{2}
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Propriedades das classes de equivaléncia

e Seja A um conjunto e R uma relacao de equivaléncia em A e a e b elementos
de A:
1. Se aRb, entdo [a] = [b]

2. [alNnpl=0 Vv [a] =[]

e Se A € um conjunto nao vazio e R é uma relacao de equivalénciaem A, entao
as classes de equivaléncia distintas de A formam uma particao de A,

ou seja,

a uniao das classes de equivaléncia € todo o conjunto A e a interseccao de
quaisquer duas classes distintas € o conjunto vazio.
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Propriedades das classes de equivaléncia

Exemplo 26 | Seja R a relagao de congruéncia modulo 3 no conjunto Z de todos

0S numeros inteiros. Isto significa que para todos inteiros m € n,

mRn < 3|(m —n) < m=nmod3

Descreva as classes de equivaléncia distintas de R.

Para cada inteiro a,

[a] {x € Z|xRa}
{x € Z|3|(x — a)}

{x € Z|x — a = 3 - k, para algum inteiro k}

{x € Z|x = 3 - k + a, para algum inteiro k}.
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Propriedades das classes de equivaléncia

Exemplo 26

Assim,

0]

{x € Z|x = 3 - k + 0, para algum inteiro k}
= {x € Z|x = 3 - k, para algum inteiro k}
= {..,-9,-6,-3,0,3,6,9,...},

[1] {x € Z|x = 3 -k + 1, para algum inteiro k}

= {...,—-8,-5,-2,1,4,7,10...},
2] = {z€Z|lxr =3 k4 2, paraalgum inteiro k}
= {..,-7,—4,—-1,2,5,8,11...}.
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Propriedades das classes de equivaléncia

Exemplo 26

Pelas propriedades das classes de equivaléncia, temos:

0] = [3] = [-3] = [6] = [-6] =
1) =4 = [-2] = [7] = [-5] =
2] = [5] = [-1] = [8] = [-4] =

-» Cada inteiro estd em uma das trés classes [0], [1] ou [2].

Isto significa que uma classe de equivaléncia pode ter diferentes “nomes”. Neste
exemplo, a classe do O ([0]) pode ser “chamada” pela classe do 3 ([3]) ou pela
classe do —6 ([—6]), e assim por diante.

Mas o que a classe [0] ou [3] ou [—6] significa é o conjunto

{x € Z|x = 3 - k, para algum inteiro k}.
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Propriedades das classes de equivaléncia

Exemplo 26

As trés classes de equivaléncia sao:
1. {x € Z|x = 3 - k, para algum inteiro k}

=» Conjunto dos inteiros divisiveis por 3.

2. {x € Z|x = 3 -k 4+ 1, para algum inteiro £}
=» Conjunto dos inteiros que deixam resto 1 quando divididos por 3.

3. {x € Z|x = 3 - k + 2, para algum inteiro k}
=» Conjunto dos inteiros que deixam resto 2 quando divididos por 3.
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Propriedades das classes de equivaléncia

Definicao: Seja R uma relacao de equivaléncia num conjunto A e S uma classe
de equivaléncia de R. Um representante da classe S € qualquer elemento « tal
que [a] = S.

No exemplo anterior, temos que —6 & um representante da classe [—6] que por
sua vez gera o conjunto

{x € Z|x = 3 - k, para algum inteiro k}

=» Conjunto de todos os inteiros divisiveis por 3.
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Classes de equivalencia de uma relacao

No exemplo 21 foi mostrado que dado um conjunto C' de todos os circuitos
l6gicos com um numero fixo n de entradas, a relacdo E é uma relacao de equi-

valéncia.
A relacao F foi definida como:
Para todos os circuitoscy €e C e cr € C
c1lbco &

c1 tem a mesma tabela de entrada e saida que c».
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Classes de equivalencia de uma relacao

Exemplo 27| Dado o exemplo 21 e considerando circuitos logicos com duas
entradas e uma saida:

(a) Descreva as classes de equivaléncia da relacao E.

(b) Identifique quantas classes de equivaléncia distintas existem.

(c) Mostre circuitos que representam uma das classes.
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Classes de equivaléncia de uma relacao

Exemplo 27

Dado um circuito ¢1, a classe de equivaléncia de cq é o conjunto de todos os
circuitos com duas entradas e uma saida que tém a mesma tabela de entrada e

saida de c;.

Esquema de um circuito e uma possivel tabela de entrada e saida:

P Q| Saida

P creumo 1@linha— | 1 1 0

0 ) — Saida 22linha— | 1 O 0

—| ELETRONICO 32linha— | 0 1 0

42linha— | 0 O 1

Pelo principio da multiplicacdo temos,
. 2 .2 .2 .2 =16
12 linha 22 linha 32 linha 42 linha

tabelas da verdade distintas.
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Classes de equivaléncia de uma relacao

Exemplo 27

(a) Descreva as classes de equivaléncia da relacao F.

Existem 16 classes de equivaléncia distintas, uma para cada tabela de en-
trada e saida distinta.

(b) Identifique quantas classes de equivaléncia distintas existem.
Existem infinitamente muitos circuitos para cada uma das tabelas.

(c) Mostre circuitos que representam uma das classes.
Para a tabela de entrada e saida abaixo, dois possiveis circuitos sao:

P (@ | Saida
NOT
11 0 P NOT P —]>0—
1 0 0 b >0 R AND R
O 1 O ’ ¢ NOT
O O 1
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Relacao anti-simetrica

e Ja foram vistas trés propriedades de relacdes:
1. Reflexividade
2. Simetria
3. Transitividade

e Definicdo: Seja R uma relacdo num conjunto A. R é uma relagao anti-

simétrica sse,
VYa,b € A, se aRb A\ bRa entao a = b.

=» Informalmente, uma relacao € anti-simétrica se para cada aresta de “ida”
nao existe uma aresta de “volta”.

e Tomando a negacao dessa definicao temos que uma relacdo R nao é anti-
simétrica sse,
da,b € AlaRb AbRa A a # b.
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Exemplo 28

Relacao anti-simetrica

Seja R uma relagdo no conjunto {0, 1,2} definida como

R =1{(0,2),(1,2),(2,0)}

A propriedade € anti-simétrica?

0

Anti-simétrica (F): R € uma relacao anti-simétrica sse,

Va,b € A, se aRb A\ bRa entao a = b.

Como OR2 e 2R0 e 0 = 2, R nao é anti-simétrica.

®) UFMG/ICEx/DCC
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Relacao anti-simetrica

Exemplo 29| Seja R uma relagéo no conjunto {0, 1,2} definida como

R ={(0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(1,2)}
A propriedade € anti-simétrica?

0 <Q () 1

2

Anti-simétrica (V): R € uma relagao anti-simétrica sse,

Va,b e A, se aRb A\ bRa entao a = b.

Como nao existem arestas de ida e de volta para o mesmo par de nds, a relacao
é anti-simétrica.

®) UFMG/ICEx/DCC MD e RelacSes 69




Relacao de ordem parcial

Definicao: Seja R uma relagao binaria definida no conjunto A. R € uma relagao
de ordem parcial sse R é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Exemplos de relacdes de ordem parcial:

1. Relacao “menor ou igual a” no conjunto dos numeros reais;
2. Relacao “subconjunto” num conjunto de conjuntos.
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Relacao de ordem parcial

Exemplo 30| Seja D a relacéo divide em ZT (inteiros positivos) definida como:

Va,b € Z1,alb < b=k - a, para algum inteiro k.

o Reflexiva (V): D é reflexiva sse Va € Z7T, ala.
Suponha a € ZT. Temos que a = 1 - a e assim ala pela definicdo da
divisibilidade.

e Anti-simétrica (V): D é anti-simétrica sse Va, b € ZT, se a|bAb|a entdo a = b.
Suponha a,b € ZT e aRb e bRa. Pela definicao de R, a|b e b|a. Pela definicdo
de divide existem inteiros k1 e ko taisque b = k1 -a e a = k, - b. Temos que

b=ki-a=ky (ky-b) = (k1 -kp)-0b

Ou seja, k1 - ko = 1. Temos que k1 e ko sao inteiros positivos. Mas o unico
produto de dois inteiros positivos que €igual 1 € 1 - 1. Assim, k1 = ko, = 1.
Assim,a =ko>-b=1-b=0.

e Transitividade (V): D é transitiva sse Va, b, c € ZT, se alb e b|c entdo alc.
Prova para o leitor.
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Relacao de ordem parcial

Exemplo 31| Seja < a relacao “menor ou igual a” em R definida como:

Ve,ye Re<ys (z<y)V(x=uy).

Mostre que < € uma relacao em R.

e Reflexiva (V): Para < ser reflexiva significa que x < x para todos numeros
reais. Mas x < z significa que (z < ) V(z = z) e x = x € sempre
verdadeiro.

e Anti-simétrica (V): Para < ser anti-simétrica significa que para todos numeros
reaisrx ey, sex < yey < xentdozxz = y. Isto é consequéncia imediata
da definicao de < e a propriedade de tricotomia que diz que dados quaisquer
numeros reais x e y exatamente uma das afirmacgoes € verdadeira: x < y ou
r=youx >y.

e Transitividade (V): Para < ser transitiva significa que para todos os reais x, y
ez, sex <yey < zentdo z < z. Isto é verdade pela definicdo de < e
pela propriedade transitiva da ordem dos numeros reais que diz que dados
guaisquer numerosreaisz,ye z,sex <yey < zentao x < z.
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Ordem lexicografica

e Seja 2 um conjunto com uma relacao de ordem parcial.

e Pode-se, entdo, definir uma ordem lexicografica ou ordem de “dicionario” no
conjunto >*.

e Seja R uma relacdo em > *. Para quaisquer inteiros positivos m e n, €
a1as...am € b1bs...by em X*, temos:
1. Sem <nea; =0b;paratodosi=1,2,...,m, entao
a1ao...am = b1bo...by.
2. Para algum inteiro k, k < m, k < n,ek > 1, a; = b; para todos : =
1,2,....k—1,e akak mas ag # bk= entao
aian...am = b1bo.. .bp.

3. Se € é 0 string nulo € s € um string em >*, entdo ¢ < s.

O simbolo < & usado para referenciar uma relagao de ordem parcial genérica
e € lido como “menor ou igual a”.
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Ordem lexicografica

Exemplo 32|Seja > = {1, T} e R a seguinte relacdo de ordem parcial em >:

R={(L,L1), (L, T),(T,T)}

Diga se os seguintes strings definem uma ordem lexicografica em >_*:

(@) TLTLITT<STLTLT?
Sim, caso 2.

) LLTLTTT L LLTLITT?
Nao, ja que as A bs.

) TTLL<TTLL1?
Sim, caso 1.

d) e < LLT?
Sim, caso 3.
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Diagrama de Hasse

Exemplo 33| Seja A = {1,2,3,9,18} e considere a relagdo D “divide” no
conjunto como:

Va,b € A,alb < b= a -k, para algum inteiro k.

O grafo dirigido da relagao D é:

UFMG/ICEx/DCC MD e RelacGes 75



Diagrama de Hasse

Note que:

— Existe um laco (“loop”) em cada veértice;

— Todas as arestas apontam para a mesma direcao,
ou seja, para cima;

— Toda vez que ha uma aresta de um vértice para
um segundo e de um segundo para um terceiro,
entdo ha uma aresta do primeiro vértice para o
terceiro vértice.

-» E possivel associar um grafo mais simples com
uma relacao de ordem parcial num conjunto fi-
nito chamado Diagrama de Hasse.
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Algoritmo para obter o Diagrama de Hasse

Elimine;

1. Os lagos em todos os veértices;
2. Todas as arestas que existem por causa da propriedade de transitividade;
3. A direcao em todas as arestas.

180 18

\ 9
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Diagrama de Hasse

Exemplo 34| Considere a relacao subconjunto, C, no conjunto poténcia
P({a,b,c}). Para todos os conjuntos U e V em P({a, b, c}),

UCV eVx,sexeUentaox €V.

Construa o Diagrama de Hasse dessa relacao.
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Grafo original do Diagrama de Hasse

Para obter o grafo original a partir do Diagrama de Hasse basta reverter os
passos do algoritmo anterior.
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