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Légica de predicados: Introducao

o A ldgica proposicional, que estudamos até agora, cobre a analise de
proposicdoes compostas, i.e., proposicdes simples ligadas por conectivos —, A,
V, =, ..

@ Entretanto, a Iégica proposicional n3o é expressiva o suficiente para capturar
todas as afirmacdes matematicas.

@ Por exemplo, suponha que saibamos que

1 “Todos os matriculados em Matematica Discreta sdo alunos dedicados”, e que

2 “Alice estd matriculada em Matemdatica Discreta”.
Intuitivamente, podemos, entdo, concluir que
3 "“Alice é uma aluna dedicada.”

Este tipo de inferéncia sé é possivel apds introduzirmos o conceito de
predicados e quantificadores, que é o que faremos aqui.
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Predicados: Introducao

o AfirmagGes como as seguintes s3o0 comuns em matemadtica:
Q x>12,

Q x+ty=z

© O aluno x tirou a maior nota da sala na prova.

@ Tais afirmacdes s3o escritas em termos de varidveis.

A menos que os valores das varidveis sejam especificados, as afirmacdes n3o
sdo verdadeiras nem falsas.

Como n3o possuem valor de verdade, elas ndo sdo proposi¢des.
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Predicados: Introducao

@ |Exemplo 1:| A afirmacdo

“x € um numero real”

pode ser dividida em duas partes:

1 a primeira parte, a variavel x, é o sujeito da afirmagao,
2 a segunda parte “é um numero real” é um predicado, ou seja, uma

propriedade que o sujeito da afirmagdo pode ou n3o satisfazer.

A afirmacdo “x € um niimero real” pode ter valores de verdade diferentes
dependendo do valor que a varidvel x assumir.

e Quando x = m, a afirmagdo “x é um nidmero real” é verdadeira.

e Quando x = /-2, a afirmacdo “x é um nudmero real” é falsa.
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Predicados: Introducao

@ | Exemplo 1:| (Continuag3o)

Podemos ver esta afirmacdo como uma funcao proposicional
P(x): “x é um ndmero real”

que mapeia valores de x para valores de verdade (verdadeiro ou falso):

e P(m) é verdadeiro.

o P(y/=2) é falso.
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Predicados

@ Um predicado é uma sentenca que contém um nimero finito de varidveis e
que se torna uma proposicao quando as varidveis sdo substituidas por valores
especificos.

Intuitivamente, predicados ddo qualidades a sujeitos; relacionam sujeitos
entre si; ou relacionam sujeitos a objetos.

@ Os predicados sdo classificados de acordo com o niimero de suas variaveis.

Um predicado P(xi, X2, ..., X,) de n varidveis é chamado de um predicado
n-ario.
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Predicados
e |Exemplo 2:| Seja P(x) o predicado undrio (de 1 varidvel) “x > 10".
e P(15) =T,

pois substituindo x por 15 em “x > 10", obtemos uma afirmagdo verdadeira.

e P(m)=F,

pois substituindo x por m em “x > 10", obtemos uma afirmacgao falsa.

@ | Exemplo 3:| Seja P(x,y) o predicado bindrio “x nasceu no pais y".

e P(Ayrton Senna,Brasil) =T,
pios substituindo x por Ayrton Senna e y por Brasil em ‘X nasceu no pais
y", obtemos uma afirmag¢3o verdadeira.

o P(Michael Jackson,Rissia) = F,

pois substituindo x por Michael Jackson e y por Rissia em “x nasceu no
pais y"”, obtemos uma afirmacdo falsa.

<l
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Predicados

@ | Exemplo 4:| Seja P(x,y, z) o predicado terndrio “x+y = z".

e P(1,4,5)=T,

pios substituindo x por 1, y por 4 e z por 5 em “x+ y = z"”, obtemos uma
afirmac3o verdadeira.

o P(4,5,1) =F,

pois substituindo x por 4, y por 5 e z por 1 em “x+ y = z”, obtemos uma
afirmacao falsa.

e P(0,0,0)=T,

pois substituindo x por 0, y por 0 e z por 0 em “x + y = z”, obtemos uma
afirmag3o verdadeira.
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Quantificadores: Dominio ou universo de discurso

@ Dado um predicado de varias varidveis, o dominio de discurso, ou universo
de discurso, ou simplesmente dominio é o conjunto de valores que as
varidveis podem, em principio, assumir.

@ No predicado

o dominio de discurso pode ser o conjunto dos reais R ou o dos inteiros Z.
@ No predicado
‘A pessoa x nasceu no pais y”,

o dominio de x pode ser o conjunto de todas as pessoas, € o dominio de y
pode ser o conjunto de paises no mundo.

@ O dominio de um predicado é essencial para sua quantificacdo.

Mario S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br)

Quantificadores: Introducao

@ Como um predicado n3o tem valor de verdade em si, é preciso instanciar os
valores de suas varidveis para transforma-lo em uma proposic3o.

@ Para transformar um predicado em uma proposicdo, podemos

1 atribuir valores especificos para todas varidveis (como fizemos até agora), ou

2 quantificar em qual faixa de valores de x a proposicdo pode ser considerada
verdadeira.

Em portugués, usamos palavras como “nenhum’, “todos’ e “algum” para
quantificar predicados.

Por exemplo, o predicado “O computador x do laboratério estd ligado” ndo
tem valor de verdade em si, mas as seguintes proposi¢coes tém:

@ ‘“Nenhum computador do laboratdrio estd ligado.”

@ ‘Todos os computadores do laboratdrio est3o ligados.”

© “Algum computador do laboratdrio estd ligado.”

Mdrio S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br)
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Quantificador universal

@ Dado um predicado P(x), sua quantificacao universal é
Vx : P(x)
significando
“Para todos os valores x no dominio, P(x) é verdadeiro”
ou simplesmente
“Para todo x no dominio, P(x)"

@ O simbolo V é o simbolo de quantificador universal.
@ A proposigdo Vx : P(x) é

o verdadeira se P(x) é verdadeiro para todo x no dominio,
o falsa se hd algum x no dominio tal que P(x) seja falso.

Um elemento x para o qual P(x) é falso é um contra-exemplo para Vx : P(x).

Mario S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br)
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Quantificacao universal

° Considere o universo de discurso D = {1,2,3,4,5}. A

proposicao
Vx :x? > x

¢é verdadeira ou falsa?
Solucao.
Temos que

12>1, 22>2, 32>3, 4°>4, e 5%°>5.

Quantificacdo universal

o E possivel definir o universo de discurso ja na proposicao quantificada:

@ Vx €R:x+1> x estabelece como universo de discurso os niimeros reais.

Q Vy c Z' : —y < —5 estabelece como universo de discurso os inteiros positivos.

@ | Exemplo 6:| A proposicao
Vx eR:x?>x
¢é verdadeira ou falsa?

Solucao.

Temos o contra-exemplo
(1/2* =1/4 £ 1/2,

e portanto a proposicdo é falsa. <
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Portanto a proposicdo é verdadeira. <
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Quantlﬁcagao existencial
@ Dado um predicado P(x), sua quantificacdo existencial é
Ix : P(x)
significando
“Existe um valor de x no dominio tal que P(x) é verdadeiro”
ou simplesmente
“Existe x no dominio tal que P(x)”
@ O simbolo 3 é o simbolo de quantificador existencial.
@ A proposicdo Ix : P(x) é
o verdadeira se P(x) é verdadeiro para ao menos um x no dominio,
o falsa se para todo x no dominio P(x) é falso.
Um elemento x para o qual P(x) é verdadeiro é uma testemunha para
Ix : P(x).
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Quantificacdo existencial

@ | Exemplo 7:| Seja E = {5,6,7,8,9,10} o universo de discurso. A proposi¢do

Im:m’ =m

¢ verdadeira ou falsa?

Solugao.

Analisando todos os casos, obtemos

72 =149 £7,

52=025+£5  62=36#6,

82=64+£8  92=81#9 e 102 =100 # 10.

Portanto a proposicio é falsa.
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Quantificacdo existencial

@ | Exemplo 8:| A proposicao

IMeZ -m=m
¢ verdadeira ou falsa?

Solucao.
Temos que 12 = 1, portanto m? = m para pelo menos um inteiro m.

Logo a proposicao é verdadeira.
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Ordem de precedéncia dos quantificadores

@ Os quantificadores V e 3 tém precedéncia sobre todos os operadores da légica
proposicional (=, A, V, =, <>, ...).

@ A proposicido
Vx : P(x) V Q(x)
significa  (Vx : P(x)) V Q(x).

Note que a proposi¢do ndo significa Vx : (P(x) V Q(x)).

Mario S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br)
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Quantificadores com dominio restrito

@ Frequentemente usamos abreviacGes para restringir o dominio de um
quantificador.

Por exemplo, considere o universo de discurso como sendo os nimeros reais.

@ A proposicido quantificada
Vx<0:x>>0
significa  Vx: (x <0 — x* > 0).

Note que a proposicdo n3o significa Vx : (x < 0 A x? > 0).
© A proposicdo quantificada

Jy >0:(y*=2)
significa 3y : (y > 0Ay? =2).

Note que a proposi¢do ndo significa Ty : (y >0— y? = 2).
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Quantificadores: Variaveis ligadas e escopo

@ Quando um quantificador é utilizado em uma varidvel x, dizemos que x é
uma variavel ligada.

Uma varidvel que n3o € ligada a nenhum quantificador é chamada de
variavel livre.

Q@ Em
Vx:ix+y=2,

x € uma variavel ligada, e y é uma varidvel livre.
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Quantificadores: Variaveis ligadas e escopo

e Cada quantificador tem um escopo sobre o qual ele vale.

Q@ Em

Ix : (P(x) A Q(x)) VVx : R(x)
todas as varidveis s3o ligadas, mas o escopo de cada x é diferente.
O primeiro quantificador, 3x, tem como escopo apenas (P(x) A Q(x)).
O segundo quantificador, Vx, tem como escopo apenas R(x).

Podemos renomear varidveis ligadas em escopos diferentes sem alterar a
express3o légica (o que muitas vezes torna a expressdo mais ficil de ser lida):

x: (P(x) A Q(x)) VVy : R(y)

Mdrio S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br)
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Negando expressoes quantificadas

@ A negacdo de expressdes quantificadas é dada por equivaléncias conhecidas
como leis de De Morgan:

Leis de De Morgan para negacao ‘
—Vx: P(x) = Ix:-P(x)
—3dx: P(x) = Vx:-P(x)

@ Equivaléncias consequentes das leis de De Morgan s3o:

Outras equivaléncias de negacao ‘
Vx: P(x) = —3x:-P(x)
dx : P(x) = —Vx:-P(x)
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Equivaléncias légicas envolvendo quantificadores

@ Afirmagdes envolvendo predicados sdo logicamente equivalentes se, e
somente se, elas tém o mesmo valor de verdade independentemente de quais
predicados e dominios de discurso sdo utilizados.

Usamos

S=T

para denotar que S e T s3o equivalentes.

Mario S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br)
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Negando expressoes quantificadas universais
@ | Exemplo 9:
P: ¥VxeR:x2>0
—P: VxeR:x2>0 = IxeR:~(x*>0) = IxeR:x2<0
<
o | Exemplo 10:
P:  "Todos os programas de computador s3o finitos.”
=P : “Nem todos os programas de computador que s3o finitos.” =

“Existe um programa de computador que n3o € finito.”

@ | Exemplo 11:

P “Todo mundo gosta de sorvete ou de bolo.”

—P: “Nem todo mundo gosta de sorvete ou de bolo.” =

“Existe uma pessoa que ndo goste de sorvete nem de bolo.”

Mario S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br)
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Negando expressoes quantificadas existenciais Traduzindo de linguagem natural para expressoes légicas

@ | Exemplo 12: - - .
“ @ | Exemplo 15:| Expresse como expressdes quantificadas as seguintes

P: 3xeN:x>=x afirmacdes em linguagem natural:
-P: -IxeN:x*=x = WeN:~(x*=x) = V¥xeN:x>#x o "Nenhuma arara € pequena.
< o “Araras sdo multicores e grandes.”
@ | Exemplo 13: o “Existe uma arara que n3o é multicor, nem pequena.”
P "Alguns peixes respiram ar.” -
Solugao.
P . UN h - - 7 . . . . . . .
P enhum peixe respira ar. Primeiro tomamos como universo de discurso o conjunto de todos os animais,
<

entdo definimos os seguintes predicados:

E lo 14: c "
° A(x):  “x é uma arara

P "Alguns esportistas sdo brasileiros e jovens.”
M(x): “x é multicor”
=P :  "“Nenhum esportista é brasileiro e jovem.” =
“Todo esportista ndo é brasileiro ou ndo € jovem.” P(x): " é pequeno”
<
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Traduzindo de linguagem natural para expressoes légicas

o |Exemplo 15:| (Continuagdo)

Assim podemos traduzir as sentengas para linguagem formal como abaixo.

(Nesse problema, assumimos que uma arara ou é grande ou é pequena.)

o “Nenhuma arara é pequena”: Q ua ntificadores a n i n hados
—3x : (A(x) A P(x))

Forma equivalente:
Vx : (A(x) = =P(x))

e “Araras s3o multicores e grandes”:
Vx : (A(x) = (M(x) A =P(x)))
o “Existe uma arara que ndo é multicor, nem pequena”:
Ix : (A(x) A =M(x) A =P(x))

<
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Quantificadores aninhados: Introducao

@ Muitas expressGes usam muiiltiplos quantificadores aninhados.

Por exemplo, no universo de discurso dos niimeros reais, temos o seguinte.

@ A expressdo
Vx:Vy:((x>0)A(y <0)—= (xy <0))

significa

“O produto de quaisquer dois reais de sinais opostos é um real negativo.”

@ A expressao
Vx:3y:(x+y=0)
significa
“Todo nimero real tem um nidmero real oposto

(isto é, que somado ao original resulta em zero).”

@ Nesta secdo estudaremos quantificadores aninhados.

Predicados e Quantificadores
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A ordem dos quantificadores

@ | Exemplo 17:| Para cada sentenca, diga o que ela significa em linguagem

natural e se ela é verdadeira ou falsa.

e Vx:dy:x <y significa
“Para todo nuimero real x, existe outro real maior que x."”

Esta sentenca é verdadeira.

e dy:Vx:x <y significa

“Existe um ndmero real y tal que todos os demais
ndmeros reais sdo menores que y."”

Esta sentenca é falsa.

As sentencas do exemplo anterior n3o s3o equivalentes logicamente.

Em geral, ao se trocar a ordem de quantificadores de tipo diferente,
o sentido da proposicao se altera.

<
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Entendendo quantificadores aninhados

@ | Exemplo 16:| Sejam o seguinte predicado sobre o dominio de todas as

pessoas:

A(x,y): “A pessoa x ama a pessoa y"

o Vx:3y:A(x,y) significa “Todo mundo ama alguém.”
o Jy :V¥x:A(x,y) significa “Existe alguém que é amado por todo mundo.”
o Vy :3x:A(x,y) significa “Todo mundo é amado por alguém.”

e Ix:Vy:A(x,y) significa  “Existe alguém que ama todo mundo.”

Predicados e Quantificadores

Mario S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br)

DCC-UFMG (2016/02) 30/ 44

Traduzindo de sentencas quantificadas para linguagem
natural

@ | Exemplo 18:| Sejam os seguintes predicados sobre o dominio de estudantes:

C(x): “x tem um computador”
F(x,y): ‘“x ey sdoamigos”

o Vx: (C(x)VIy:(C(y)AF(x,y))) significa

“Todo estudante tem um computador, ou tem um amigo
que tenha um computador.”

o Ix:Vy:Vz:((F(x,y)ANF(x,z) Ay # z)) = —F(y,z)) significa

“Existe um estudante cujos todos amigos ndo sdo amigos entre si.”

Predicados e Quantificadores
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Traduzindo de linguagem natural para sentencas logicas Traduzindo de linguagem natural para expressoes légicas

@ | Exemplo 19: | Expresse como expressdes quantificadas as seguintes @ | Exemplo 19:| (Continuagdo)

afirmacdes em linguagem natural:

o “Todo estudante tem um amigo que ndo sabe dirigir.” Assim podemos traduzir as sentencas para linguagem formal:

s - . - .
o “H3d um estudante que ndo sabe dirigir e que ndo tem nenhum amigo que . - .
7 gred goq @ “Todo estudante tem um amigo que ndo sabe dirigir”:

saiba.”
e “Cada estudante tem exatamente um amigo que n3o sabe dirigir.” Vx : Jy 1 (A(x,y) A =D(y))
Solucio @ “Hd um estudante que n3o sabe dirigir e que ndo tem nenhum amigo que
) saiba”:
Primeiro definimos os seguintes predicados sobre o universo de todos os Ix : (-D(x) AVy : (A(x,y) = —D(y)))
estudantes:

© “Cada estudante tem exatamente um amigo que ndo sabe dirigir’:
D(x): “x sabe dirigir’
Vx : 3y : (A(x,¥) A =D(y) AVz: (A(x,z) A=D(z) = y = 2))

A(x,y): “x ey sdo amigos” 4
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Negacao de quantificadores aninhados Negacao de quantificadores aninhados

@ A negacdo de quantificadores aninhados usa as mesmas leis de De Morgan

para negacdo de quantificadores. @ | Exemplo 21:| Sejam os seguintes predicados sobre o dominio de estudantes:

’ Leis de De Morgan para negacao ‘

D(x): ‘“x sabe dirigir’

—Vx : P(x) Ix : =P(x)
—-3x : P(x) = Vx:-P(x) A(x,y): "X ey sdo amigos”
Notando que P(x) pode ser ela mesma uma expressdo quantificada. Proposicao P:

o | Exemplo 20: | Seja A(x,y) a proposicdo “A pessoa x ama a pessoa y” com P: Vx:3dy:(A(x,y) A=D(y))

universo de discurso como sendo todas as pessoas do mundo. . . . ] . N
Afirmativa: Todo estudante tem um amigo que ndo sabe dirigir.

P: V¥x:3y:A(x,y) “Todo mundo ama alguém”
-P: Ix:Vy:(A(x,y) = D(y))
—P: =Vx:dy: A(x,y)
Ix : =3y A(x,y)

Ix : Vy : =A(x, y) “Existe alguém que ndo ama ninguém.”
<

Negacao: “Existe um estudante cujos amigos todos sabem dirigir."”

Mario S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br) Predicados e Quantificadores DCC-UFMG (2016/02) 35/ 44 Mério S. Alvim (msalvim@dcc.ufmg.br) Predicados e Quantificadores DCC-UFMG (2016/02) 36 / 44



mailto:msalvim@dcc.ufmg.br
mailto:msalvim@dcc.ufmg.br
mailto:msalvim@dcc.ufmg.br
mailto:msalvim@dcc.ufmg.br

Negacao de quantificadores aninhados

@ | Exemplo 21:| (Continuagdo)

Sejam os seguintes predicados sobre o dominio de estudantes:
D(x): ‘“x sabe dirigir’

A(x,y): " ey sdo amigos”

Proposicido Q:
Q: 3Ix:(=D(x)AVy:(A(x,y) = —D(y)))

Afirmativa:  “Hd um estudante que ndo sabe dirigir e que ndo tem”

“nenhum amigo que saiba.”

-Q: Vx:(D(x)V3Iy:(A(x,y)AD(y)))

Negacao: “Todo estudante sabe dirigir, ou tem um amigo que sabe.”
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Negacao de quantificadores aninhados

e |Exemplo 21:| (Continuagdo)

Sejam os seguintes predicados sobre o dominio de estudantes:

D(x): ‘“x sabe dirigir”

A(x,y): "x ey sdo amigos”

Proposicao R:
R: Vx:3y:(A(x,y) AN=D(y) A\Vz: (A(x,z) AN=D(z) = y = z))
Afirmativa:

“Cada estudante tem exatamente um amigo que”
“ndo sabe dirigir.”

-R: 3x:Vy:(A(x,y) = (D(y)V3z: (A(x,z) AN=D(z) ANy # z)))
Negacao: “Existe um estudante que ndo possui amigos que ndo dirijam”

“ou que possui ao menos dois amigos que ndo dirijam.”
<
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Proposicao condicional universal

@ Uma proposicao condicional universal tem a forma
Vx : (P(x) = Q(x))
@ Proposicoes desta forma s3do muito comuns.
@ 'Se um ndmero real é maior que 2 entdo seu quadrado é maior que 4":
Vx €R: ((x >2) = (xX* > 4))
@ “Todo byte tem oito bits":
Vx : “se x € um byte, entdo x tem oito bits”.

@ As duas proposi¢des seguintes sao equivalentes.
Vx:(xeD— P(x)) = VxeD:P(x)

No geral prefere-se a segunda forma.
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Negacao de proposicoes condicionais universais

@ A negacdo de uma proposicao condicional universal é derivada como:

=¥x : (P(x) = Q(x)) Ix : =(P(x) = Q(x))
Ix : ~(=P(x) V Q(x)) (por equiv. de implicagdo)

Ix : (P(x) A =Q(x))

(por De Morgan)

(por De Morgan)

o | Exemplo 22:

P :  “Toda pessoa loira tem olhos azuis.”
P :  “Existe uma pessoa loira que ndo tem olhos azuis.”
<
o | Exemplo 23:
P:  "Se um programa foi escrito em C, ele tem um erro.”
-P: “Existe pelo menos um programa escrito em C que ndo tenha erro.”
<
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Verdade por vacuidade de proposicoes universais

@ Lembre-se de que se a premisa p é falsa, a implicagdo

p—q

é sempre verdadeira, independente de q.

@ Portanto, se P(X) ¢ falso para cada x no universo de discurso D, entdo uma

proposicdo da forma
Vx € D: (P(x) = Q(x))

é verdadeira, j& que a implicagdo P(x) — Q(x) é verdadeira para todo x.
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Verdade por vacuidade de proposicoes universais

@ | Exemplo 24:| Sejam cinco bolas azuis, cinco brancas e um prato.

o Cenario 1: trés bolas azuis e uma branca s3o colocadas no prato.

A afirmacdo
“Todas as bolas no prato sdo azuis”

é verdadeira ou falsa?

Para ver que a afirmacgdo é falsa, note que sua negativa é verdadeira:

“Existe pelo menos uma bola no prato que no € azul.”
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Verdade por vacuidade de proposicoes universais

@ | Exemplo 24:| (Continuagdo)

Sejam cinco bolas azuis, cinco brancas e um prato.

e Cenario 2: nenhuma bola é colocada no prato.

A afirmacdo
“Todas as bolas no prato sdo azuis”

é verdadeira ou falsa?

Para ver que a afirmag3o é verdadeira, note que sua negativa é falsa:
“Existe pelo menos uma bola no prato que ndo é azul.”

Uma outra maneira para ver que a afirmacgdo é verdadeira é escrevé-la
explicitamente como uma proposicao universal em que a hipdtese da
implicagdo é sempre falsa (e, portanto, a implicagdo é sempre verdadeira):

“Para toda bola, temos que se ela esta no prato, entdo ela é azul.”
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