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Conjuntos: Introducao

@ Conjuntos s3o as estruturas discretas fundamentais sobre as quais todas as
demais estruturas discretas podem ser construidas.

@ A Teoria dos Conjuntos é capaz de representar toda a Matemidtica.

Conceitos basicos como conjunto, pertinéncia de elementos a um conjunto, o
conjunto vazio, operagoes sobre conjuntos (uniéo, intersecdo, complemento,
...) podem capturar conceitos como aritmética, légica, etc.

@ Os conceitos que estudaremos aqui s3o essenciais para diversas éreas,
incluindo algumas que estudaremos neste curso:

o fung¢des,
e sequéncias,

e somatdrios e produtdrios,
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e andlise combinatdria,
o relagdes.
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Conjuntos

@ Um conjunto é cole¢do n3o-ordenada de objetos bem definidos,
denominados elementos ou membros do conjunto.

Escrevemos

acA

para denotar que o elemento a pertence ao conjunto A.

Escrevemos

ad A

para denotar que o elemento a ndo pertence ao conjunto A.

@ Usamos normalmente letras maitsculas para denotar conjuntos, e minusculas
para denotar elementos destes conjuntos.
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Formas de definir um conjunto

@ Listar seus elementos entre chaves:

© {Ana,Bia,Carlos} © {Jupiter,2,m, Ana} Q {1,2,3,...,100}

@ Especificar uma propriedade que define um conjunto, como em
S={x|P(x)}:
Q {xeR|-2<x<5} Q@ {x e N|x éprimoe x> 431}

@ Usar uma defini¢do recursiva:

1e A,
sexcAex+2<10,entdox+2¢€ A.
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Alguns conjuntos importantes

@ Alguns conjuntos importantes sao:

Q@ N={0,1,2,3,4,5,...} é o conjunto dos numeros naturais.
Q@Z={.,-3,-2,-1,01,23,...} é o conjunto dos niimeros inteiros.
Q@ Z'=1{1,2,3,4,5...} é o conjunto dos nimeros inteiros positivos.

Q@ Q={rla|pEZ,qEZ, e g+# 0} é 0 conjunto dos nimeros racionais.
@ R é o conjunto dos nimeros reais.

@ RT ¢ o conjunto dos niimeros reais positivos.

@ C é o conjunto dos nimeros complexos.
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Formas de definir um conjunto

@ Especificar uma func3o caracteristica:

1, sex=1,3,57,9,

0, caso contrario.

se x € N é primo,

Q 1alx) = { @ yia(x) = {1’

0, caso contrario.

@ Nem sempre é possivel utilizar todos os tipos de definicdo:

@ Na3o é possivel definir o conjunto S = {x € R | 0 < x < 1} listando todos os
seus elementos.
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lgualdade de conjuntos

@ Dois conjuntos s3o iguais sse eles possuem os mesmos elementos.

Formalmente, para todos conjuntos A e B,

A=B <+ Vx:(x€eA < xeB).

@ A definicdo de igualdade de conjuntos implica que:
o A ordem na qual os elementos s3o listados é irrelevante:
Q {a,b,c,d} ={d,c,b,a} ={c,a,d,b}
o Elementos podem aparecer mais de uma vez no conjunto:

o {a7 a7 a? a7 b7 b’ b? C? C? d} = {a7 b7 C’ d}

S
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Subconjuntos

@ Um conjunto A é chamado subconjunto de um conjunto B sse cada
elemento de A também é um elemento de B.

Usamos A C B para denotar que A é subconjunto de B.

@ Formalmente:
ACB <+ Vx:(x€eA — xeB).

@ As frases “A esta contido em B’ e “B contém A" s3o formas alternativas
de dizer que A é um subconjunto de B.

© O conjunto dos naturais é um subconjunto dos inteiros.

@ O conjunto de brasileiros é um subconjunto do conjunto de brasileiros. (Nada
impede que um conjunto seja um subconjunto de si préprio!)

© O conjunto dos nimeros complexos ndo é um subconjunto dos nidmeros reais.
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Subconjuntos préprios

@ Um conjunto A é subconjunto préprio de um conjunto B sse cada elemento
de A estd em B e existe pelo menos um elemento de B que n3o estd em A.

@ Formalmente:

ACB & VVx:(x€eA = xeB) AN Ix:(xeB AN x¢A)
< ACB AN A#B.

© O conjunto dos naturais é um subconjunto préprio do conjunto dos inteiros.

© O conjunto dos brasileiros ndo é um subconjunto préprio dos brasileiros.
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Diagramas de Venn

@ Se os conjuntos A e B forem representados por regides no plano, relagdes
entre A e B podem ser representadas por desenhos chamados de Diagramas

de Venn.
o |Exemplo 1: | AC B.
‘ ‘
° Exemplo 2 Ad B.

@ Diagramas de Venn n3o podem ser usados como demonstracg3o!
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O conjunto vazio

o O conjunto vazio ou conjunto nulo n3o contém elementos.

Denotamos o conjunto vazio por {} ou 0.

o Note que {()} n3o denota o conjunto vazio, mas o conjunto cujo tnico
elemento é o conjunto vazio.

@ Teorema: O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.
Prova. Seja A um conjunto qualquer. Entdo
Vx:(xeh — xeA)

é verdade por vacuidade, ja que a premissa da implicagdo é sempre falsa.

Logo 0 C A. O
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Conjunto poténcia

@ Dado um conjunto A, o conjunto poténcia de A é o conjunto de todos os
subconjuntos de A.

Denotamos por P(A) o conjunto poténcia de A.
@ Exemplos:
© Dado o conjunto S = {x, y, z}, seu conjunto poténcia é

P(S) = {0, {xb v b Az} oy b {x 2h {y, 23 {x. v, 2 -

@ Dado o conjunto vazio (), seu conjunto poténcia é

P(0) = {0}
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Tuplas ordenadas
e Uma n-tupla ordenada (ay, a2, ..., a,) é uma colegdo ordenada de n
elementos, em que a; é o primeiro elemento, a, é o segundo elemento, ..., e
a, é o n-ésimo elemento.
@ Algumas n-tuplas ordenadas recebem nomes especiais:
e Uma 2-tupla ordenada é chamada de par ordenado.
o Uma 3-tupla ordenada é chamada de tripla ordenada.
o Uma 4-tupla ordenada é chamada de quadrupla ordenada.
o ...
@ Duas n-tuplas ordenadas (x1, x2, ..., Xn) € (Y1, ¥2, - -+, ¥n) S30 iguais sse
xXi=yj, parai=1 ...n.
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Conjunto poténcia

e Teorema: Se um conjunto finito A tem n elementos, entdo P(A) tem 2"
elementos.

Prova. Para formar um subconjunto S qualquer de A, podemos percorrer
cada elemento a; € A (1 < i < n), decidindo se a; € Sou se a; € S.

Como para cada elemento hd duas opg¢des (pertence ou n3o pertence), e hd

um total de n elementos em A, ha 2" maneiras de se formar um subconjunto
S de A.

Logo, |P(A)| =2". O
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Produto Cartesiano

@ Sejam A e B conjuntos. O produto cartesiano de A e B, denotado A x B, é
o conjunto de todos os pares ordenados (a, b), onde a€ Ae b € B.

Formalmente:
Ax B ={(a,b)|ac Aebe B}

° Sejam A= {1,2} e B={a, b,c}.
Ax B={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢c)}
BxA={(a1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)}

Ax A= A%={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

Note, em geral, que A x B # B x A. <
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Produto Cartesiano

@ Produtos cartesianos podem ser generalizados para mais de dois conjuntos.
@ Sejam Aj, Ay, ..., A, conjuntos.

O produto cartesiano de A;, A, ..., A,, denotado

Al X Ay X ... X A,

é o conjunto de todas n-tuplas ordenadas (a1, az, ..., a,), onde a; € A; para
i=1...n.

Formalmente:

A1XA2X...><A,-,:{(31,32,...

° Sejam A= {0,1}, B = {a, b}, C = {v,6}.

Ax BxC = {(0,a,7),(0,a,d),(0,b,7),(0, b,0),
(17 a7 7)7 (17 a? 5)7 (17 b? ,7)7 (17 b7 5)}

,an) | ai€ Ajparai=1...n}

<
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Operacoes em conjuntos
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O tamanho de conjuntos finitos

@ Seja A um conjunto finito contendo exatamente n elementos distintos.
Dizemos que a cardinalidade (ou tamanho) de A é n.

A notagdo |A| = n indica que o tamanho de A é n elementos.

@ Estudaremos a cardinalidade de conjuntos infinitos mais adiante.
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Operagoes em conJuntos: Introdugao
@ Dois ou mais conjuntos podem ser combinados de diferentes maneiras.
Por exemplo, dados o conjunto de estudantes de Matematica Discreta e o
conjunto de pessoas nascidas em Minas Gerais, podemos definir:
@ o conjunto de mineiros que estudam Matemdtica Discreta,
@ o conjunto de pessoas que s3o mineiras ou estudam Matematica Discreta,
© o conjunto de estudantes de Matematica Discreta que n3o sdo mineiros,
Q ...
@ Aqui estudaremos operacoes em conjuntos que permitem a criacdo de
conjuntos mais complexos a partir de conjuntos mais simples.
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Operacbes em conjuntos

@ Sejam A e B subconjuntos do conjunto universal U:

Unido: AUB = {xeU|xeAV xeB} [y

Alternativamente: x€ AUB <+ x€A V x€B

Notag3o: ULA = AlUAU...UA,

Intersecdo: AnNB = {xeU|x€eAANxeB} [y

Alternativamente: x€ ANB <+ x€A N x€B

Notac3o: NL A = AinNAn...NA,

Diferenca: A-B = {xeU|xeAAx¢gB} [y

Alternativamente: x€A—B <+ x€A AN x¢B

Complemento: A = {xeU|xgA} U

Alternativamente: x€A <+ xgA
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Operacbes em conjuntos

@ | Exemplo 5:| Sejam os conjuntos A = {1,3,4,5} e B ={1,2,5,6}.

Considere como conjunto universo U = {0,1,2,3,4,5,6,7}.

o AUB=1{1,2,3,4,56} o B—A={26}

e ANB = {1,5} o A=1{0,2,6,7}

o A— B ={3,4}

o B=1{0,3,4,7}
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lgualdade de conjuntos

@ Dois conjuntos A e B sdo iguais se, e somente se, cada elemento de A esta
em B, e cada elemento de B estd em A.

@ Uma maneira conveniente de se mostrar que dois conjuntos sdo iguais é

mostrando que cada conjunto é subconjunto do outro.

Formalmente:
A=B sse VYx:(x€A < xeB).

Teorema: A=Bsse AC Be BC A.

Prova. Escrevendo A C B e B C A formalmente:
A=B

Vx:(x € A+ x € B)

= Wx:((x€eA—=xeB)A(xe B—xeA))

(definigcdo de igualdade)
(definicdo de <)

= (W:(x€A—oxeB))A(Vx:(x € B—x€A)) (distributividade de V sobre A)
= ACBABCA
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lgualdade de conjuntos

° Mostre que (AN B) = AU B.

Solugao.
o Médodo 1: Manipulando a definicdo dos operadores em conjuntos.
Vamos mostrar que x € (AN B) sse x € (AU B):

x€(ANB) < x¢(ANnB) (definicdo de complemento)

< —-(xe(ANnB)) (definicdo de &)

< ((x e A)A(x € NB)) (definicdo de interse¢do)

< ~(xe€eA)V-(xeB) (de Morgan)

< (x€A)V(x¢gB) (definicdo de &)

+ (x€eA)V(xeB) (definicdo de complemento)

< x€(AUB) (defini¢do de unido)
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lgualdade de conjuntos

o | Exemplo 6:| (Continuagdo)

o Médodo 2: Usando uma tabela de pertinéncia, em que usamos o simbolo 1
para indicar que um elemento pertence a um conjunto, e o simbolo 0 para
indicar que ele n3o pertence.

A tabela abaixo demonstra que um elemento pertence a (AN B) (quarta
coluna) sse ele pertence a AU B (sexta coluna):

A|B||AnNB|(ANB) |A|B|AUB
11 1 0 00| 0
1]0 0 1 01 1
0|1 0 1 1|0 1
00 0 1 1|1 1
<
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Conjuntos disjuntos

@ Dois conjuntos sdo chamados disjuntos sse eles ndo tém nenhum elemento
em comum.

Formalmente:

A e B sio disjuntos < ANB=0.

@ Proposicdo: Dados dois conjuntos A e B, (A — B) e B s3o disjuntos.

Prova. Por contradicdo. Suponha que a afirmagdo seja falsa, ou seja, que
existem conjuntos A e B tais que (A — B) N B # (). Neste caso existe um
elemento x tal que x € (A — B) A x € B. Note que, em particular, isso
significa que x € B.

Por outro lado, também teremos x € (A — B), o que, pela definicdo de
diferenca, significa que x € AA x € B. Em particular, isso implica que x & B.

Logo chegamos a uma contradi¢cdo, uma vez que x € B e x ¢ B. Portanto, a
proposicdo deve ser verdadeira. ]
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lgualdade de conjuntos

@ Sejam todos os conjuntos abaixo subconjuntos do conjunto universal U.

Comutatividade

ANB = BNA

AUB = BUA

Associatividade (A AmﬂB()BmﬂCC): (A AUUB()BUUCC ):
Distributividade (2‘8 (BE; o (CA) 0o (: 0 g o (CA) o)
Unido e intersecao com U ANnU = A AUU = U
Complemento duplo A=A

Idempoténcia ANA = A AUA = A
De Morgan (ANB) = AUB (AUB) = AnB
Absorcdo AN(AuB) = A AU(ANB) = A
Diferenca de conjuntos A-B = AnB

Unido e intersecdo com () AUD = A AND =
tjonrf;e;ei:ttsrsegéo com o AUA = U ANA = 0
Complementos de U e () U=70 0 =U
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Particoes de um conjunto

@ Os conjuntos Ap, Ay, ..

., A, sdo chamados mutuamente disjuntos (ou

disjuntos par-a-par, ou sem sobreposicdo) sse A; N A; = () para todos

ij=1,2,....nei#]j.

e Uma colegdo de conjuntos ndo vazios {A;, Ay, .

conjunto A sse

(I) A:A1UA2U...UA,,,e
(i) Ay, A, ..

., Ap sdo mutuamente disjuntos.

o |Exemplo 7:| {{1,2,5},{3},{4}} é uma particdo de {1,2,3,4,5}.
@ | Exemplo 8:| N pode ser particionado entre o conjunto dos nlimeros pares e

o conjunto dos ndmeros impares.
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O Paradoxo do Barbeiro

@ Vimos que um conjunto pode ser especificado através de uma propriedade
que define um conjunto, como em S = {x | P(x)}:

Q@ {xeR|-2<x<5} Q@ {x e N|xéprimoe x> 431}

O Paradoxo de Russell e a
Teoria de Conjuntos

(1] I A Yy
ngen ua e Paradoxo do Barbeiro: “O barbeiro é alguém que barbeia todos aqueles, e
apenas aqueles, homens que n3o se barbeiam sozinhos.”

e Entretanto, a propriedade P(x) n3o pode ser uma propriedade qualquer.

A pergunta é: o barbeiro barbeia a si mesmo?

Equivalentemente, seja b o barbeiro e seja B o conjunto de todas as pessoas
que o barbeiro b barbeia. Ent3o:

be B?

Paradoxo: b€ B <> b ¢ B!
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O Paradoxo de Russell e a Teoria de Conjuntos “Ingénua”

@ O Paradoxo do Barbeiro é um caso especial do problema identificado por
Bertrand Russell:

Paradoxo de Russell: Se definirmos S como “o conjunto de todos os
conjuntos que ndo tém a si mesmo como elemento”, ou seja,

S={A| Aéum conjunto e A ¢ A},
como decidir se S € 57
Paradoxo: S € S+ S ¢ S!
@ LicdGes:

e Teoria de Conjuntos “Ingénua” ( “Naive set theory”) ndo pode ser usada sem
cuidado.

o Para isso existem abordagens axiomaticas, como a de Zermelo-Fraenkel ( “ZF
Set Theory”).
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