Pés-Graduacao em Ciéncia da Computacao DCC/ICEx/UFMG

Demonstracdao de Teoremas 19 semestre de 2006
Professor: Newton José Vieira
Teste Final Entrega: até 06/07/2006 as 11:30h.

Valor: 20 pontos.
Descontos: 2 pontos a cada 5 minutos de atraso.

Para cada questao, apresente a prova final, como se fosse para publicar em
um periddico de visibilidade nacional. Nao escreva nenhum rascunho!

1. Prove que se x e y sao nimeros reais nao negativos tais que x + y = 0, entao
z=0ey=0.

2. Definicao. Uma funcao f: A — B é injetora se, e somente se, para todo x,y € A,
se f(x) = f(y), entdo z = y.

Prove que a funcao f: R — R tal que f(z) = mx + b, com m # 0, é uma fungao
injetora:

a) Usando o método direto.

b) Usando o método da contrapositiva.

3. Definigao. Um conjunto X de niimeros reais é um conjunto convezxo se, e somente
se, para todo z,y € X e todo nimero real t tal que 0 <t <1, tx+ (1 —t)y € X.
Prove que sim ou que nao:

a) Para todo n > 2 se F é uma familia de n conjuntos convexos, entdao NF é
um conjunto convexo.
b) Para todo n > 2 se F é uma familia de n conjuntos convexos, entdo UF é

um conjunto convexo.

4. Prove que se n é um inteiro positivo, entao ou n é primo, ou n é um quadrado
perfeito, ou (n — 1)! é divisivel por n.

5. Definicao. Um nimero real  é um ponto fixo de uma funcao f: R — R se, e
somente se, f(x) = .

Suponha que f: R — R é uma funcao com a propriedade de que existe um nu-
mero real a, sendo 0 < « < 1, tal que para todos os numeros reais x,y € R,

|f(y) = f(@)] < aly — 2|

Prove que:

a) Se x, é um ponto fixo de f, entdo x, é o tinico ponto fixo de f.

b) Se x, é um ponto fixo de f, ¢ € R e para todo natural n > 1, x,, = f(x,—1),
entao para todo natural n > 0, |z, — 24| < " |z — x4



10.

Prove que em uma fila de pelo menos duas pessoas, se a primeira for uma mu-
lher e a ultima um homem, entdao em algum lugar da fila haverd um homem
imediatamente atras de uma mulher.

Prove que se n é um numero inteiro maior do que 4, entao o pentultimo digito da
representagao decimal de 3™ é par.

Descreva métodos de prova por indugao convenientes para provar que:

a) Para todo inteiro n < ng, P(n) é verdadeira.

b) Para todo inteiro n, P(n) é verdadeira.

O que hé de errado com a demonstracao a seguir?
Teorema. Se n > 0 e a é um certo ntmero real fixo, entdao a” = 1.

Prova. Por inducdo matemadtica. Por definicdo, a® = 1. Seja n um nimero
natural arbitrario e suponha, como hipétese de inducéo , que a* = 1 para todo
0 <k <n. O resultado sera provado para n + 1. Pelas regras da algebra:

n+1:a"><a"_1><1:

aqn—1 - 1 L.

Assim, a conclusao estd provada.

Dé trés demonstragoes diferentes de que se n é um inteiro maior que 0, entao

n? —n é par.



