METODOS DE PROVA

Enunciado de um teorema:

e Hipoteses

e Conclusao

Exemplos:

e Teorema. Sejam = > 3 e y < 2. Entdo x*> — 2y > b.

e Teorema. Suponha que a e b sejam nimeros reais. Se
0 < a < b entdo a®> < b.

e Teorema. Suponha que ANB C C ea € C. FEntao
a ¢ A\B.
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Uma estratégia para provar P — () — prova
direta:

Supor que P € verdadeira. Provar ().

e Antes de usar a estratégia:

Suposicoes A provar
Hipoteses P—Q

e Usando a estratégia:

Suposicoes A provar
Hipoteses Q
P

e Formato final da prova:

Suponha P.
[Prova de Q.]
Portanto, P — ().

42



Exemplo:

Teorema. Suponha que a e b sejam numeros reais.
Se 0 < a<b entdo a® < b.

e Antes de usar a estratégia:

Suposicoes A provar

a e b sao numeros reais (O <a< b) — (a2 < 52)

e Usando a estratégia:

Suposicoes A provar
a e b sao nuimeros reais a? < b?
0<a<b

e Formato final da prova:

Suponha que 0 < a < b.
[Prova de a* < %]
Portanto, (0 < a < b) — (a? < b%).
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Outra estratégia para provar P — () —
contrapositiva:

Supor que ) € falsa. Provar que P ¢ falsa.

e Antes de usar a estratégia:

Suposicoes A provar
Hipoteses P—Q

e Usando a estratégia:

Suposicoes A provar
Hipoteses - P
~Q

e Formato final da prova:

Suponha que Q) ¢ falsa.

[Prova de = P.]
Portanto, P — ().
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Exemplo:

Teorema. Suponha que a, b e ¢ sejam nimeros reais e que
a>b. Se ac < bc entao ¢ < 0.

e Antes de usar a estratégia:

Suposicoes A provar
a, b e ¢ sao numeros reais ac < bc—c<0
a>b

e Usando a estratégia:

Suposicoes A provar
a, b e ¢ sao numeros reais ac > be
a>b
c >0

e Formato final da prova:

Sera provada a contrapositiva. Suponha que ¢ > 0.
[Prova de ac > bc.]

Portanto, se ac < bc entao ¢ < 0.
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Uma estratégia para provar —P:

Obter uma forma equivalente positiva, e utilizar

uma estatégia relativa a esta forma.

Exemplo:

Teorema. Suponha que ANC C B ea € C. Entaoa & A\B.

e Antes de usar a estratégia: Apés reexpressar a ¢ A\ B:
Suposicoes A provafr‘ ‘ Suposicoes A provar
ANCCB a¢d AB| |ANCCB acA—a€B

acC acC

e Usando a estratégia de prova direta:

Suposicoes A provar
ANCCB a € B
acC
ac A

e Formato final da prova:

Suponha que a € A.
[Prova de a € B.]
Portanto, se a ¢ A\ B.
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Outra estratégia para provar -P — por
contradicao:

Suponha que P € verdadeira, e obtenha uma con-
tradicao.

e Antes de usar a estratégia:

Suposicoes A provar

Hipoteses - P

e Usando a estratégia:

Suposicoes A provar
Hipoteses Uma contradicao
P

e Formato final da prova:

Suponha que P ¢é verdadeira.
[Prova de uma contradi¢ao.]

Portanto, P é falsa.
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Exemplo:

Teorema. Se z° +y =13 e y # 4 entdo x # 3.

e Usando a estratégia da prova direta:

Suposicoes A provar
2 +y=13 r#3
y #4

e Formato intermediario da prova:

Suponha que z? +y = 13 e y # 4.
[Prova que = # 3.]
Portanto, se z° +y = 13 e y # 4 entdao = # 3.

e Usando a estratégia de prova por contradi¢ao:

Suposicoes A provar
x> +y =13 uma contradicao
y#4
z =3

e Formato final da prova:
Suponha que z? +y = 13 e y # 4.
Suponha que z = 3.
[Prova de uma contradigao.]
Portanto, = # 3.
Portanto, se 22 +y = 13 e y # 4 entdao = # 3.
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Prova por Contradicao pode ser usada para
provar conclusoes positivas também.

Exemplo:

Teorema. Sejam os conjuntos A, B e C, A\B C C. Se
z € A\C entdo x € B.

e Usando a estratégia da prova direta:

Suposicoes A provar
A\BCC(C r € B
z € A\C

e Formato intermediario da prova:
Suponha que z € A\C.
[Prova que x € B.]
Portanto, se x € A\C entao x € B.

e Usando a estratégia de prova por contradicao:

Suposicoes A provar
A\BCC(C uma contradi¢ao
z € A\C

x & B
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e Formato intermediario da prova:
Suponha que z € A\C.
Suponha que = € B.
[Prova de uma contradigao.]
Portanto, z € B.
Portanto, se x € A\C entao x € B.

e Expandindo a segunda suposicao, tudo fica claro:

Suposicoes A provar
A\BCC(C uma contradi¢ao
xeA
x g C

x & B
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Uma estratégia para uso de suposicao da
forma —P:

Obter uma forma equivalente positiva.

Estratégias para uso de suposicao da forma

P — Q:
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Se P for suposicao, ou for provado, conclui-se ()
(modus ponens).

Se () for suposicao, ou for provado, conclui-se

=P (modus ponens).

Exemplo:

Teorema. Suponha que P — (Q — R). Entéo -R — (P —
—Q)

e No 1nicio:

Suposicoes A provar

P—(Q — R) -R— (P — —Q)

e Usando a estratégia da prova direta:

Suposicoes A provar
R

e Formato intermediario da prova:
Suponha - R.
[Prova de P — =(Q).]
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Portanto, -R — (P — =Q).

e Usando a estratégia da prova direta de novo:

Suposicoes A provar
P—(Q—R Q
R
P

e Formato final da prova:
Suponha - R.
Suponha P.
[Prova de =Q) = modus ponens e modus tollens.]
Portanto, P — —(Q).
Portanto, -R — (P — =Q).
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Estratégia para provar VrP(x):

Seja © um objeto arbitrdrio; prove P(z). (Se z
ja esta sendo usada para alguma oulra coisa na
prova, escolha uma varidvel nao usada, digamos

y, € prove P(y).)

e Antes de usar a estratégia:

Suposicoes A provar
Hipoteses VaP(x)

e Usando a estratégia:

Suposicoes A provar
Hipoteses P(z)

e Formato final da prova:

Seja x arbitrario.
[Prova de P(x).]

Como z ¢é arbitrario, conclui-se que Va P(x).
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Exemplo:

Teorema. Sejam dois conjuntos A e B. Se ANB = A, entao
ACB.
e Usando a estratégia da prova direta:

Suposicoes A provar

ANB=A Ve(z € A — z € B)

e Usando a estratégia do objeto arbitrario e da prova direta:

Suposicoes A provar
ANB=A x € B
x €A

e Formato final da prova:
Suponha AN B = A.
Seja x arbitrario.
Suponha z € A.
[Prova de z € B.]
Portanto, z € A — =z € B.

Como z ¢é arbitrario, conclui-se que V(z € A — = € B) e,
portanto, A C B.

Portanto, se AN B = A entao A C B.
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Estratégia para provar JdxP(x):

Seja x = (um objeto especifico); prove P(x) para
o valor referido. (Se xz jd estd sendo usada para
alguma outra coisa na prova, escolha uma variavel

ndo usada, digamos y, e prove P(y).)

e Antes de usar a estratégia:

Suposicoes A provar
Hipoteses JzP(x)

e Usando a estratégia:

Suposicoes A provar
Hipoteses P(z)
z = (um objeto especifico)

e Formato final da prova:

Seja = (um objeto especifico).
[Prova de P(x).]
Portanto, 3z P(z).
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Exemplo:

Teorema. Para qualquer nimero real x, se x > 0 entao existe
um niumero real y tal que y(y +1) = z.

e Usando a estratégia da prova direta:

Suposicoes A provar
z >0 Jyly(y + 1) = z]

e Determinado y tal que Jyly(y + 1) = z|:

—1+ V1 +4x

yy+l)=z=y’+y—z=0=y=

e Formato final da prova:
Seja x um numero real arbitrario.
Suponha z > 0.
Seja y = (=1 + /1 + 4z)/2.
[Prova de y(y + 1) = z.]
Assim, Jyy(y + 1) = z|.
Portanto, z > 0 — Jyly(y + 1) = z|.
Sendo z arbitrario, conclui-se que Vz[z > 0 — Jy[y(y + 1) =
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Estratégia para uso de suposicao da forma

dzP(x):

Introduzir xy para dar nome a um objeto para
o qual P(zy) € verdadeiro (instanciacdo existen-

cial).

Estratégia para uso de suposicao da forma

Ve P(x):

x pode ser substituido por qualquer valor a, para
concluir-se P(a) (instanciagdo universal).
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Exemplo:

Teorema. Sejam F e G familias de conjuntos, e F NG # ¢.
Entao NF C UG.

e Usando a estratégia do objeto arbitrario e da prova direta:

Suposicoes A provar
FNG#¢ z € UG
x e NF

e Expandindo em termos de simbolos logicos:

Suposicoes A provar
JA(A € FNG) JA e Gz € A)
VAe Flz € A)

e Por instanciacao existencial:

Suposicoes A provar
Ay e F JA e Gz € A)
Ay e g

VAe Flx € A)
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Outro exemplo:

Teorema. Sejam B um conjunto e F uma familia de conjun-

tos. Se UF C B entdo F C P(B).

e Usando a estratégia do objeto arbitrario e da prova direta:

Suposicoes A provar
UFCB X € P(B)
XeF

e Expandindo em simbolos logicos e usando prova direta:

Suposicoes A provar
UF CB yE€e B
X eF
ye X

e Expandindo a primeira suposicao:

Suposicoes A provar
Ve(zx € UF — z € B) ye B
X eF

ye X
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